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Denn die Doktrin der geschlechtergerechten Sprache macht das Lesen
solchermassen ,gerechter” Texte nicht nur fast unertréglich. Sie basiert
auch auf einem linguistischen Grundirrtum, weil es das biologische Ge-
schlecht mit dem grammatischen Genus gleichsetzt.

C. Wirz, ,Neusprech fiir Fortgeschrittene®, NZZ Online, 12.7.2013

Die wahren Analphabeten sind schlieBlich diejenigen, die zwar lesen
kénnen, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ-Online, 11.7.2009
Alles andere als ein Sieg ist ja erst einmal eine Niederlage.

B. Becker, Januar 2014,
Quelle: Nirnberger Nachrichten, 23.1.2074

The most incredible thing about miracles is that they happen.
G. K. Chesterton, The Innocence of Father Brown

And it didn’t stop being magic just because you found out how it was
done.

T. Pratchett, Wee Free Men



Inhaltsverzeichnis

1 Vorwort 5
2 Zahlen und Figuren 7
21 KOrper . ... 7
22 Ordnung . . ... .. .. e 12
2.3 Abbildungen und Kardinalitdt . . . ... ... ............ 16
3 Folgen und Reihen 21
3.1 TFolgen und Konvergenz . . . . . ... ... .............. 21
3.2 Cauchy-Folgen und Vollstindigkeit . . ... ... ... ....... 25
3.3 Teilfolgen und Haufungspunkte . . . . . .. ... ... ... ... .. 33
34 Reihen . . ... ... . ... 35
3.5 Geometrische Reihen und Zahlen . . .. ... ............ 39
3.6 Konvergenzkriterien fiir Rethen. . . . . . ... ... ... ... ... 43
3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl . . ... ... ... .. 49
4 Funktionen 53
4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit . . . . . ... ... ... ... 53
4.2 Bisektion und der Zwischenwertsatz . . . .. ... ... ... .... 58
4.3 Abgeschlossene Intervalle . . . . . ... ... ............. 60
5 Mehr zur Exponentialfunktion 63
51 Monotonie und Umkehrfunktionen . . . . . .. ... ... ... ... 63
5.2 Exponentialfunktionen . . ... ... ... ... ... . . 0. 65
5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen . . .. ... .. 69
6 Differentiation 81
6.1 Definition und einfache Eigenschaften . . . . . . ... ... ... .. 81
6.2 Rechenregeln . . . . ... ... ... ... oL 84
6.3 Hohere Ableitungen . . . . . . ... ... o000 87
6.4 Extrema, Zwischenwerte und schone Dinge . . . . ... .. ... .. 88
6.5 Konvexitdt . . ... ... ... 92
7 Integration 99
7.1 Definition des Riemann-Integrals . . . ... ... ... ....... 99
7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen . ... .. .. 105
7.3 Integration und Differentiation . . . . . . ... ... ... ... 111



Inhaltsverzeichnis

7.4 Rechenregeln fiir Integrale . . . ... ... .............. 113
7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen . . ... ...... ... 117
8 Folgen und Reihen von Funktionen 123
8.1 Punktweise und gleichmidBige Konvergenz . . . . . . ... ... ... 123
8.2 Konvergenzsdtze . . . .. ... ... ... . oo 128
8.3 Der Satz von Arzela—Ascoli . . . . . ... ... ... ... ... 129
8.4 Potenzreihen und die Taylor-Formel . . . . . .. ... ... ... .. 132
8.5 Fourierreithen . . . . . .. ... ..o o oo 143



Vorwort ]_

La filosofia ¢ scritta in questo grandissimo libro che continuamente ci sta
aperto innanzi a gli occhi (io dico luniverso), ma non si puo intendere se
prima non s’impara a intender la lingua, e conoscer i caratteri, ne’ quali ¢
scritto. Egli ¢ scritto in lingua matematica, ¢ i caratteri son triangoli, cerchi,
ed altre figure geometriche, senza i quali mezzi ¢ impossibile a intenderne um-
anamente parola; senza questi ¢ un aggirarsi vanamente per un oscuro laberinto.

(Galileo Galilei, Il Saggiatore, Cap V)

Normalerweise braucht ein Vorlesungsskript kein Vorwort, oder sollte zumindest
keines brauchen, aber bei Analysis 1 ist es doch etwas anders, denn Analysis 1 ist
eine Eintrittskarte in die Welt der Mathematik. Hier erwirbt man nicht nur Wissen,
sondern lernt grundsitzliche Denk- und Arbeitsweisen der Mathematik kennen
und wird auch in die Sprache der Mathematik! eingefiihrt. Analysis ist deutlich
ilter als Lineare Algebra, eine ihrer ,Geburtsstunden® ist sicherlich die Principia
Mathematica von Isaac Newton. Fast alle anderen Gebiete der Mathematik, von der
Stochastik {iber die Numerik bis zu Funktionentheorie und Differentialgleichungen
nutzen analytische Terminologie und bauen darauf auf.

Analysis betreibt man in der einen oder anderen Form auch in der Schule, leider
oft genug? in der anderen. Mathematische Konzepte werden unsauber, gelegent-
lich falsch, eingefiihrt und verwendet, Notation missbraucht und inkorrekt verwen-
det. Daher ist diese Vorlesung auch eine Art Sprachkurs, eine Einfiihrung in die
Sprache der Mathematik und deswegen sollte man Aufgaben immer in Sprache,
Terminologie und Notation dieses Skripts bearbeiten. Das Einiiben des korrekten
Formalismus, die Fahigkeit, diesen fiir korrekte Argumente zu nutzen, ist neben
dem reinen Wissen ein nicht zu unterschétzender Aspekt jeder Einfiihrung in die
Analysis.

In diesem Sinne, um einen anderen groBlen Italiener zu zitieren: ,, Lasciate ogni
speranza, voi ch’entrate!. Wir sind ja nicht (mehr) in der Schule ...

1Das Galilei-Zitat oben ist normalerweise als ,,Das Buch der Naturwissenschaften ist in der Sprache
der Mathematik geschrieben® wiedergegeben.
20der zumindest definitiv zu oft.






Zahlen und Figuren 2

Der Erste, der durch Zeichen jenes einfache Verhdltniss 2 X 2 = 4 ausdriickte,
erfand die Mathematik, jene méchtige Wissenschaft, welche wirklich den Men-
schen auf den Thron der Welt erhob.

(J. A. Brillat—Savarin, Physiologie des Geschmacks)

Analysis funktioniert nicht auf beliebigen Mengen, um ,Kurvendiskussionen
verniinftig durchfiihren zu kénnen, benétigt man gewisse Strukturen, die wir uns
zuerst einmal ansehen wollen. Dabei verwenden wir! die in der Mathematik ge-
brdauchliche AXIOMATIK, die Objekte und Begrifflichkeiten durch Angabe ihrer Ei-
genschaften definiert und damit festlegt.

2.1 Korper

Um Analysis betreiben zu kénnen, benotigen wir als erstes wir eine mathematische
Struktur, in der alle Grundrechenarten ,funktionieren®.

Definition 2.1.1 (Kérper). Eine Menge K mit den Operationen? ADDITION ,+¢
und MULTIPLIKATION ,,-“ heiBt KORPER, wenn die folgenden Bedingungen fiir alle
x,V,z € K erfiillt sind:

1.
2.

5.
6.

(x+y)+z=x+(y+2) (ASSOZIATIVGESETZ).

X+y=y+x (KOMMUTATIVGESETZ).

. Es gibt ein Element 0 € K mit der Eigenschaft x + 0 = x, x € K.

Zu jedem x € K gibt es ein Element y € K mit x +y = 0. Dieses Element wird
mit —x bezeichnet.

(x-y)-z=x-(y-2).

Xy = yXx.

IDieses ,wir® meint nicht den Verfasser des Skripts und den Dozenten, ebensowenig wie einen
Pluralis Majestatis sondern bezieht den Leser mit ein. Wer sich nicht einbezogen fiihlt, hat einfach
Pech gehabt.

In mathematischer Sprechweise bedeutet ,mit den Operationen“ immer, daB das Ergebnis der
Operation wieder zur Menge gehort, in unserem Fall also:

x,yeK = x+y,x-yek.
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7. Es gibt ein Element 1 € K mit der Eigenschaft 1-x =x, x € K.

8. Zu jedem x # 0 gibt es ein Element y € K mit xy = 1, das dann mit % oder
x~! bezeichnet wird.

9. x(y+2)=xy+xz (DISTRIBUTIVGESETZ).

In algebraischer Sprechweise bedeuten 1)— 4), da3 K beziiglich der Addition eine
KOMMUTATIVE GRUPPE bzw. ABELSCHE GRUPPE bildet, 5)— 8) sagen, daB} K* =
K\ {0} eine abelsche Gruppe beziiglich der Multiplikation bildet und 9) ist die
Eigenschaft, die eine Beziehung zwischen Addition und Multiplikation herstellt.

Bemerkung 2.1.2. Es gibt nun zwei Moglichkeiten: Entweder man akzeptiert, daf3
ein TRIVIALER KORPER K = {0} existiert wie beispielsweise in [19], oder man for-
dert, wie in [15] zusidtzlich die NICHTTRIVIALITAT 1 # 0, so daB jeder Korper
mindestens zwei Elemente enthilt, und zwar auf jeden Fall 0 und 1. Das ist dann
auch schon der kleinste endliche Korper Fy mit der Rechenregel® 1+1 = 0.

Als erstes sehen wir uns nun ein paar ,offensichtliche“ Eigenschaften der Kérper
an, die dennoch eines Beweises bediirfen, auch wenn dieser sehr leicht aus den
Axiomen abgeleitet werden kann. Dabei verwenden wir Kommutativ- und Asso-
ziativgesetz ohne das noch explizit anzugeben.

Proposition 2.1.3 (Elementare Eigenschaften).
1. Die Elemente O und 1 sind eindeutig®.
2. —x und )lc sind eindeutig fiir jedes x € K.
3. Esgilt0-x=0,x e K
4. Kirper sind NULLTEILERFREL xy = 0 genau dann wenn x = 0 oder’ y = 0.

Beweis: Fiir 1) nehmen wir an, es gidbe zwei Nullelemente, 0 # 0’ mit x + 0 =
x+0" = x, x € K. Aber dann ist insbesondere 0 = 0+0" = (/, was ein offensichtlicher
Widerspruch ist. Identisch bekommt man auch1=1-1"=1".

2): Sei y irgendeine Zahl mit x + y = 0. Dann ist -x = x+0=-x+x+y =y
nach Definition von —x. Ensprechend folgt aus xy = 1 auch daBl 1/x =1/x -1 =
1/x-x-y=y.

3): Das Distributivgesetz 9) liefert x - 0 = x(0+0) = x - 0 +x - 0, aber andererseits
istjaauchx-0=x-0+0. Also

x-0+0=x-0+x-0 = x-0=0,

wenn wir auf beiden Seiten (—x) - 0 addieren und nochmals das Distributivgesetzt
verwenden.

3Das ist dann so klar wie daB 1+ 1 = 2 ist.

*Was aber nicht bedeuten muss, da sie verschieden sind, sieche Bemerkung 2.1.2.

Das ist ein nichtausschliessliches oder, also kein ,entweder oder“, sondern bedeutet, daB auch x
und y den Wert Null haben kénnen.



2.1 Korper

Die Richtung ,,<*“ von 4) folgt sofort aus 3). Fiir ,=“ nehmen wir an, daf3 einer
der beiden Faktoren # 0 ist, sagen wir x, dann existiert }C und wir erhalten
1 1
O:—-O:—-x-y:y;
X X
ist umgekehrt y # 0, dann liefert dasselbe Argument x = 0, mindestens einer der
beiden Faktoren ist also sicher = 0. O

Ubung 2.1.1 Zeigen Sie: 0 = -0, (=1)x = —x sowie (—x)y = —(xy) und (—x)(-y) =
xy, x,y € K. &

Bauen wir uns doch einfach einmal einen Kérper konstruktiv aus den Rechenope-
rationen zusammen.

Beispiel 2.1.4 (Rationale Zahlen). Nach Definition 2.1.1 enthilt ein Kérper min-
destens die Elemente 0 und 1. Addieren wir, unter Verwendung der ,normalen“ Re-
chenregeln nun immer wieder 1 zu sich selbst, so erhalten wir die Zahlen 2 := 1+1,
3:=1+1+1=2+1, und so weiter, also die Menge N = {1,2,3,...}, die man
NATURLICHE ZAHLEN nennt. Alternativ® kann man auch Ny = N U {0} verwenden.

Zu jedem Element x von Ny gibt es auch —x, was uns die negativen Zahlen
—-1,-2,... einbringt und insgesamt die Menge Z = Ny U —N, die man als GANZE
ZAHLEN bezeichnet. Damit sind wir mit der Addition durch und die Multiplikation
ist auf Z ebenfalls wohldefiniert.

Bleibt also die Division, die ja bei ganzen Zahlen nicht immer so wirklich aufgeht
und fiir die wir nun Briiche einfiihren miissen, also Zahlen der Form

xX==, pEZ, geN,

wobei wir ganz willkiirlich das Vorzeichen in den Zihler schieben. Die Multiplika-

tionsformel ,

ppr_pp

a4 a4
tibertrdgt nur die Multplikationsformel aus Z auf die Briiche, die Additionsformel

p P _pad+ar

9 4 qq’
hingegen ist eine Konsequenz aus dem Distributivgesetz, das ja immer noch gelten
muss.

Aber das Fazit ist interessant: Wenn wir nur mit den beiden minimalen Bestand-
teilen des Korpers, 0 und 1, anfangen und dann nur dafiir sorgen, daf3 alle ,nor-
malen“ Rechnoperationen auch ein Ergebnis haben, dann landet man bereits bei
allen Briichen und erhilt RATIONALE ZAHLEN, die mit Q bezeichnet werden.

Beispiel 2.1.5 (Endliche Korper). In Beispiel 2.1.4 war immer von ,normalen®
Rechenoperationen die Rede, also von einer Addition, die nicht die Eigenschaft
1+---+1 =0 hat. Liasst man das zu, dann bekommt man auch ENDLICHE KORPER
wie zum Beispiel Fy, was die Menge {0,1} mit der Rechenoperation 1 +1 = 0
darstellt. Das ist, wie man leicht nachrechnet, ein Kérper.

%Wie beispielsweise in den Peano—Axiomen.
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Ubung 2.1.2 Zeigen Sie, daB F5 = {0,1, 2, 3, 4} mit den Operationstafeln

+/0 1 2 3 4 -0 1 2 3 4
0|01 2 3 4 0j0 0O OO
1{1 2 3 4 0 1/0 1 2 3 4
212 3 4 01 210 2 4 1 3
3|3 4 01 2 310 3 1 4 2
414 01 2 3 410 4 3 2 1
ein Korper ist. &

Noch einmal zuriick zu den rationalen Zahlen, die auch aus einem anderen Grund
ein Beispiel sind, aus dem man lernen kann. Jede rationale Zahl x = p/q kann ja
durch den ZAHLER p € Z und den NENNER g € N dargestellt werden, also kann
man Briiche ja als Paare von Zahlen darstellen.

Definition 2.1.6. Fiir Mengen X, Y bezeichnet das PRODUKT X XY die Menge aller
Paare aus X,Y, also
XY ={(x,y) : xeX,yeY}. (2.1.1)

Natiirlich kann man auch Produkte héherer Ordnung bilden:
X1X--'XXn= {(xl,...,xn) X EXj,jzl,...,l’l},
und ein Spezialfall ist X" = X x--- x X.

Ist also Q = Z x N? Die Antwort ist nein, denn % und % sind in Q dieselbe Zahl, in

Z X N aber unterschiedliche Paare. Wir brauchen also noch ein bisschen mehr.
Definition 2.1.7 (Aquivalenzen).

1. Eine RELATION ~ auf X ist eine Teilmenge R € X X X und man schreibt x ~ x’
wenn (x,x”) € R ist.

2. Eine AQUIVALENZRELATION ,=“ auf X ist eine reflexive, symmetrische und
transitive Relation, das heiBt,
a) x = x (REFLEXIV),
b) x =y © y =x (SYMMETRISCH),

C) X=y,y=2z= X =7z (TRANSITIV).
3. Zu jedem x € X definiert eine Aquivalenzrelation die AQUIVALENZKLASSE
[x] ={x"€eX : x=x}. (2.1.2)
x heiBt REPRASENTANT der Aquivalenzklasse [x].

Man kann sich nun fragen’, inwieweit die Bedingungen an eine Aquivalenzklasse
redundant sind. Immerhin legt das tiberzeugende Argument

x=x = X' =x = X=X

“Eigentlich sollte man sowas immer tun.

10



2.1 Korper

nahe, dal Symmetrie (erstes ,=“) und Transitivitit (zweites ,=) bereits die Refle-
xivitdt implizieren. Allerdings ist hier ein kleiner Denkfehler, denn es setzt voraus,
daB es ein y gibt, so daBl x = y erfiillt ist. Genaugenommen gilt also die folgende
Aussage.

Lemma 2.1.8. Ist ~ eine symmetrische und transitive Relation, dann gilt fiir jedes x € X
entweder x + x', x’ € X, oder x ~ x.

Lemma 2.1.9. Firx,x’ € X gilt

[x] = [x] o x=x. (2.1.3)

also® [x] C [x’]. Dasselbe Spiel mit vertauschten Rollen von x und x’ liefert aber
auch [x’] C [x] und damit schlieBlich [x] = [x'].
Ist umgekehrt y € [x] = [x"], dann bedeutet das nach (2.1.2)

x=y=x = x=x,
und der Beweis ist komplett. m]

Beispiel 2.1.10.

1. Die Aquivalenzrelation

X=y s x—ye2Z

teilt Z in gerade und ungerade Zahlen, denn x = y gilt ja genau dann, wenn
die Differenz der beiden Zahlen gerade ist.

2. Die natiirliche Aquivalenzrelation auf Z x N ist natiirlich
(p.a)=('qd) o  pd=r4q (2.1.4)
wobei man (2.1.4) eben sogar in Z verifizieren kann.

Satz 2.1.11 (Rationale Zahlen). Die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich (2.1.4) in
Z X N bildet mit den Operationen

[(p. )]+ [(P.q)] = [(pqd’ +P'q.99)], [(p.)] - [(P".q)] = [(pP’.qq9")]
(2.1.5)

einen Kirper mit 0 = [(0,1)] und 1 = [(1,1)].

8Mehr bekommen wir erst einmal nicht. Bei Beweisen muss man halt schon ein wenig aufpassen.

11



2 Zahlen und Figuren

Beweis: Man kann die gesammelten Korperaxiome aus Definition 2.1.1 einfach
nachrechnen”. Beispielsweise egeben sich die Assoziativ- und Kommutativgesetze
direkt aus (2.1.5) und ihren Varianten auf Z; das Distributivgesetz erhélt man aus

[(p.@)] ([(a. )] + [(c.d)]) = [(p. @) [(ad + bc, bd)] = [(adp + bep, bdq)]

und

[(p. @)1[(a. b)] + [(p.g)][(c. d)]

[(ap,bg)] + [(cp,dq)] = [(apdq + bcpq, bgdq)]
[(apd + bcp, bdg)]

unter Verwendung von Ubung 2.1.3.

Trotzdem ist noch etwas zu beweisen, ndmlich daf3 die Rechenoperationen (2.1.5)
unabhingig von dem gewidhlten Reprisentanten sind. Dazu sei [(p,q)] = [(7,5)],
also ps = gr, dann ist'°

[(p. )]+ [(P".4q)]

[(pg"+P'q,99")) = [(pq’'s +p’qs,q4q’s)]
~——

=qrq’
[(qrq" +p'qs.qq’s)] = [(rq’ + p’s, q’s)]
[(r,$)] +[(p'.q")]

und
[(p. )] - [(P".4)] = [(pp'.q9)] = [(pp’s,qq4's)] = [(qrp’, 4q’s)]
= [P sq)] = [(r.9)]- [(p".4)],
und damit ist die Rechnung unabhédngig vom gewéhlten Reprisentanten. m]

Ubung 2.1.3 Beweisen Sie die KURZUNGSREGEL [(p, q)] = [(pr,qr)], r € N. &

Nun sind die rationalen Zahlen nach Art von Satz 2.1.11 nicht wirklich Briiche,
sondern Aquivalenzklassen von Paaren in Z X N, die sich allerdings beziiglich der
Rechenoperationen verhalten wie Q und die vermittels s ~ [(p, q)] zujedem Bruch

eine passende Aquivalenzklasse vorhalten und umgekehrt. Der vornehme Mathe-
matiker sagt, die beiden Korper sind zwar nicht gleich, aber ISOMORPH zueinander
und das ist nun wieder so gut wie gleich.

2.2 Ordnung

Als néchstes wollen wir ein wenig Ordnung in unsere Korper bringenu.

Definition 2.2.1 (Ordnungen). Eine Relation ,,<“ auf X heifit
1. (strikte) PARTIELLE ORDNUNG, wenn sie TRANSITIV ist, d.h.:
x<y, y<z = X<z

und fiir jede Wahl von x,y € X hdchstens eine der drei Moglichkeiten x <y,
x =y oder y < x erfiillt ist, siehe [15].

9Ubung! Hier hilft nur, es einmal selbst gemacht zu haben.
10 Aus der Schule ist dieser Prozess als ERWEITERN bzw. KURZEN bekannt, siehe Ubung 2.1.3.
UEin Schuft ist ...

12



2.2 Ordnung

2. TOTALE ORDNUNG, wenn auBBerdem fiir alle x,y € X entweder x < y, x = y
oder y < x gilt.

Die Notation x > y bezeichne y < x.
Bemerkung 2.2.2 (Ordnungen).

1. Man kann alternativ auch eine Relation ,,<“ {iber die Forderung der Transi-
tivitit und die beiden Bedingungen

a) x <ux,
b) x<y,y<x=>x=y

einfiihren, siehe [29]. Dannist x <y © x <y, x # y.

2. Kiritisch oder interessant ist hierbei die Sache, dal x < y und y < x nur dann
erfiillt sein darf, wenn x = y ist, auch bei einer partiellen Ordnung. Sonst
kénnte man auf K X K die Ordnung

(x,y) < (x,y) S x+y<x'+y

einfiihren, die offensichtlich transitiv ist, aber eben einen ganzen Haufen
»gleicher” Elemente hat.

Beispiel 2.2.3 (Ordnungen).

1. Eine partielle Ordnung auf Z X N wire (p,q) < (p’.q’) falls p < p’ und
g < ¢q'. Dann sind beispielsweise die Elemente (1,2) und (2,1) nicht ver-
gleichbar. Dies ist insbesondere auch keine sinnvolle Ordnung auf Q, denn
dann wegen (1,2) < (2,3) < (3,6) verlieren wir die Konsistenz iiber die
Aquivalenzklassen hinweg.

2. Eine totale Ordnung wire hingegen durch

’

p D ’ ’

— <= & pq <p'q

q9 4
definiert, wobei ,,<“ rechts die natiirliche totale Ordnung auf Z bezeichnet.
Das ist die KANONISCHE ORDNUNG auf Q.

Definition 2.2.4. Ein Korper K heilt ANGEORDENTER KORPER oder GEORDNETER
KORPER, wenn es eine TOTALE ORDNUNG ,,>“ auf K gibt, so daB!?

x<x = x+y<x'+y, yek, (2.2.1)
und
x,y>0 = xy > 0. (2.2.2)

Als PosITIVE ELEMENTE!® von K bezeichnen wir alle x mit x > 0 und schreiben

Ky ={xeK:x >0}

12 Auch hier fordert man wieder die VERTRAGLICHKEIT von Ordnung und Rechenoperationen, also
zwischen derOrdnung und der Struktur des Koérpers.
13Da das Nullelement in jedem Korper eindeutig definiert ist, ist auch Positivitit wohldefiniert.

13



2 Zahlen und Figuren

Als nichstes ein paar einfache Konsequenzen aus dieser Definition.
Proposition 2.2.5. Fiir einen angeordneten Korper K gilt:

1. x<x e —-x>-x.

2. falls x # 0, so ist entweder x > 0 oder —x > 0.

3. 1>0.

4. x>0=x1>0.

Beweis: Fiir 1) nehmen wir an, daBl x < x’ ist, verwenden (2.2.1) mit y = —x — x’
und erhalten
' =x+(—x—-x)<x'+(—x-x)=—x

wie behauptet. Ist umgekehrt —x" < —x, dann wihlen wir y = x+x’, was ganz analog
x==x+x+x)<—=x+(x+x)=x

liefert.

Fiir 2) wéhlen wir x # 0. Dann ist nach den Ordnungsaxiomen entweder x > 0
oder x < 0. Wire nun x > 0 und ebenfalls —x > 0, dann hitten wir nach (2.2.1)
den Widerspruch 0 = x —x > 0, also ist —x < 0. Ist hingegen x < 0, dann ist nach
1) —x>-0=0.

Um 3) nachzuweisen, nehmen wir an, daB 1 < 0, also =1 > 0 wire. Dann gilt,
nach 2), aber fiir beliebiges x > 0, daf3

0>—-x=(-1ux,

wire, was im Widerspruch zu (2.2.2) steht.
Schliesslich noch 4): Dazu nehmen wir an, daB x™! < 0 wire, also, nach 1)
—x71> -0 =0, und damit ist

0<x(—x)=-xxt=-1 = 1<0
im Widerspruch zu 3). m]

Bemerkung 2.2.6. Bei der Definition des angeordneten Korpers passiert etwas,
das sehr typisch in der Mathematik ist: Wenn man zwei Konzepte, in diesem Fall
Korper und totale Ordnung, zusammenbringt, dann muss man auch festlegen, wie
die Rechenoperationen in der einen Struktur mit der anderen Struktur zusammen-
spielen, und das ist in unserem Fall die Forderungen (2.2.1) und (2.2.2).

Bemerkung 2.2.7. Die rationalen Zahlen haben keine ,Locher®: zu x < y gibt es
immer ein z, so dal x < z < y. Wir konnen z beispielsweise als %(x + y) wihlen,
dann ist wegen y —x > 0

1 1 1
§(x+y)—x:§(y—x)>0 = x<§(x+y)

sowie

1 1 1
y—Q(X+y)=§(y—X)>0 = 5(X+y)<y-
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2.2 Ordnung

Eine direkte Folgerung aus Proposition 2.2.5, 3) ist, daB angeordnete Kérper recht
grof} sind.

Korollar 2.2.8. Jeder angeordnete Kirper K enthdlt N im Sinne der Einbettung

n=1+---+1
N———
n

und damit auch Q.

Beweis: Da 1 > 0 ist auch n+1 > n > 0 und damit ist N C K, wegen der additiven

Abgeschlossenheit auch Z ¢ K und wegen der Abgeschlossenheit unter Division
auch Q. |

Definition 2.2.9 (Archimedischer Korper). Ein angeordneter Kérper K heifit AR-
CHIMEDISCHER KORPER, wenn es zu jedem x,y € Kmit 0 < x < y ein n € N gibt,
so da3 nx > y.

Bemerkung 2.2.10. Nichtarchimedische Korper gibt es natiirlich auch, aber die
sind nicht ganz so offensichtlich, siehe [12, 1.1.4, S. 15].

Proposition 2.2.11 (Archimedisches Prinzip). Ist K ein archimedischer Kirper und
sind x,y € Ky, dann gibt esn € N mit (n —1)x <y < nx.

Beweis: Da fiir v’ > n

nx=nx+n -n) x > nx,
—_—
>0 >0

ist die Folge der nx MONOTON STEIGEND, da 1 > 0 ist, wie in Proposition 2.2.5
gezeigt. Nach Definition 2.2.9 gibt es nun (mindestens) ein n € N mit nx > y falls
X <y ist, ist x > y, so tut es sogar n = 1. Da es nur endlich viele N > n’ < n gibt,
kann auch nur endlich oft n’x > y sein und wir wéhlen aus diesen endliche vielen
Moglichkeiten das kleinste »’, fiir das dann aber (n’ —1)x < y gelten muss, denn
sonst gibe es ja noch ein kleineres n’. m]

Proposition 2.2.12. Die rationalen Zahlen Q sind ein archimedischer Kirper.

Beweis: Die Ordnungsrelation ,,p/q < p’/q" © pq’ < p’q“ haben wir ja schon
in Beispiel 2.2.3 kennengelernt. Damit bildet Q einen geordneten Koérper. Fiir x =
p/q < x’' = p’/q’ wihlen wir nun n nur so, dal npq’ = pg+---+pg > p’q ist, dann
ist auch nx > x’. O

In dem Augenblick, wo man einen geordneten Koérper hat, verfiigt man tiber eine

ganz besondere Funktion.

Definition 2.2.13. Auf einem geordneten Koérper K definiert man die BETRAGS-
FUNKTION

X, x>0
x| == { x X <0, x e K. (2.2.3)
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2 Zahlen und Figuren

Bemerkung 2.2.14. Die Betragsfunktion ist wohldefiniert, da das neutrale Element
der Addition in einem Korper eindeutig bestimmt ist und da nur eine der drei
Moglichkeiten x < 0, x > 0 oder x = 0 eintreten kann.

Satz 2.2.15 (DREIECKSUNGLEICHUNG). Ist K ein geordneter Korper, so gilt

x+yl < Ix[+1[yl,  xyek (2.2.4)
Beweis: Aus (2.2.3) folgt sofort, daB +x < |x| ist. Ist also x +y > 0, so ist

x+yl=x+y < [x|+]yl,
ist hingegen x +y < 0, dann ist
e +yl=—=(x+y)=(=x) + (=y) < x| +]y]

und damit ist (2.2.4) auch schon bewiesen. O
Ubung 2.2.1 Beweisen Sie die DREIECKSUNGLEICHUNG NACH UNTEN:

lx —y| = |x| = |y, x,y € K. (2.2.5)

¢

Definition 2.2.16 (Notation Ordnungen). Von nun an schreiben wir x < y wenn
X STRIKT KLEINER ist als y, wenn also insbesondere x # y gilt, und x < y fiir den
Fall, der Gleichheit mit einschlieBt.

2.3 Abbildungen und Kardinalitat

Wir beginnen mit einer ,Metadefinition®.

Definition 2.3.1 (Abbildung). Eine ABBILDUNG f : X — Y zwischen einem DE-
FINITIONSBEREICH X und einem BILDBEREICH Y ist eine Vorschrift, die jedem Ele-
ment x € X ein Element f(x) € Y zuordnet.

1. Eine Abbildung f heifit INJEKTIV, wenn zu jeder Wahl x,x” € X, x # x” auch
f(x) # f(x') gilt.

2. Eine Abbildung f heiflt SURJEKTIV, wenn es zu jedem y € Y ein x € X gibt,
so daB} f(x) =y ist.

3. Eine Abbildung f heiflt BUEKTIV, wenn sie surjektiv und injektiv ist.
SchlieBlich bezeichnen wir das BiLb von X’ C X unter f mit
F(X)={f(x) : xe X'}. (2.3.1)

Bemerkung 2.3.2. Ob eine Abbildung injektiv oder surjektiv ist, hingt auch ganz
massiv davon ab, zwischen welchen Mengen man sie betrachtet. So ist f(x) = x?

1. Ny — Ny injektiv, aber nicht surjektiv,

16



2.3 Abbildungen und Kardinalitit

2. Z — Ny weder injektiv noch surjektiv,
3. Fy — Fy bijektiv,
4. Q4 — Q injektiv, aber nicht surjektiv14,
5. Ry — R, bijektiv!®
Es ist also eine Frage der Funktion und der Mengen.

Lemma 2.3.3. Ist f : X — Y cine Bijektion, dann existiert die UMKEHRABBILDUNG
f1:Y — X und ist ebenfalls bijektiv.

Beweis: Zu jedem y € Y gibt es wegen der Surjektivitdt von f mindestens ein x mit
f(x) =y und wegen der Injektivitdt von f auch nur Adchstens ein derartige x. Fazit:
Es gibt genau ein x € X mit f(x) = y. Also definieren wir die Umkehrabbildung f~!
als f~1(y) = x, die per Definitionem®®

fhef) =) =) =x

erfiillt.

Diese Abbildung ist injektiv, denn gibe es y,y’ mit f~1(y) = f~1(y’) =: x, dann
ist y = f(x) =)', also y = y’. Sie ist surjektiv, da es ja zu jedem x € X den Punkt
y = f(x) gibt, so daB f~1(y) = x ist. O

Ubung 2.3.1 Zeigen Sie: Sind f : X — Y und g : ¥ — X’ Bijektionen, dann ist
go f: X — X’ ebenfalls eine Bijektion und es gilt

(gof)t=rfTog™
o

Eine wichtige Aufgabe von Bijektionen ist die Definition eines konsisten Begriffs
von ,gleich groB“ bei zwei unendlichen Mengen. Hat man eine ENDLICHE MENGE
X vor sich, so kann man deren Elemente zihlen und die KARDINALITAT #X ist
eine wohldefinierte natirliche Zahl'” und zwei Mengen X, Y sind GLEICHGROSS,
wenn #X = #Y ist. Das heiBit aber auch, daB wir eindeutige Paare zwischen X
und Y bilden kénnen, beispielsweise ,erstes Element, zweites Element, usw.“ Das
motiviert dann die folgende Definition.

Definition 2.3.4 (Gleiche Kardinalitit & Abzihlbarkeit).

1. Wir sagen zwei Mengen X, Y haben dieselbe KARDINALITAT bzw. nennen sie
GLEICHGROSS, wenn es eine Bijektion f mit f(X) = f(Y) gibt.

4Wie wir bald herausfinden werden.

15Allerdings miissen wir erst noch herausfinden, was dieses ,R“ denn nun wirklich ist.

16 Apropopos ,,Definitionem*: Die Notation f o g = f(g(-)) haben wir bei der Gelegenheit auch
gleich eingefiihrt.

17Es gibt erst einmal keine halben Elemente einer Menge, obwohl auch derartige Konzepte nicht
ganz unvorstellbar wiren.
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2 Zahlen und Figuren

2. Eine Menge X heiflt ABZAHLBAR, wenn es eine surjektive Abbildung f : N —
X gibt, die man dann auch als ABZAHLUNG bezeichnet. Manchmal unterschei-
det man zwischen abzihlbar und ABZAHLBAR UNENDLICH, letzteres bedeutet
die Existenz einer Bijektion zwischen N und X.

Bei unendlichen Mengen ist die Vorstellung von ,gleich gro nicht immer voll-
kommen intuitiv.

Beispiel 2.3.5 (Abzdhlbare Mengen).
1. Jede endliche Menge ist abzdhlbar.

2. Die Mengen Ny und N sind beide abzéhlbar, also gleichgro83, obwohl N\Nj =
{0}.

3. Die Mengen 2N = {2,4,6,8,...} und N/2 = {%,1, %,2, ...} sind beide ab-

zdhlbar, obwohl die eine halb so viele, die andere doppelt so viele Elemente
hat wie N. N\ 2N und N/2 \ N sind ebenfalls abzihlbar.
4. Z als echte Obermenge von N ist ebenfalls abzdhlbar.

5. Schreibt man das in naiven Kardinalzahlen, so hiefe das

o+l = o
c0o+00 = 00
co—00 = 1,00, —00

b

wobei der letzte Ausdruck natiirlich Nonsens ist. Eine Operation wie co—oo ist
einfach nicht sinnvoll zu definieren und deshalb auch nicht sinnvoll definiert.

Ubung 2.3.2 Geben Sie eine Abzihlung fiir Z an. o
Netter ist da da schon die folgende Beobachtung.

Satz 2.3.6 (Erstes Cantorsches Diagonalverfahren). Seien X,Y abzihlbare Mengen.
Dann ist auch X XY abzihlbar.

Beweis: Wir miissen eine Surjektion von Ny und X x Y konstruieren'®. Dazu ver-
wenden wir erst einmal Abzdhlungen X = {x(j) : j € No}, Y = {y(j) : j € No},
dann ist

X xY ={(x(j),y(k)) : j,k € No}.

Die Elemente von X x ¥ ordnen wir nach Diagonalen®®

XxY>Dp={x(),y(k=7) : j=0,....k}, kel

18Da #N, = #N ist, gibt es eine Bijektion f : N — N, und eine surjektive Abbildung g : N — X.
Dann ist aber nach Lemma 2.3.3 und Ubung 2.3.1 g o ! : Ny — X ebenfalls eine Surjektion
und genau diese verwenden wir.

YDaher auch der Name.
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2.3 Abbildungen und Kardinalitit

So eine Diagonale hat k£ +1 Elemente, die ersten k Diagonalen D, ..., D;_1 haben
daher?’ ingesamt
k+1)(k+2
1+2+...+(k+1) :(-F)Q#

Elemente. Ordnen wir also die Elemente von X XY erst nach Diagonalen und dann
innerhalb der Diagonalen, dann ist

(X XY) (@+j) = (x(j), y(k = ), j=0,...,k, keN,

eine Abzidhlung. Sie ist eine Bijektion da jedes Paar (x(j),y(k)) auf genau einer
Diagonale liegt und da natiirlich auch nur an genau einer Stelle. m]

Satz 2.3.6 ldsst sich in unserer naiven und immer noch unrichtigen Schreibweise
als 0o = co schreiben. Und was fiir zwei Mengen geht, das geht auch fiir beliebig

viele, also cof = co.

I"Jbung 2.3.3 Zeigen Sie: Sind Xi, ..., X, abzidhlbar, dann ist auch X7 X --- X X,
abzihlbar. o

Da wir Q als Zx N schreiben kénnen, also als Produkt zweier abzdhlbarer Mengen,
liefert uns Satz 2.3.6 auch das folgende Ergebnis.

Korollar 2.3.7. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar.

Ubung 2.3.4 Jede Teilmenge einer abzihlbaren Menge ist abzihlbar. o

Schon langsam stellt sich dann schon die Frage, ob es auch mehr als abzidhlbar
gibt. Und auch hier konnen wir, im Vorgriff auf das nidchste Kapitel, ein Beispiel
angeben.

Satz 2.3.8. Die Menge aller Funktionen?’ f : N — {0,1} ist nicht abzihlbar.

Beweis: Der Beweis basiert auf dem zweiten Cantorschen Diagonalverfahren und
funktioniert per Widerspruch. Nehmen wir an, wir kénnten alle bindren Folgen
abzdhlen, also als Funktionen f; : N — {0,1} schreiben, so daB es fiir jedes f :
N — {0,1} einen Index j mit f = f; gibt. Nun konstruieren wir ein neues f als
yinverse Diagonale“ dieser Folgen:

f(k) =1~ fi(k), k € N.

Da f(k) # fi(k) ist f von allen Folgen f; verschieden und damit ist f ¢ {f; : j €
N}, im Widerspruch zur Annahme, die Menge wire abzéhlbar. m]

2Das ist das Resultat, das dem ,jungen GauB“ zugeschrieben wird und dessen Beweis so einfach
ist, daB er sogar beinahe von einem Germanisten nachvollzogen werden kann, dessen Fahigkeit
ansonsten eher im ebenso korrekten wie ermiidenden Gebrauch der indirekten Rede liegt, [17].
In Wirklichkeit war die Methode mit einem sehr schénen und einfachen geometrischen Beweis
bereits bei den Rechenmeistern des 16. Jahrhunderts bekannt, siehe [1].

230 eine Funktion bezeichnet man auch als BINARE FOLGE.
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Folgen und Reihen 3

Heute haben wir die experimentelle und mathematische Naturwissenschaft und
laufen nicht mehr Gefahr, der Mystik in die Arme zu fallen. Wir kinnen uns
aber neue Hilfsarbeiter fiir die Erkenntnis heranziehen.

(Kurd LaBwitz, Aspira. Geschichte einer Wolke)

In diesem Kapitel brauchen wir eigentlich nur einen angeordneten Koérper K,
werden die Theorie aber auch gleich nutzen, um die reellen Zahlen R ,,ordentlich“
zu definieren. Dazu brauchen wir aber erst einmal Terminologie und Konzepte der
Folgen und Reihen. Von nun an ist also K immer ein geordneter Korper.

3.1 Folgen und Konvergenz

Definition 3.1.1 (Folge). Eine FOLGE in K ist eine Abbildung a : N — K oder
a : Ny — K, die normalerweise als (a, : n € N(g)) geschrieben wird!. Die Menge
aller Folgen Ny — K bezeichnen wir mit £(N).

Bemerkung 3.1.2. Eine Notation, die man immer wieder findet, ist ¥ X o= {f:
X — Y} fiir die Abbildungen von X nach Y. Sie begriindet sich dadurch, dal man
X? = {(x1,x9) : x; € X} auch als Abbildungen von {1, 2} nach X auffassen kann.
Treibt man das weiter, so ist 2X = {0,1}X = {Y : Y C X}, wobei man die Elemente
a(x) als Indikator dafiir auffasst, ob x in der jeweiligen Teilmenge enthalten ist:

a(x)=1 = xeY.

Beispiel 3.1.3. Folgen konnen direkt definiert sein, beispielsweise

n-1
n

a, =
oder REKURSIV wir bei den FIBONACCIZAHLEN
ap+l = ap +ap-1, n>2, a; =ag =1.

Und schon kommen wir zum zentralen Konzept des gesamten Kapitels und generell
einem der wichtigsten Konzepte der gesamten Analysis.

1Eigentlich ist ,a(k)“ fast die bessere Notation und wird auch durchaus gerne verwendet, aber
die Indexschreibweise a; ist einfach etablierter und viel mehr Standard.
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3 Folgen und Reihen

Definition 3.1.4 (Konvergenz). Eine Folge a hei3t KONVERGENT mit GRENZWERT
a* € K, wenn es zu jedem ¢ € K, also € > 0, ein ny = no(e) gibt, so daB3

la, —a*| < &, n > ny. (3.1.1)
Wir schreiben in diesem Fall
a* = lim a,. (3.1.2)

Eine Folge hei}t DIVERGENT, wenn sie nicht konvergent ist.
Bemerkung 3.1.5 (Konvergenz).

1. Zur Konvergenz einer Folge gehort per definitionem die Existenz des Grenz-
werts in K. Es wird sich herausstellen, daf3 das sehr wohl ein Problem sein
kann und bei den rationalen Zahlen Q auch sein wird.

2. Wann immer ein Ausdruck der Form lim = ... auftaucht, bedeutet das, daf3
dieser Grenzwert existiert, auch wenn es vielleicht nicht immer vorher explizit
hingeschrieben wurde. Die einzige Ausnahme sind die eigentlich schlampigen
und genaugenommen sogar unzuldssinge Ausdriicke lim--- = oo fiir eine
DIVERGENTE FOLGE. Gebriuchlich ist diese Schreibweise aber trotzdem.

3. Der zentrale Aspekt an (3.1.1) ist, daB & klein wird, bzw. beliebig klein ge-
wihlt werden. Das geht, weil in jedem angeordneten Korper K die Menge
{x € K : x > 0} kein kleinstes Element hat, da fiir jedes x > 0 nach Axiom
(2.2.2) auch %x >0 gith und dann wegen (2.2.1)

1
x—§x+ ¥ >§x+0—§x
——
>0

erfiillt sein muss, zu jedem Element gibt es also ein kleineres, sogar mindes-
tens abzdhlbar viele kleinere.

Ubung 3.1.1 Zeigen Sie: Eine Folge ist genau dann konvergent, wenn
#{n:la,—a*| > e} < o, e>0,
erfiillt ist. o

Als erstes sollten wir uns davon tiberzeugen, daB3 Definition 3.1.4 und insbesondere
auch (3.1.2) iiberhaupt sinnvoll sind.

Satz 3.1.6 (Grenzwert). Der Grenzwert einer Folge ist, wenn er existiert, eindeutig.

Beweis: Nehmen wir an, es gidbe a* und a’ gegen die a konvergiert. Dann wihlen
wir £ > 0, wihlen ng so, daB |a, — a*| < € und |a, — d’| < ¢ fiir alle n > ng erfiillt
ist und erhalten? fiir jedes n > ng

la* —d'|=la" —a,+a,—ad'| <|a" —ay,| +|a’ —a,| < 2e.

Da das fiir jedes € > 0 erfiillt sein muss, kann nur |a* —a’| =0, also a* = a’ gelten.
m|

2Ubung: Beweisen Sie die Ungleichung % > 0.
3Wir lernen hier eine der wichtigsten Beweistechniken der Analysis kennen: Null addieren und
die Dreiecksungleichung anwenden.
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3.1 Folgen und Konvergenz

Definition 3.1.7 (Beschrédnktheit). Eine Folge a € ¢(N) heilt NACH UNTEN BE-
SCHRANKT, wenn es ein K € K gibt mit K < a,, n € N, NACH OBEN BESCHRANKT,
wenn d, < K, n € N, und BESCHRANKT, wenn |a,| < K, n € N, ist.

Proposition 3.1.8. Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis: Sei € > 0, ng so, daB |a, —a*| < &, n > ng gilt, und M := max{a, : n < np}.
Dann ist

M, n < ny,
a, < . » < M+a*+e=K.
a’ +e&, n = ny,
Beschrinktheit nach unten zeigt man analog. m]

Proposition 3.1.9. Sind a, b € {(N) konvergente Folgen, so sind auch a+b = (a,+b, :
n € N) und ab = (a,b, : n € N) konvergent, und es gilt

lim (a, + by) = lim a, + lim b,,  lim (a,b,) = (lim an) (lim bn) . (3.1.3)

Beweis: Sei £ > 0 und ng so gewdhlt, daB |a, — a*| < & und |b, — b*| < ¢ fiir alle
n > ng. Dann ist fiir n > ny

[(a, + b,) — (a" +b")| < |a, —a*|+|b, — b*| < 2¢,

—— —
<& <&

ersetzen wir also & durch &/2, dann haben wir die Konvergenz auch ganz formal
gezeigt. Recht analog erhalten wir auch

|anby — a”b"| = [(an — a* )by +a” (by = b")| < |(an — a*)| [bp] + [(by — b7)||a™] .

Da b eine konvergente Folge ist, ist b nach Proposition 3.1.8 beschridnkt, sagen wir
durch M und damit ist

lanb, —a*b*| < (M +|a*]) e,
und damit konvergent. O

Bemerkung 3.1.10. Es gibt bei solchen e-Beweisen zwei Schulen. Die einen passen
die Voraussetzungen so an, daBl am Ende ein ,,< &“ herauskommt, den anderen
geniigt es, zu zeigen, daB der Ausdruck durch f(g) beschriankt ist, wobei f eine
Funktion mit f(0) = 0 ist. In diesem Skript wird das zweite Konzept verwendet
werden, aus meiner Sicht ist es recht kindisch, die Voraussetzungen auf £/27 oder
was auch immer zu trimmen.

Ubung 3.1.2 Modifizieren Sie den Beweis von Proposition 3.1.9 so, daB am Ende
die Ausdriicke durch & nach oben beschrinkt sind. %

Korollar 3.1.11. Sind a, b konvergente Folgen, dann sind auch la = (la, : n € N)
und a — b konvergent.

Beweis: Fiir da setzen wir b, = 4, n € N, und verwenden die Produktregel aus
Proposition 3.1.9. Der Spezialfall 1 = —1 ergibt dann, da8 auch —b konvergent ist
und nach der Summenformel schlieBlich auch a — b = a + (-b). O

23



3 Folgen und Reihen

Proposition 3.1.12. Ist a eine konvergente Folge mit a, # 0, n € N, und a* # 0, dann

ist % konvergent und es gilt
1

lim — = —
n—oo a, a*

Beweis: Wir kénnen* annehmen, daB a* > 0 ist, denn sonst kdnnen wir a durch

—a ersetzen, was ja nach Korollar 3.1.11 nichts an der Konvergenz dndert.
Seien nun 0 < & < 5 und ny wie gehabt, dann ist a, > a* — & > 5, n > ng, und
damit

1 1 la* —a|l |a* - al 2
—_— | = - Fo
a, a* la,a*| <ar (a*)?
und das ist nichts anderes als die Konvergenz. m]

Bemerkung 3.1.13. Die Forderung a, # 0 wiirde, was den Grenzwert angehen,
endlich viele Ausnahmen zulassen, es wiirde also auch reichen, a, # 0 fiir n > ny
zu fordern. Die Forderung an den Grenzwert ist aber unbedingt nétig, und zwar
nicht nur, weil dann das Beweisargument nicht mehr funktionieren wiirde: a, = %
ist eine konvergente Folge mit a* = 0, aber die Folge b, = -+ = n ist nicht einmal

beschrinkt, also keinesfalls konvergent. o
Definition 3.1.14. Fiir Folgen a, b € {(N) schreiben wir a < b falls a, < b,, n € N.

Bemerkung 3.1.15. Die Ordnung aus Definition 3.1.14 ist lediglich eine PARTIELLE
ORDNUNG auf der Menge aller Folgen; das bedeutet, daB fiir a # b nicht unbedingt
eine der beiden Optionen a < b oder a > b gelten muss.

Proposition 3.1.16. Ist a < b und sind a, b konvergent, dann ist auch

lim a, < lim b,.

n—oo n—00

Beweis: Seien € und ny wie gehabt, dann ist

b*—a" " =b"-b,+b,—a,+a,—a* >b*—-b,+a,—a" > 2.
S—— —
>0 >-€ >—-€

Da wir & beliebig klein® wihlen kénnen, die Grenzewerte a* und b* aber von &
unabhingig sind, muss b* — a* > 0 sein, also b* > a”. ]

Bemerkung 3.1.17. Das ,<“ im Grenzwert ist nicht zu vermeiden, selbst wenn
a < b gilt, also a, < b,, n € N. Ein einfaches Beispiel ist a, =1 - % und b, =1+ %,
was trotz a, < b, die Grenzwerte

lim a,=1= lim b,

n—oo n—oo

liefert.

“Wie gerne gesagt wird: OBDA, das heiBt, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit, aber die exzessive
Verwendung dieses Kiirzels ist auf demselben Niveau wie 5.
5 Aber immer noch positiv!
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3.2 Cauchy—Folgen und Vollstindigkeit

Eine doppelte Anwendung von Proposition 3.1.16 liefert das folgenden Einschluss-
kriterium, das in [25] mit einem lustigen Namen bedacht wurde.

Lemma 3.1.18 (Sandwich-Lemma). Ista < b < a’, dann ist auch®

. . . ’
lim a, < lim b, < lim a;,.

n—oo n—oo n—oo
Mit diesem Lemma kann man dann auch mal komplexere Folgen untersuchen.

Beispiel 3.1.19 ([25], S. 39). Die Folge

n?+3n

b = 5 < 5 o>
T3+ +1

neN,

ist eine Nullfolge. Offensichtlich ist 5, > 0 und auBerdem ergibt sich

3
-3 1 3
<—4+—=:a

n ’
+L n n?
n

n

+ [z~

a, =0<b, =

+
2
1+4

und Lemma 3.1.18 erledigt den Rest.

3.2 Cauchy—Folgen und Vollstandigkeit

Schon langsam sind wir so weit, dal wir uns eine Definition der reellen Zahlen
geben konnen, auf denen spiter unsere Analysis im wesentlichen abspielen wird.
Dazu ein wichtiges Konzept fiir konvergente Folgen.

Definition 3.2.1 (CaAucHY-FOLGE). Eine Folge a heiit CAUCHY-FOLGE, wenn es
zu jedem & > 0 ein no € N gibt, so daf

la, —an| < &, m,n > ny. (3.2.1)

Eine Cauchy-Folge ist ein Versuch einer Definition einer konvergenten Folge ohne
die Existenz des Grenzwerts fordern zu miissen. Anschaulich heiBit ja (3.2.1), da83
ab einem gewissen Index die Folgenglieder beliebig dicht beisammen liegen. Und
tatsdchlich ist das auch eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz.

Satz 3.2.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge.

Beweis: Seien € und ny wie gehabt und m,n > ny. Dann ist
lam — an| = lam —a* +a" —a,| < lay —a*| +|a, —a’| < 2e

und damit ist a eine Cauchy—Folge. O

Die Umkehrung von Satz 3.2.2 stellt uns vor ein interessantes Problem. Dazu be-
schiftigen wir uns erst einmal mit einem Problem, das gar nichts mit konvergenten
Folgen zu tun hat, ndmlich der Berechnung der QUADRATWURZEL einer rationalen
Zahl.

®Mit Verweis auf Bemerkung 3.1.5!
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3 Folgen und Reihen

Geometrisch bedeutet 4/y ja, da man die Seitenlinge x eines Quadrats mit
Flicheninhalt y bestimmt; andererseits kennen wir ein einfaches Objekt mit Fla-
cheninhalt y, nimlich das Rechteck mit den Seitenldngen y und 1. Die Aufgabe
ist also die Umwandlung eines Rechtecks in ein flichengleiches Quadrat und das
Problem ist so alt, daB bereits die Babylonier ein Verfahren zu seiner Lésung hat-
ten, siehe [13]. Die Idee ist erstaunlich simpel: Das Rechteck mit Flicheninhalt y
hat die Seitenlingen x und y/x. Ist es ein Quadrat, dann ist x = 4/y, ist es kein
Quadrat, dann ist eine Seite zu lang und eine Seite zu kurz, die Wahrheit ist also
in der Mitte. Damit ist dann aber der Mittelwert

p_ Loy
Y79 (x " x)
moglicherweise eine bessere Nidherung fiir die Seitenldnge des Quadrats. Und das
wiederholt man dann einfach ...

Definition 3.2.3 (Heron—Verfahren). Das HERON-VERFAHREN berechnet ausge-
hend von x( := y > 0 die Folge

1
Xp= = (xn_l + 2 ) . neN. (3.2.2)
2 Xn-1

Bemerkung 3.2.4. Ist y € Q, dann ist auch x, € Q, n € N.
Satz 3.2.5. Das Heron—Verfahren (3.2.2) konvergiert fiir jeden Startwert xo € Q mit

y < x(Q) <2y (3.2.3)
gegen +[y in dem Sinne
X, >0 und lim x% =y. (3.2.4)
n—oo

Bemerkung 3.2.6.

1. Die Wahl des Startwerts xo in (3.2.3) erscheint ein wenig willkiirlich und
tatsdchlich kann man zeigen, daB3 das Heron—Verfahren fiir jeden Startwert
xo > 4/y konvergiert. Dann braucht man aber ein bisschen mehr Theorie und
Analysis. Wir werden aber im Beweis sehen, wo wir die Annahme brauchen.

2. DaB so ein Startwert existiert, ist einfach zu sehen: Es gibt p, g und r, s, so

daB ;
\/§<£::z und X == <4/2y.
q s
Wenn keiner der beiden Briiche schon die Forderung erfiillt, dann ist Z—é =
2
¥ <y<2 <z2= %. Dann wiéhlen wir zwischen x = % und z = % die

rationalen Punkte

die %(s — ) voneinander entfernt sind, und wenn man n so grof§ wird, da83
diese Entfernungen < /y sind, dann liegt einer dieser Punkte zwischen /y
und /2y und ist der gewiinschte Startwert.
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3.2 Cauchy—Folgen und Vollstindigkeit

Ubung 3.2.1 Zeigen Sie: Zu zwei beliebigen Zahlen 0 < @ < 8 gibt es Zahlen
p,q €N, so daB ag® < p? < Bg>. o

Beweis von Satz 3.2.5: Wegen

2 Xn-1 4" 2 Xn-1 4x2_1
=y
1 1 1y 1 y \?
2
= - ——y+-—=—=—|xp1 — >0
T T 4(x ! xn_l)

ist x, > /y wann immer x,-1 # 4/y, also per Induktion’ und unter Verwendung
der Tatsache, dafl nach (3.2.3) ja x(2) >y ist,

Xn > Y, n €N, (3.2.5)

AuBerdem ist

1 L 1(y
Xp—Xp-1 = = |xu= —Xp—1=— — X
1 9 1 P 1=5 P 1

nach (3.2.5), also ist die Folge der x, strikt monoton fallend und nach unten be-
schrinkt:

VY < Xp < Xp-1, n e N, (3.2.6)
Daraus folgt, daf3
y y y

sein muss. Das nutzen wir, um unsere Abschitzung von oben weiterzurechnen:

1 y 2
0 < 2 _ = — n—1— = 2 _y)2

Y=y (x 1 xn—l) 4x}%_1 (1 =)
1 5 9 Xo 1Y 9 1 4

< H( 1Y) = —— 1 (x,.1=¥) < Z(xn—l -y)
1 5 1 5 y

< llymn << pdon <

und das liefert sofort (3.2.4). O

Ubung 3.2.2 Zeigen Sie: Die Folge x,, die im Heron—Verfahren (3.2.2) generiert
wird, ist eine Cauchy-Folge. o

"Wer genau aufgepasst hat, sieht natiirlich, daB das nur funktioniert, wenn y =: xo # /y, also
y # 1 ist. Aber mal ehrlich: Wer braucht ein Heronverfahren um die Quadratwurzel von 1 zu
berechnen — dafiir gibt es Tabellen und inzwischen sicherlich auch eine App.
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3 Folgen und Reihen

Leider bedeutet aber (3.2.4) eben nicht, daB3 das Heron—Verfahren in jedem Korper
K gegen +/y konvergiert, denn nach 3.1.4 muss der Grenzwert x* der Folge zu K
gehoren. Und daB das nicht klappt, wussten schon die alten Griechen®.

Satz 3.2.7 (Euklid). V2 ¢ Q.

Beweis: Angenommen, es gibe x = § € Q, p,q € N, mit x> = 2. Dann kénnen wir
unter allen dquivalenten Darstellungen von x diejenige mit dem kleinsten p wihlen.
Nun liefert die Annahme x% = 2, daB

p2:2q2 — p:2p/, p'GN,
und damit auch
29 =@2p)=4p? = F=p* = q=24.

Das heif3t dann aber

R

a2 ¢
und widerspricht der Minimalitidt von p. Damit kann es keine rationale Zahl x mit
x% = 2 geben. m]

Ubung 3.2.3 Wie sieht es mit V5 aus? Fiir welche rationalen Zahlen x € Q ist
N :
Wir haben also ein Problem: Die Folge, die wir im Heron—Verfahren konstruiert
haben, wiirde gerne konvergieren, tut es aber nicht, und zwar nur deswegen, weil
mit Q etwas ,faul“ ist, nimlich dal der Grenzwert der Folge nicht in Q enthalten
ist. Das fiihrt zur folgenden Definition.

Definition 3.2.8 (Vollstindigkeit). Der Korper K heifft VOLLSTANDIG, wenn jede
Cauchy-Folge a : N — K konvergiert.

Bemerkung 3.2.9 (Vollstindigkeit).

1. Vollstandigkeit ist im allgemeinen sehr schwer zu {iberpriifen, denn wie soll
man feststellen ob der potentielle Grenzwert einer Folge nun in K liegt.

2. Eigentlich ist Vollstindigkeit keine Frage des Korpers, sondern der METRIK.
Eine Metrik” d : X x X — R ist eine Abstrahierung des Abstandsbegriffs und
durch die Axiome

dx,y)=d(y,x) >0, x#y, d(x,x) =0, xe€X,
und!?
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

definiert. Die KANONISCHE METRIK auf K ist gerade d(x, y) = |x — y|. Sobald
man eine Metrik hat, kann man die gesamte Maschinerie von Konvergenz
und Cauchy-Folgen einfiihren und verwenden.

8Und daB es gerade fiir V2 ,schiefgeht, war fiir die sehr geometrisch denkenden Griechen ein
doppelter Schock, denn V2 ist eine Zahl, die sehr wohl existiert: Es ist die Linge der Diagonalen
des Einheitsquadrats, also eine Zahl, die man geometrisch aus ganzen Zahlen konstruieren kann.
9Was auch immer die reellen Zahlen R genau sind. Aber wir werden es ohnehin gleich erfahren.
17, das ist eine Dreiecksungleichung!
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3.2 Cauchy—Folgen und Vollstindigkeit

3. Eine Menge X mit Metrik d heit dann METRISCHER RAUM und ein metri-
scher Raum heif3t vollstindig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert.

Wenn also Q unvollstidndig ist, dann erweitern wir es halt so, dal es passt, also
vollstindig ist. Dazu bezeichnen wir generell mit 4 (K) die Menge aller Cauchy—
Folgen mit Werten in K und fiihren die Aquivalenzrelation

a=d & lim(a-d),=0, a,a’ € €(K), (3.2.7)
ein. Die Definition (3.2.7) sorgt dafiir, dal zwei Cauchy—Folgen auch dann ,den-
selben® Grenzwert haben, wenn sie eigentlich in K keinen haben. Da K ein Korper
ist, ist ja 0 € K per Definitionem erfiillt.

Bemerkung 3.2.10. Hinter der Konstruktion in (3.2.7) steckt durchaus einiges,
denn wenn die Grenzwerte nicht existieren, dann ist eine Aussage wie

lim a, = lim a),

n—>0oo n—oo
sinnlos, da in ihr undefinierte Objekte verglichen werden, die Differenzfolge a — a’

hingegen ist ein wohldefiniertes Objekt in ¢’ (K) und das Element 0 also potentieller
Grenzwert existiert in jedem Korper, sogar wenn er trivial ist.

Beispiel 3.2.11. Die Folgen x, und x,, = "T_lxn nach (3.2.2) ,konvergieren“ beide
gegen +/y, was normalerweise eben nicht in Q liegt. Die Differenz
, 1
X = X = X

ist hingegen eine brave Nullfolge.

Bilden wir nun auf ¢’ (K) Aquivalenzklassen beziiglich (3.2.7), also
[a] = {a' e ¢(K) : lim(a,—a,) = O} , (3.2.8)

dann bilden diese Aquivalenzklassen einen neuen Kérper K*, in dem wir K als
K>3 x> [ay], (ax)n=x, neN, (3.2.9)

wiederfinden konnen. (3.2.9) nennt man die KANONISCHE EINBETTUNG von K in
seine (metrische) VERVOLLSTANDIGUNG K*.

Definition 3.2.12 (Relle Zahlen). Die Vervollstindigung R von Q bezeichnet man
als REELLE ZAHLEN.

Bemerkung 3.2.13.

1. Die Definition 3.2.12 der reellen Zahlen ist Resultat einer konsequenten Ver-
vollstindigung der natiirlichen Zahlen!!: Durch Vervollstindigung beziiglich
der Subtraktion entstand Z, die Hinzunahme der Division lieferte Q und die
metrische Vervollstindigung letztendlich R. Und zweimal haben wir hierbei
das etwas abstrakte Konzept der AQUIVALENZKLASSE benétigt.

1Um L. Kronecker (1823-1891) zu zitieren: ,, Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere
ist Menschenwerk.“, siehe [26].
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3 Folgen und Reihen

2. In vielen Lehrbiichern, z.B. [10], fordert man einfach Vollstindigkeit von R
iiber das VOLLSTANDIGKEITSAXIOM, aber man kann es eben auch direkt ma-
chen.

3. Es gibt keinen ,billigen“ und gleichzeitig sauberen Zugang zu den reellen
Zahlen, das Konzept ist nicht so ganz trivial. Man kann alternativ auch DE-
DEKINDSCHE SCHNITTE verwenden, siehe [15], aber die sind auch nicht ein-
facher.

4. Wozu es fithren kann, wenn man das ,,Kontinuum“ anzuwenden versucht oh-
ne verstanden zu haben, was sich wirklich dahinter verbirgt, zeigt das Buch
[28], das der Mathematik ideologische Unterdriickung des freien Denkens
vorwirft, oder, wie es dort ausgedriickt wird, eine Ideoliigie. Und das nur des-
wegen, weil der Autor nie kapiert hat, was reelle Zahlen eigentlich sind.

Die Definition der reellen Zahlen als (metrische) VERVOLLSTANDIGUNG von Q ist
nett, aber wir miissen noch zeigen, daB} wir so auch das Objekt generieren, mit
dem wir arbeiten wollen. Das fassen wir im folgenden Satz zusammen.

Satz 3.2.14. R aus Definition 3.2.12 ist ein vollstindiger, angeordneter Kirper.
Wir haben drei Dinge nachzuweisen:

1. Korper,

2. angeordnet,

3. vollstindig

und auch wenn alle drei Eigenschaften recht elementar zu erhalten sind, sind sie
doch nicht ganz!? offensichtlich.

Proposition 3.2.15. R ist ein Korper.

Beweis: Dies ist am einfachsten. Man tiberlegt sich, daB zu zwei Cauchyfolgen a, b
die Summe a + b und das Produkt ab ebenfalls Cauchyfolgen sind: Es gibt zu £ > 0
eine Konstante!? ng, so daB

max (|a, — anl, |bn — bnl) < &, m,n > ng
und dann ist auch
|(an + bn) - (am + bm)l < |an - aml + |bn - bml <2

und
lanby — ambm| = |an(by, — by) + (an — am)bpul| < (lax] + |bnwl) &

und da Cauchyfolgen beschrinkt sind, siehe Ubung 3.2.4, sind beide ebenfalls
Cauchyfolgen. Genauso kénnen wir den Beweis von Proposition 3.1.12 auf Cauchy-
folgen iibertragen. Das liefert Rechenregeln fiir Cauchyfolgen und macht diese zu
einem Korper. O

12Und schon gleich gar nicht in der Analysis I ...
13Erst mal gibt es eine Konstante fiir @ und eine fiir b, davon nehmen wir die groBere
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3.2 Cauchy—Folgen und Vollstindigkeit

Ubung 3.2.4 Zeigen Sie: Jede Cauchyfolge ist beschrinkt. (Hinweis: Propositi-
on 3.1.8) &

Um eine totale Ordnung und damit eine Betragsfunktion zu erhalten, {ibertragen
wir als nédchstes die Ordnung von Q auf Cauchyfolgen.

Definition 3.2.16. Fiir Cauchyfolgen a,b € ¢'(K) schreiben wir a > b, wenn es
& > 0und ny € N gibt, so daB

a, > b, +¢, n > ng. (3.2.10)
Analog ergibt sich die Definition von ,<“.
Proposition 3.2.17. R ist geordnet.

Beweis: Wir miissen zeigen, daf3 es sich um eine TOTALE ORDNUNG handelt. Dazu
bemerken wir zuerst, daf3
lim (a, = b,) =0 (3.211)
n—00

ja bedeutet, daB3 [a] = [b] ist und somit die beiden Folgen dieselbe reelle Zahl
bezeichnen. Ist (3.2.11) nicht erfiillt, dann gibt es & > 0 und eine unendliche,
monoton steigende Folge n; von Indizes, so daB entweder

an, — by, > €, k €N, (3.2.12)
oder
bp, —ay, > &, k € N.

Eine von diesen beiden Teilfolgen muss undendlich viele Elemente enthalten und
aus Symmetriegriinden reicht es, sich auf den ersten Fall, (3.2.12), zu beschrdnken.
Da a, b Cauchyfolgen sind, gibt es einen Index ng, so daB

g
3’

Wihlen wir nun auch k so, daB3 n; > ng ist, dann ist fiir n > ny

&
lam — an| < §7 |bm — byl < m,n = np.

g €
an—by,=a,—ay, +ay, — by, +b, —b,>—-——->
>—¢/3 >e >—g/3

Wl ™

und damit ist (3.2.10) mit £ anstelle von ¢ erfiillt. Die restlichen Ordnungsaxiome
folgen direkt aus den Ordnungseigenschaften von Q. m]

Und zum Schluss die Beobachtung, daB die Vervollstindigung zur Vollstdndigkeit
fiihrt.

Proposition 3.2.18. R ist vollstindig.

Beweis: Sei x = (x, : n € N) eine Cauchyfolge in R, also x, = [a"], wobei jedes
der!* ¢" = (a} : k € N) selbst eine Cauchyfolge in Q ist. Das bedeutet, da8 es fiir
alle £ > 0 ein ny > 0 gibt, so da3

&> xm —xu| =1[a"] = [a"]], m,n > n, (3.2.13)

1Das ,"“ ist hier kein Exponent sondern ein oberer Index.
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3 Folgen und Reihen

die Differenz der beiden Cauchyfolgen ist wieder eine Cauchyfolge, die fiir k — oo
durch & beschrinkt ist. Somit gibt es auch ein ky € N, so daf3

la} —a}| < 2e, m,n > ny, k > k. (3.2.14)
Jetzt diskretisieren wir &£ und setzen &€ = 1/2p, p € N. Dann gibt es Indizes n,, k,

mit 1, < npyq und k, < k41 so daB

1
la} —aj| < 1;, m,n>np, k> kp, p €N, (3.2.15)

und wir definieren x* = (x;k 1 j € N) durch?®

J kp’ j:kp9""kp+1_19 pEN(),
sodaB x; = aZ”. Fiir m,n > k, ist dann gemaB (3.2.15)
P p
1

< -,
p

also ist x* eine Cauchyfolge und fiir jedes & > 0 gilt mit p > ¢! und n > n,, daB

* _ *
x}’l xm

| 1
|Gen)k = ()il = |af = a)”| < 5<% k> kp,

also |x* —x,| < &, n >n,, so daB x* der Grenzwert der Folge x ist. O

Bemerkung 3.2.19. Der Beweis von Proposition 3.2.18 funktioniert ein wenig wie
das Cantorsche Diagonalverfahren. Wenn wir die Folgen einfach in einer ,Tabelle“
ubereinanderschreiben,

1 2 3
1]al al 4t
2 a% ag ag
3 as a, a,

dann sagt uns (3.2.14), daB3 es zu jedem & > 0 Indizes n. und k. gibt, so daB3
sich alle, mit ,x“ und ,,*“ gekennzeichneten, Elemente im unteren rechte Block der
Tabelle

1 oo | ke ke+1
T T 1

1 ap .| ap a4
ng ap® ... % *
I’l£+1 Cl};g-‘—l * *

um hochstens € im Absolutbetrag unterscheiden. Der Grenzwert x* besteht dann
im aus den mit x markierten Elementen, die allerdings hinreichend oft wiederholt
werden. Und man nimmt nur die diskreten Werte % fiir £, um etwas abzihlbares,
also eine Folge zu erhalten.

>Mit der Konvention kg := 1.
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3.3 Teilfolgen und Hiufungspunkte

Von nun an werden wir die reellen Zahlen fleiig verwenden und daher immer,
wenn es nicht anders gesagt ist!® K = R setzen.
3.3 Teilfolgen und Haufungspunkte

Es gibt seltsame Folgen wie beispielsweise
a, = (-1)", d.h., a=(-1,1,-1,1,...),

die natiirlich nicht konvergieren, aber zumindest aus zwei konvergenten Teilen zu-
sammengesetzt sind.

Definition 3.3.1. Sei o : N — N eine STRENG MONOTONE ABBILDUNG: o (1) <
0(2) < ---. Die TEILFOLGE a, von a € {(N) ist definiert als

(ao)n = ao(n)> neN.

Mit o (n) = 2n ist in unserem Beispiel also a, = (1,1,...) und mit o(n) = 2n —
1 entsprechend a, = (-1,-1,...), die Folge besteht also aus zwei konvergenten
Teilfolgen. Und das ist kein Zufall, wie der folgende klassische Satz zeigt.

Satz 3.3.2 (Bolzano—Weierstra3). Jede beschrinkte Folge a € €(N) iiber R enthdlt eine
konvergente Teilfolge.

Beweis: Die Beschrdnktheit von a bedeutet, daB es M > 0 gibt, so da8} |a,| < M ist.
Wir konstruieren nun eine INTERVALLSCHACHTELUNG, also eine Folge I} = [by, ck],
k € Ny, von Intervallen Iy D I1 D I3 O --- mit der Eigenschaft, daB3

|Ix] := cx — by = 2% M, und #{n:a, € I} = co. (3.3.1)

Wir beginnen mit [y := [-M, M], fiir das (3.3.1) natiirlich erfiillt ist. Nehmen wir
nun an, wir hitten ein /; konstruiert, das (3.3.1) erfiillt, dann wihlen wir x;,; =
%(bk + ¢x) als Mittelpunkt von /. Da

Iy = [br, Xk+1] U [Xka1, ck]

unendlich viele Folgenglieder enthilt, liegen in mindestens einem der beiden In-
tervalle [by,xk+1] oder [xi41,ck] ebenfalls unendlich viele Folgenglieder; dieses
Intervalll” nennen wir /41 uns es erfiillt aufgrund der Konstruktion

1
[ lk+1| = §|Ik| = o~k und #{n:a, € 111} = o,

also (3.3.1) mit k + 1 anstelle von k.
Nun brauchen wir nur noch die Funktion

o(k) :=min{n>o((k-1) : a, € I}, o(0):=0,

16Und wir werden es nicht oft anders sagen!
17Und wenn wir die Wahl haben sollten, dann einfach eines von den beiden.
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3 Folgen und Reihen

einzufithren, dann ist o monoton steigend und definiert eine Teilfolge a, mit
(ac)k € I. Fir n < n’ ist dann a,(,) € I,y C I, und damit ist

laon) = Goy| < || =27"M,  n<n’ eN.

Die Teilfolge a, ist also eine Cauchy—Folge und konvergiert weil R vollstindig ist.
O

Nachdem wir im Beweis Intervalle verwendet haben, definieren wir noch schnell,
was wir eigentlich damit meinen.

Definition 3.3.3 (Intervalle). Ein OFFENES INTERVALL (a, b) in einer angeordne-

ten Menge X ist
(a,b) ={x € X :a < x < b},

ein ABGESCHLOSSENES INTERVALL die Menge
[a,p] ={x € X:a <x<b}
und als HALBOFFENES INTERVALL bezeichnet man
(a,b] ={xeX:a<x<b} oder [a,b) ={x e X:a <x<b}.

Alternativ kdnnte man auch [a, b], ]a, b[ usw. verwenden, aber die angelsdchsische
Schreibweise mit den runden Klammern ist international gebrduchlicher.

Definition 3.3.4 (Hdufungspunkte). Sei a € {(N) eine Folge.

1. Die Zahl x € R heilt HAUFUNGSPUNKT der Folge a, wenn es eine Teilfolge a,
gibt mit
lim (ay), = x. (3.3.2)

2. Der kleinste Haufungspunkt einer Folge heilt LIMES INFERIOR, der grof3te
LIMES SUPERIOR und wir schreiben

x = liminf a, bzw. x =limsup a,.

n—oo n—oo

Bemerkung 3.3.5 (Haufungspunkte).

1. Eine Folge kann, wie unser Beispiel a, = (-1)" zeigt, komplett aus Hau-
fungspunkten bestehen, die Hiufungspunkte miissen aber nicht in der Folge
auftauchen, wie a, = (—1)””,1;1 zeigt, wo |a,| < 1 gilt, aber

limsupa, =1, liminfa, = -1.

n—oo n—oo

2. Eine Folge kann sogar abzédhlbar viele Hiufungspunkte haben,
a=(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...)

und diese Hiufungspunkte konnen auch wieder Hiufungspunkte haben:
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3.4 Reihen

Ubung 3.3.1 Konstruieren Sie eine Folge in Q, die alle rationalen Zahlen als
Héufungspunkt hat. %

Proposition 3.3.6. Jede Teilfolge a, einer konvergenten Folge ist ebenfalls konvergent
und es gilt

lim a,(,) = lim a,.
n—>oo n—>oo

Beweis: Sei a* der Grenzwert von a, € > 0 und ng so, daB |a, — a*| < &, n > ny.
Da o monoton ist, ist'® o(n) > n > ny und damit ist auch lagm) —a*| <&, n > n,
was genau die Behauptung ist: a, konvergiert und hat denselben Grenzwert. O

Proposition 3.3.7. Jede monoton steigende™ und beschrinkte Folgea € ((N) konvergiert.

Beweis: Nach Satz 3.3.2 enthilt a eine konvergente Teilfolge a,, und mit

a”* = lim (ay,),

n—0o0

gilt a* > a,, n € N, da die Folge monoton steigend ist?’. Sei nun & > 0 und ny so,
daB3

k k
e>la" - aa’(n)l =a —dg(n), n = no,
dann ist fiir jedes n > o (np)
* *
0<a" —a,=a" —agny) *ag(n)) = an < € = (An = A (ny))

~—_——
<&

also, da die Folge immer noch monoton steigend ist,
0<an,—agspmy <e.

Also ist auch a eine Cauchy-Folge und somit konvergent. O

3.4 Reihen

Jetzt betrachten wir Folgen nicht mehr nur ,fiir sich“, sondern summieren die Fol-
genglieder auf. Um uns nicht weiter mit (Un-) Vollstindigkeit herumargern zu miis-
sen, betrachten wir weiterhin das Ganze nur noch in R.

Definition 3.4.1 (Reihe). Zu einer Folge a € {(N) definiert man die (unendliche)

REIHE .
2a = Z a.

n=1
Die n—te PARTIALSUMME der Reihe ist
n
Sy = Z ar, n € N. (3.4.1)
k=1
18Und wer’s nicht glaubt, der soll’s beweisen.
Das heibt a, > ay, fiir n’ > n.
20Wsre nimlich a* < a, < dps < - - - fiir ein 1, dann wire jaauch a* < lima, = a” und das ist ein

Widerspruch.

35



3 Folgen und Reihen

Die Reihe heilt KONVERGENT, wenn die Folge der Partialsummen konvergiert und
hat den GRENZWERT

n—oo

> ay = lim s,. (3.4.2)
n=1
Beispiel 3.4.2 (Beispiele fiir Reihen). Klassische Reihen sind:

o0
1. HARMONISCHE REIHE: Z —.
n

n=1

o
2. GEOMETRISCHE REIHE: Z q", q > 0.
n=1

[Se]
3. ALTERNIERENDE REIHE: Z(—l)”.
n=1

Die Partialsummen der alternierenden Reihe sind s, = %((—1)”—1), also -1,0,-1,0,...

und damit ist die Reihe also nicht konvergent. Trotzdem gibt es den schénen ,Be-
weis“ von Abel?!, der den Grenzwert a nennt und dann auf

a=-1+1-1+1-1+---=-1-(-1+1-1+---)=-1-a
und damit a = —% kommt ...

Als nichstes ein Resultat, bei dem man sich leichter den Beweis als die Formel
merken kann.

Lemma 3.4.3 (Geometrische Summen). Firn € N und 1 # x € R ist?

n

1-— n+l
Dk = l—x (3.4.3)
k=0 -

Beweis: Aus der einfachen Rechnung

(1-x) i xk
k=0

-
7

k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=1
— 1 _ xl’t+1
folgt sofort die Behauptung, wenn man durch 1 — x dividiert. m]

Satz 3.4.4 (Geometrische Reihe). Fiir g < 1 konvergiert die geometrische Reihe mit
Grenzwert ﬁ, fiir g > 1 divergiert sie.

21Ja, von dem Nils Hendrik Abel.
22 Aus isthetischen Griinden ist es auch bei Reihen manchmal besser, die Summation mit Null
beginnen zu lassen. Aber nach wie vor sind N und Ny doch im wesentlichen dasselbe.
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3.4 Reihen

Beweis: Fiir ¢ # 1 haben die Partialsummen den Wert

_q(1-4q")

n — 1_q ’ nENa

und da ¢" — 0 fiir ¢ < 1 und ¢" — oo fiir ¢ > 1, wenn n — oo wichst, ist das
Konvergenz- und Divergenzverhalten fiir ¢ # 1 auch schon geklirt. Fiir g = 1 ist
aber nattirlich

n
sn:ZI:n+1, neN,
=0

was ebenfalls gegen oo divergiert. m]

Satz 3.4.5 (Allgemeines CAUCHY-KRITERIUM fiir Reihen). Die Reihe zu einer Folge
a € {(No) konvergiert genau dann, wenn es zu jedem & > 0 ein ng > 0 gibt, so daf

n
Z agl < e, m,n > ny. (3.4.4)
k=m
Beweis: Da fiir die Partialsummen
n m—1 n
Sn = Sm-1 = ai — ap = ak
k=1 k=1 k=m

gilt, heilt (3.4.4) nichts anderes als daBl s = (s, : n € Ny) eine CAUCHYFOLGE ist
und da wir uns nun in dem vollstindigen Kérper R bewegen, ist das dquivalent zur
Konvergenz von s. o

Satz 3.4.6 (Notwendige Bedingung). Konvergiert die Reihe a zur Folge a € ((N) so
ist a eine NULLFOLGE, das heifSt,

lim a, = 0. (3.4.5)
Beweis: Konvergiert die Reihe, so gibt es nach (3.4.4) zu jedem £ > 0 ein ng € N,
so daBl mit m = n fiir jedes n > n( die Abschitzung

n

&> > ar| =lanl = la, - 0|
k=n
erfiillt ist, was nichts anderes heif3t, als dall a eine Nullfolge ist. O

Proposition 3.4.7. Sei 0 < a € {(N), d.h, a, > 0, n € N. Dann konvergiert a
dann und nur dann, wenn die Folge der Partialsummen beschrinkt ist, also s < M fiir ein
M eR.

Beweis: Ist a > 0, dann gilt fiir n > m

n m n
—
Sy = ak:Zak+Z ax 2= Sm,
k=1 k=1 k=m+1
N———
>0
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3 Folgen und Reihen

und daher ist s eine monoton steigende Folge. Ist s unbeschrinkt, dann konver-
giert die Folge nicht, ist s beschridnkt, so konvergiert sie nach Proposition 3.3.7.
Da Konvergenz der Reihe per definitionem nichts anderes ist als Konvergenz der
Partialsummen, folgt damit die Behauptung. m]

Satz 3.4.8 (Harmonische Reihe). Die HARMONISCHE REIHE divergiert.

Beweis: Der Beweis ist ein bisschen trickreicher, aber interessant. Wir wihlen 1 #
p € N und betrachten die Teilfolge

Sl vl &1 &1
sn:spnzzzzz%+zz+---+ > - (3.4.6)
k=1 k=1 k=p+1 k=p"-141
Ein typischer Summand,
p’ 1
> (3.4.7)
ik
k=pi-1+1

enthilt p/ — p/~1 = p/~1(p—1) Summanden, die alle gréBer oder gleich dem letzten
Term, 1/p/, sind. Somit ist

i i
1 . . . p - 1
> T > o =p N p-pT =
» - p
k=p/-1+1 k=pi—1+1
und daher 1
sh > n P
Damit ist die?® Folge der Partialsummen unbeschrinkt und nach Proposition 3.4.7
kann die Reihe damit nicht konvergieren. m]

Die harmonische Reihe ist, obwohl sie divergent ist, dennoch von groBer Wichtig-
keit und taucht in vielen Teilgebieten der Mathematik auf, denn sie ist eine Reihe,
die ,gerade so“ divergiert.

Satz 3.4.9. Fiir jedes a > 1 konvergiert die unendliche Reihe
e
k=1 ke

Beweis: Der Beweis verwendet wieder die Zerlegung (3.4.6) der besonderen Par-
tialsummen s;, und schitzt wieder den typischen Summanden (3.4.7) ab, diesmal
aber nach oben. Dazu verwenden wir den gréBten Summanden in (3.4.7), also
(p’1+1)7® < (p/71)~ und erhalten

p.f

1 . o o
> < D = (DY @48)
k=pi-1+1

2Im iibrigen auch noch monoton steigende.
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3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

1-«a

Da @ > 1 und p > 2 eine natiirliche Zahl ist, ist ¢ := p < 1. Setzen wir nun

(3.4.8) in (3.4.6) ein, dann ist

n n—1

—an - ; 1-¢" p-1

5w Q=D = (=) ) d = (=D T < T =K
j:l .=0

also s’ < K. Da es fiir jedes n € N ein k € N mit p* > n gibt, ist damit auch
sp <5y <K, neN,

und die Folge der Partialsummen ist beschrinkt. Nach Proposition 3.4.7 konvergiert
damit die Reihe. m]

Korollar 3.4.10. Die Reihe
o 1
Z " a > 0,
n=1 n

konvergiert fiir « > 1 und divergiert fiir @ < 1.

Die letzten beiden Resultate lassen sich wie folgt zusammenfassen.
Beweis: Divergenz folgt aus n% > n~! fiir @ < 1 und Satz 3.4.8, Konvergenz ist

Satz 3.4.9. O

3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

Die geometrische Reihe hat den unmittelbaren Nutzen, uns eine weitere Definition
des verwendeten Zahlensystems der reellen Zahlen zu geben. Dazu betrachten wir
zuerst das STELLENWERTSYSTEM?Y, das eine natiirliche Zahl n € N beziiglich einer
Basis 2 < B € N als

k
n=Y 2B, ze€Zp={0.....B-1} (3.5.1)
j=0
schreibt.
Ubung 3.5.1 Zeigen Sie, daB die Darstellung aus (3.5.1) eindeutig ist. o

Wir interessieren uns hier jetzt aber fiir die NACHKOMMSTELLEN und betrachten
daher Zahlen der Form

x=>zB7,  zjeZp (3.5.2)
j=1

Lemma 3.5.1. Die Reihe in (3.5.2) konvergiert fiir jede Wahl von z; € Zp und ist < 1.

%Eine der ganz groBen Errungenschaften der Menschheit, die es erméglicht, mit Zahlen zu rechnen
und die nach dem Fehltritt mit den rémischen Zahlen erst mit Leonardo da Pisa alias Fibonacci
nach Europa kam, siehe [24].
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3 Folgen und Reihen

Beweis: Da alle Summanden positiv sind, reicht es nach Proposition 3.4.7 wieder,
die Beschrinktheit zu beweisen. Das ist aber einfach:

—n

1-B
1-B1

n n n—1
Sno= Y BT <Y (B-1)B7=B1B-1)) B/ =B(B-1)
j=1 j=1 j=0

1-B"<1.

Sind alle z; = B — 1, dann gilt in der ersten Abschdtzung Gleichheit und der
Grenzwert der Folge ist 1. Das ist nichts anderes als das gute alte 0.9 = 1. m]

Definition 3.5.2. Die durch die ZIFFERNFOLGE z dargestellte Zahl x ist definiert
als der GRENZWERT der Reihe

x = Z Z,;B7. (3.5.3)

j=1
Die Ziffernfolge bezeichnet man als B—ADISCHE DARSTELLUNG von Xx.

Nach Definition liefert jede solche Reihe eine reelle Zahl, aber ist die Abbildung
Z}; — R mit z — Y z;B™/ auch surjektiv, also ldsst sich auch wirklich jede reelle
Zahl so beschreiben. Die Antwort und ein bisschen mehr Information fassen wir
im nédchsten Satz zusammen.

Satz 3.5.3 (Unendliche B-adische Briiche).

1. Zu jeder reellen Zahl x mit 0 < x < 1 gibt es Ziffern z; € Zp, j € N, so daf8 (3.5.3)
erfiillt ist.

2. Eine Zahl x ist genau dann rational, wenn die Darstellung ab einem gewissen Index
PERIODISCH ist, das heifSt, wenn esn, k € N gibt, so daf Zpi = 2m, m = n gilt?.

3. R ist UBERABZAHLBAR.

Beweis: Indem wir zuerst den ganzzahligen Anteil abziehen, kénnen wir uns fiir
den Beweis auf den Fall beschriinken, daB 0 < x < 1 ist?°.

Fiir 1) konstruieren wir nun eine Ziffernfolge, die x beschreibt. Dazu erinnern
wir uns, daf3 eine reelle Zahl durch eine CAUCHYFOLGE a von rationalen Zahlen
dargestellt ist. Zur Konstruktion setzen wir @’ := @ und unterteilen das Intervall

[0,1] in
Jj j+1
o= |2 52 = U

J€Zp

Das sind endlich viele Intervalle, in mindestens einem von diesen Intervallen, sa-
gen wir Iy, k € Zp, miissen also unendlich viele Folgenglieder von a° liegen, die

%Das sind die Zahlen von der Form .12345, die man aus der Schule kennt. Hier ist tibrigens
n=k=3.

2Fiir urspriinglich ganzzahliges x haben wir also nun zwei Moglichkeiten, aber lieber zwei als
keine.
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3.5 Geometrische Reihen und Zahlen

eine Teilfolge a® von rationalen Zahlen bilden, die nach Proposition 3.3.6 eben-
falls gegen x konvergiert. Nun setzen wir noch z; := k und haben damit folgendes
erreicht:

1
DB -al|<BY,  keN, und  limaj=x (3.5.4)

J=1

Das ist der Fall n =1 der Aussage

k—o0

n
> ziB7—df|<B™",  keN, und lima}=x, (3.5.5)
j=1

die wir nun per Induktion beweisen wollen. Angenommen, (3.5.5) gilt fiir einn > 1,
dann setzen wir
n
X, = Z ZjB™/
Jj=1

und zerlegen das Intervall [x,, x, + B™"] wieder in

- J Jj+1
[, 0+ B = | J [X"+ g T gl

— U I,

J€Zp JEZp

und wieder enthilt eines der Intervalle, sagen wir I, unendlich viele Folgenglieder
von a". Wir setzen z,.1 := k, nennen diese Teilfolge a™! und schon haben wir den
Induktionsschritt fiir (3.5.5) durchgefiihrt. Sei nun wieder £ > 0, und ng so, daB3
lax — x| < & fiir k > ng, dann ist auch?’ la} — x| < & fiir jedes n und k > ng. Damit
ist

n n
ZZ]-B_j—x = ZZjB_j—a',z+a’,:—x <B"+¢
Jj=1 Jj=1

und wenn wir n7 so groB3 wéhlen, daBl B™ < ¢ fiir alle n > ny erfiillt ist, dann ist
|s, — x| < 2¢, die Reihe konvergiert also gegen x.

Um 2) zu beweisen, beginnen wir mit ,=“ und nehmen an, dal x = p/q eine
rationale Zahl mit p < ¢ ist. Die Bestimmung der B-adischen Entwicklung lernt
man schon in der Schule: Man setzt rp = p und bestimmt dann die Ziffern durch
DivisioN MIT REST via

Brj_lzzjq+rj, ry EZq, Zj € Zp, jEN. (356)
Nun gibt es aber nur endlich viele mégliche Divisionsrest 7, so daB3 es irgendwann

zu ersten Mal zu einer Wiederholung kommen muss: r,.+x = r,, wobei wir n und k
so wihlen konnen, daB n + k minimal ist?®. Dann ist aber in (3.5.6) auch rpurs1 =

27Es sind ja Teilfolgen, sieche den Beweis von Proposition 3.3.6.
28Wir interessieren uns also dafiir, wann sich so ein Rest zum ersten Mal wiederholt.

41



3 Folgen und Reihen

rp+1 und so weiter, die Entwicklung ist also periodisch. Fiir die Umkehrung ,,<“
betrachten wir eine periodische Reihe

) n+k-1 n+2k-1
sz ZZBJ+ZZJ ]+ZZJ B+
j=1 j=n+k
00 n+(€+1)k 1 n-1 oo k-1
(=0 j=n+lk j=1 =0 j=0 ——~—
=Zn+j
n—1 ' k-1 &> n—-1 Zi k n+k-1 Z:
= ZZJ'B_J +Zzn+jB_(n+])ZB_€k —] k Z —j.,
j=1 j=0 =0 j=1 BJ j=n B/

und da das eine endliche Summe von Briichen ist, ist das Ergebnis ebenfalls ein
Bruch, also rational.

3) ist nochmals das zweite Cantorsche Diagonalverfahren: Gédbe es eine Abzih-
lung x¢, k € N, der reellen Zahlen, dann stellt man jede dieser Zahlen als binire
Folgen dar und geht vor wie in Satz 2.3.8, um eine neue reelle Zahl zu erhalten,
die nicht in der alten Aufzihlung liegt. O

Beispiel 3.5.4 (Zenos Paradoxon). Achilles, der schnellste Mensch seiner Zeit?
wird von einer Schildkréte zum Wettlauf {iber 100m herausgefordert. Achill er-
reicht 10m/s*°, die Schildkréte 1m/s. Sie erhilt einen Vorsprung von 10m. Zeno®!
behauptet nun, daf8 Achille die Schildkrote nie einholt, und zwar mit folgendem
Argument: Zu dem Zeitpunkt (z.B. 1s nach dem Start), zu dem Achilles den Punkt
erreicht, an dem sich die Schildkrote befindet, ist diese schon ein Stiick weiterge-
krochen, Achilles muss also noch ein Stiick weiter, um sie einzuholen, aber da ist
die Schildkréte auch schon wieder weg (ndmlich 0.1m) und so weiter. Mit anderen
Worten: Zeno stellt fest, daB Achilles zu den Zeitpunkten

die Schildkréte fast, aber nicht ganz, eingeholt hat, was den endlichen B—adischen
Entwicklungen 1.1...1 entspricht. Aber wann holt Achilles denn nun die Schild-
krote ein? Nach ¢ Sekunden hat Achilles ja 10+ Meter zuriickgelegt, die Schildkréte
hingegen 10 + ¢, der unerreichbare Zeitpunkt errechnet sich also also als

100=10+1 &  t=—=11=lim1,.
Mit anderen Worten: Das Zenosche Paradoxon ist nichts anderes als die Diskrepanz

zwischen Partialsummen und Grenzwert und die dargstellte Zahl ist eben nicht
irgendeine Partialsumme, sondern der Grenzwert der Reihe.

29Siehe [16] oder auch, da leichter zu lesen, [23, 23. Gesang, Vers 555].

30Er lauft also die 100m, ohne Spikes, Steroide und Nandrolon in beachtlichen 10 Sekunden. Fiir’s
Doping waren seinerzeit die Gotter zustdndig, siehe [23, G. 23, V. 768-776].

31Zeno von Elea, 5. Jhdt. vor Christus, Verfasser von Paradoxien, die nachzuweisen suchten, dafl
es Bewegung eigentlich nicht gibt.

42
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Beispiel 3.5.5 (Zahlen am Computer). Ein interessantes Phinomen bei der Com-
puterbenutzung ist die Tatsache, dal man bei der Eingabe der Zahl 0.1 bereits
einen Fehler macht. Computer stellen Zahlen BINAR, also zur Basis 2, dar und
beziiglich dieser Basis hat 1/10 eine echt unendlich periodische Darstellung2. Der
Computer hat aber nur endlich viele Ziffern, muss also abschneiden oder runden
und je nachdem, wie das passiert, kann die Operation 10 * 0.1 den Wert 1 liefern
oder nicht.

3.6 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Aus den Rechenregeln fiir Folgen folgt mittels der Betrachtung der Partialsummen-
folgen sofort auch die Analogie fiir Reihen.

Korollar 3.6.1 (Rechenregeln fiir Reihen). Sind Xa und b konvergente Reihen, dann
konvergieren auch X(a + b) und XAa fiir A € R und die Grenzwerte verhalten sich ent-
sprechend.

Als ndchstes betreiben wir noch ein wenig Konvergenztheorie fiir Reihen, bei
denen, wie uns ja bereits das Abelsche Beispiel zeigt, nicht alles so ganz einfach
ist, wie es auf den ersten Blick scheint.

Satz 3.6.2 (Leibniz—Kriterium). Ist a > 0 eine monoton fallende Nullfolge, dann kon-
vergiert die ALTERNIERENDE REIHE

i(—l)kak.
k=1

Beweis: Wir betrachten die Partialsummen s9,, n € N, und stellen fest, daf3

2n+2 2n
k k
Son+2 — Son = Z (=D"ax - Z(—l) Ak = Ap42 —Aons1 < 0
k=1 k=1 ——
<aon+1
und analog
2n+1 2n—-1
k k
Son+1 — Son-1 = Z (-1)%ax - Z (-1)"ax = —agns1 +ag, = 0,
=1 k=1 —
>—dop
sowie
Son+l — S9n = —A9p41 < 0 = Son+l < Son-

Damit ist s9, eine monton fallende Teilfolge, die nach unten durch s; beschrdnkt
ist und s9,+1 eine monoton steigende Teilfolge, die nach oben durch sy beschrdnkt
ist. Damit konvergieren beide Teilfolgen nach Proposition 3.3.7 und die Grenzwerte
miissen dieselben sein, da

lim Son+l — lim Son = — lim aAop+l = 0,
n—oo n—oo n—oo

und a eine Nullfolge ist. ]

3280 wie 1/9 = .1 im gebriuchlichen DEZIMALSYSTEM.
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3 Folgen und Reihen

Korollar 3.6.3. Die ALTERNIERENDE HARMONISCHE REIHE
- 1
2D
k=1

konvergiert.

Satz 3.6.4 (Cauchyscher Verdichtungssatz). Ist a > 0 und monoton fallend, dann
konvergiert Za genau dann, wenn die VERDICHTETE REIHE

o
Z 2k612k
k=1

konvergiert.

Ubung 3.6.1 Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz. Hinweis: Sehen
Sie sich die Beweise aus Satz 3.4.8 und 3.4.9 noch einmal genau an. Kann man den
Verdichtungssatz verallgemeinern? o

Richtig ,brave“ Reihen konvergieren aber nicht nur, sondern haben noch mehr zu
bieten.

Definition 3.6.5 (Absolute Konvergenz). Eine Reihe Xa heilt ABSOLUT KONVER-
GENT, wenn die Reihe

oo

Elal := ) laxl

k=1
konvergiert.

Proposition 3.6.6. Jede absolut konvergente Reihe konvergiert, die Umkehrung gilt nicht.

Beweis: Ist Xa absolut konvergent, dann sagt das Cauchy—Kriterium aus Satz 3.4.5,
daB es zu jedem £ > 0 ein ny € N gibt, so daB fiir alle np <m < n

n n
e> > laxl| = > lal
k=m k=m

ist und dank der Dreiecksungleichung ist dann auch fiir dieselben &, ngp und m, n

n n
Zak SZlak|<g

k=m k=m

und nach Satz 3.4.5 konvergiert damit auch Xa. DaBl die Umkehrung nicht gilt,
zeigt die harmonische Reihe. |

Satz 3.6.7 (QUOTIENTENKRITERIUM). Ist a € {(N) eine Folge fiir die es nyp € N und
6 < 1 gibt, so dafs*’

An+l
an

a, 0, <0, n > ng, (3.6.1)

erfiillt ist, dann konvergiert die Reihe Xa absolut.

33Man beachte, daB die erste Bedingung in (3.6.1) keine wirkliche Einschrinkung ist, denn Folgen-
glieder mit a,, = 0 tragen nichts zur Reihe bei und sind deswegen fiir Konvergenz uninteressant,
so daB man immer eine Teilfolge a, wihlen konnte, fiir die a,(,) # 0, n € N, ist und fiir die
Ya =Za,, gilt.
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Beweis: Fiir n > ng folgt aus (3.6.1), daB

|an] < Olan1| < 6an_o| < --- < 6"7)ay,|

und somit

n no—1 n n

Z lax| = Z lax| + Z lag| =: S;zo—l + Z Ok_"°|a,10|

k=1 k=1 k=ngy k=ng
= k = k |, |

0
= 1 Hlanl D0 < s g tlan] Y 0 =5+ g

k=0 k=0

so daB die Folge der Partialsummen beschridnkt ist und damit X|a| konvergiert. O
Beispiel 3.6.8.

1. Die Reihe Y, 27"n? konvergiert, denn es ist

27" (n+1)?  1(n+1)>
22 2 n?

8
< —

9
falls n > 3.

2. Die harmonische Reihe erfiillt zwar

ap+l n

an

T n+1

fiir alle n € N, ist aber nicht konvergent, denn es gibt kein 6 < 1, fiir das der
Quotient unabhdingig von n durch 6 beschriankt ist.

3. Die konvergente Reihe }} 1/ k? erfiillt ebenfalls nicht das Quotientkriterium,

da

n

C (n+1)2
ebenfalls beliebig nahe an 1 herankommt. Das Quotientenkriterium ist also

lediglich eine HINREICHENDE BEDINGUNG, wenn es nicht erfiillt ist, so sagt
das erst einmal nichts.

an+l
an

Als Folgerung aus Satz 3.6.7 kdnnen wir ein weiteres populdres Kriterium herleiten,
das gerne félschlich als Chararakterisierung verwendet wird.

Satz 3.6.9 (WURZELKRITERIUM). Existiert ein 0 < 6 < 1, so daf

lan |t < 6 (3.6.2)

3 n e N erfillt ist, dann konvergiert Za absolut, gilt hingegen

fiir FAST ALLE
la " > 1 (3.6.3)

fiir unendlich viele n € N, dann ist Za divergent.

34 Also alle bis auf endlich viele.
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Beweis: Nach Weglassen endlich vieler Folgenglieder impliziert (3.6.2)
|ai’l| < 6’17 n= no

fiir ein passendes nyp und wir kénnen den Beweis des Quotientenkriteriums aus
Satz 3.6.7 wiederholen:

- ol «© no—1 o0 np—1 gno
Dlanl =Y lanl+ ) lanl < 3 laal 30" = ) laal + 7=,
n=1 n=1 n=ny n=1 n=ny n=1

was wieder die absolute Konvergenz verifiziert.
Ist hingegen (3.6.3) erfiillt, so ist |a,| > 1 fiir undendlich viele n € N, so daB} a
keine Nullfolge sein kann, was nach Satz 3.4.6 Konvergenz ausschliesst. m]

Bemerkung 3.6.10. Das Wurzelkriterium ldsst sich auch als

lim sup |a,[*" < 1 = 2a konvergent
n—oo

lim sup la, " > 1 = Ya divergent
n—oo

beschreiben, wird aber®® ebenso gerne wie filschlich als Charakterisierung ,zi-
tiert“. Problematisch ist die Situation, in der der lim sup den Wert 1 hat, denn da
kann man mit dem Wurzelkriterium nicht tiber Konvergenz oder Divergenz ent-
scheiden. Dies zeigt das Beispiel a, =n™%, a > 0, wo

lim |a,|Y" =1,
n—0oo

man aber Konvergenz fiir @ > 1 und Divergenz fiir « < 1 hat, siehe Korollar

(3.4.10). Damit kann das Wurzelkriterium beim besten Willen keine Charakterisie-
rung fiir Konvergenz darstellen.

Definition 3.6.11 (Umordnung). Eine UMORDNUNG ist eine bijektive3® Abbildung
7 : N — N. Die Folge a, ist dann definiert durch

(ar)n = ar(n), n €N,

Ubung 3.6.2 Zeigen Sie: Ist a eine konvergente Folge, dann ist auch jede Umord-
nung a, konvergent und es gilt

lim a, = lim a;(,).
n—>oo n—oo

¢
Definition 3.6.12. Eine Reihe Za heit UNBEDINGT KONVERGENT®/
Umordnung Xa. ebenfalls konvergent ist.

, wenn jede

% Beispielsweise in Staatsexamenspriifungen.
36Und daher normalerweise nicht monoton steigende!
37 Auf Englisch ,,UNCONDITIONALLY CONVERGENT®.
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3.6 Konvergenzkriterien fiir Reihen

Proposition 3.6.13. Jede absolut konvergente Reihe ist unbedingt konvergent.

Beweis: Zu jedem £ > 0 gibt es ein ny € N mit

(59
Zlak|<8, n > ng.
k=n

Sein nun 77 so groB, daf3

{1,...,n0} € {r(D),...,7(m)}

dann ist, fiir n > nq
no

:?:lar(kﬂ 2 :E:|ak|
k=1 k=1

und daher,
00 n (o] no e
0< Y laxl = Y lazl < D lacl = D lal = > laxl <&
k=1 k=1 k=1 k=1 k=np+1

was nichts anderes ist als die absolute Konvergenz der Reihe gegen denselben
Grenzwert wie der von X|al. O

Bisher war alles ziemlich so wie erwartet, jetzt aber génnen wir uns einmal ein
etwas kontraintuitives Resultat: Wenn eine Reihe nicht absolut konvergent ist, dann
kénnen Umordnungen nicht nur einiges sondern eigentlich beliebig viel anrichten.

Satz 3.6.14 (Riemannscher Umordnungssatz). Ist Xa eine konvergente, aber nicht
absolut konvergente Reihe, dann gibt es zu jedem s € R eine Umordnung 7, so daf8

(o8]

Z aT(k) =S

k=1
ist.
Beispiel 3.6.15. Das Beispiel fiir eine konvergente, aber nicht absolut konvergente

)"

Reihe ist die alternierende harmonische Reihe ., —

Beweis: Wir nehmen wieder an, dal} a, # 0, n € N, erfiillt ist, und definieren, fiir
x€eR

X+ x|
2

= max{x, 0} und =2 x| = min{x, 0}.

2

xt:

Da a keine Nullen als Folgenglieder hat, sind a* und a~, die komponentenweise so
gebildet werden, zwei Teilfolgen von a, die zusammen gerade a ergeben.
Dann ist
Ya=3Xa*+Xa” und Yla| = Za* - Xa”

und wire Xa* konvergent, dann wire nach Annahme und Korollar 3.6.1 auch £a™ =
2(a — a*) konvergent und damit ebenfalls X|a| = Z(a* — a”), und das wire ein
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3 Folgen und Reihen

Widerspruch. Dasselbe Argument gilt auch fiir X~ und da Xa* eine Reihe ist, die
nur aus nichtnegativen Zahlen besteht, bzw. Xa* eine Reihe, die nur aus negativen
Elementen besteht, ist

i a; = oo, i a, = —oo. (3.6.4)
k=1 k=1

Nun sei n1 der kleinste Index, so da

n

+ . +
S .—Zak>s

k=1

gilt. So einen Index muss es nach (3.6.4) geben. Als nichstes wéahlen wir m; als

kleinsten Index, fiir
n m
- . + —
=Y S ap <
k=1 k=1

erfiillt ist. Die beiden ,Restreihen

(o] (o)
+ p—
Z ay und Z a
k=n1+1 k=m1+1

divergieren immer noch wie in (3.6.4) und daher gibt es auch wieder ein kleinstes

ng mit
ny

n my

+ . + - +

gt Sars S atss,
k=1 k=1

k=n1+1
ein kleinstes mq9 mit

ni mi ny ny
- . + —_— + -
SQ = E Clk+ E ak+ E ak+ E ak<s,
k=1

k=1 k=n1+1 k=mq1+1

und so weiter. Das liefert eine Umordnung a, von a in

(a+)1’ s (a+)n17 (Cl_)l, R (a_)l’i’lp (a+)n1+1, s (a+)n2’ (a_)m1+1a cee

bei denen zumindest einige Partialsummen um s herum kreisen. Wegen der Mini-
malitdt der Indizes ist

s{—azlgs = s<s1’£s+a;1,
beziehungsweise
S =y, 28 = §>851 285+a,,
und so weiter, was uns
ls7 —sl <layl,  JEN, (3.6.5)
liefert, also
lim s =s. (3.6.6)

j—oo J

48



3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl

Die Reihe Xa konvergiert und erfiillt daher das Cauchy—Kriterium aus Satz 3.4.5,
d.h. zu jedem & > 0 gibt es n, so daf

n

S

k=m

<eg, m,n = nop.

Wihlen wir nun j so, daBl n; > ngp und m; > ny ist, dann sind alle Indizes die in

n

Z ar(k)

k=m

R m,nz=nj+m;

auftauchen, gréser als nyp und daher muss die Summe im Betrag < & sein. Mit
anderen Worten: Xa; ist konvergent und dann muss s nach Proposition 3.3.6 der
Grenzwert sein. m]

Korollar 3.6.16. Eine konvergente Reihe ist genau dann unbedingt konvergent wenn sie

absolut konvergent ist. Die unendliche Summation ist also im allgemeine nicht kommuta-
38

tiv™.

3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl

Nun fehlt uns nur noch das Produkt von zwei Reihen Xa - 5. Nach Satz 3.6.14 ist
es sicherlich sinnvoll, sich von Ordnung und Reihenfolge freizumachen, also ,nur®
absolut konvergente Reihen zu verwenden. Wegen

j=1 k=1 Jik=1 k=1

wobei die PRODUKTREIHE Xp aus eine ABZAHLUNG der Produkte a ;b besteht, also
Pn = aj(n)bk(n), n € N.

Satz 3.7.1. Sind Za und Xb absolut konvergente Reihen, dann konvergiert jede Produk-
treihe Xp absolut und es gilt

Beweis: Fiir N € N setzen wir m = max{j(n) : 1 < n < N} und m’ = max{k(n) :
1 < n < N} und erhalten

N
> 1pal
n=1

!
Ng
S
=
5
=

IA
M=

jajl bl =| > laj| (Z |bk|)
j=1 k=1

IA
[
5

—_—
gk
>
=
%/

%Was uns zeigt, daB wir uns vor der naiven Annahme hiiten sollten, da8 eine Eigenschaft endli-
cher Operationen so einfach ,per Grenzwert“ auch dann giiltig bleibt, wenn sie unendlich oft
durchgefiihrt wird.
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3 Folgen und Reihen

die Partialsummen von X|p| bilden also eine monoton steigende und beschrdnkte
Folge, die nach Proposition 3.3.7 konvergieren muss. m|

Die Produktreihe ist ja eine Abzdhlung der einzelnen Produkte und die natiirliche
Vorgehensweise dafiir ist so wie im ersten Cantorschen Diagonalverfahren, bei der

die Produktreihe als CAUCHYPRODUKT®
o) o) (o] n
> a; bil=>cw  cni=) axbui (3.7.1)
j=0 j=0 n=0 k=0

geschrieben werden.

Zum Abschluss noch ein bisschen was zur magischen Zahl e, die auch EULER-
SCHE ZAHL genannt wird. Dazu brauchen wir die FAKULTAT n! einer Zahl n € N,
die als

n=nn-'=nn-1)---1, 0'=1,

definiert ist.

Proposition 3.7.2 (Eulersche Zahl). Fiir jedes x € R konvergiert’’ die Reihe

exp(x) = Z % (3.7.2)
n=0 "

absolut.

Beweis: Wir verwenden das Quotientenkriterium aus Satz 3.6.7 und die Tatsache,

daB
an+l x|

an

T n+1

fiir n > |x| durch 6 = |x|/(1 + |x|) < 1 unabhdngig von n beschrinkt werden kann.
O

Definition 3.7.3. Die EULERSCHE ZAHL e ist definiert als

o 1
e:=exp(l) = Z - (3.7.3)
n=0
Proposition 3.7.4. Firx € R undn € N gilt
1. exp(x +y) = exp(x) - exp(y).
2. exp(—x) =1/exp(x).

3. exp(n) =e€".

$Hier ist es geschickter, die Reihen ausgehend von 0 zu numerieren. Apropos: ,nummerieren“
kommt eher von ,dumm® als vom lateinischen Wort ,numerus®.
“0Unter Verwendung der Konvention 0° = 1.
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3.7 Produkte von Reihen und die eulersche Zahl

Lemma 3.7.5. Fiir den BINOMIALKOEFFIZIENT

n n!
= —_— < <
(k) M-y C=k=m

gilt die allgemeine BINOMISCHE FORMEL

(x+y)'= Z (Z)xky"_k. (3.7.4)

k=0

Beweis: Man beweist (3.7.4) per Induktion:
1 1
(x+y)'=x+y= (0)x + (1)y,

und erhidlt unter Verwendung der Konvention (_1

(x+y)™=(x+y) (x+y)" = (x+y) ;) (Z)xky”‘k

Z()k+1nk+2()kn+1k

k=0

R o R

woraus man mit der Rekursionsformel

n n n! n!
(k—1)+(k) T k-D'n+1-K0)! K-k
(n+1)( k +n+1—k)_(n+1)
k n+1 n+1 k

=1

des Binomialkoeffizienten den Induktionsschritt erhilt.

Beweis von Propsition 3.7.4: Fiir 1) verwenden wir (3.7.4), erhalten

w W )
Z:;(x:l!y) :ZEZ(Z)xkynk

exp(x +y)
n=0 " k=0

1 n! . xkoynk
;n!;k!(n—k)' nZ::o Ok (n—k)'

=icp

und bemerken, daB ¢, ein CAUCHYPRODUKT der beiden absolut konvergenten Ex-
ponentialreihen ist. Nach Satz 3.7.1 konvergiert damit die Reihe von exp(x + y)

gegen das Produkt der Reihen von exp(x) und exp(y).
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3 Folgen und Reihen

2) und 3) sind direkte Konsequenzen von 1), denn es gilt ja

exp(x) exp(—x) = exp(x —x) = exp(0) = Z x_' =1+ % =1
=0 " li=0 =1 =0
=0

und

el=e, e™ = ¢ ¢" = exp(1) exp(n) = exp(n +1).

O

Ubung 3.7.1 Zeigen Sie, daB exp(1/n) = e!/* = {/e und daB somit e* = exp(x)
fir alle x € Q gilt. v

Aus Eigenschaft 1) in Proposition 3.7.4 ldsst sich sehr nett die Positivitit von exp
herleiten.

Korollar 3.7.6. Fiirx € R ist exp(x) > 0.

Beweis: Es gilt immer

exp(x) = exp (g + g) = exp (g) exp (g) = exp (3)2 >0
und gibe es ein x mit exp(x) = 0, so wire

1 =exp(0) = exp(x — x) = exp(—x) exp(x) exp(—x) = 0;
=0

also muss exp(x) > 0 gelten. o

52



Funktionen 4

Alles andere als ein Sieg ist ja erst einmal eine Niederlage.

(Boris Becker, Januar 2014)

Jetzt beschiftigen wir uns endlich mit Funktionen, genauer mit ihren reellwerti-
gen Vertretern.

Definition 4.0.1 (FUNKTION). Eine REELLWERTIGE FUNKTION f ist eine Abbildung
von einem DEFINITIONSBEREICH D C R nach R.

Beispiel 4.0.2. Als typisches Beispiel fiir eine ELEMENTARE FUNKTION f kann man

ein PoLynoM
n

f(x):Zajxj, x €R,
j=0
eine TRIGONOMETRISCHE FUNKTION f(x) = sin(x) bzw. f(x) = cos(x), oder die
EXPONENTIALFUNKTION f(x) = exp(x) angeben. Das mit dem Definitionsbereich
D wird z.B. fiir f(x) = 1/x interessant, wo man tunlichst 0 € D vermeinden sollte.

4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

Der grundlegende Funktionstyp in der Analysis sind diejenigen Funktionen, die
man ,in einem Strich® zeichnen kann.

Definition 4.1.1. Eine Funktion f heiB}t STETIG an der Stelle x € D, wenn es zu
jedem & > 0 ein 6 > 0 gibt, so daf

x'eD, |xX'-x|<6 = lf(xX) = f(x)] <e (4.1.1)

gilt. Die Funktion heiBt stetig auf D, wenn sie stetig an jeder Stelle x € D ist. Die
stetigen Funktionen auf D bezeichnen wir mit C(D).

Es gibt einige Arten, Stetigkeit anschaulich zu beschreiben. Eine ist, daB3 kleine
Anderungen im Argument auch nur zu kleinen Anderungen des Funktionswertes
fiithren kénnen!, eine andere ist, daBl stetige Funktionen LOKAL KONSTANT sind:
Zoomt man nahe genug an die Stelle x heran, so dndert sich die Funktion dort
nicht.

Oder man macht es gleich mathematisch prézise und sagt, da8 Funktionsaus-
wertung und Grenzwertbildung vertauscht werden kénnen.

IWas man als eine Art ,Stabilitdt“ der Funktion interpretieren konnte
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4 Funktionen

Satz 4.1.2 (Stetigkeit). Eine Funktion f : D — R ist genau dann stetig an der Stelle
x*, wenn fiir jede Folge x, in D mit Grenzwert x* € D

lim f(x,) = £(x). (#12)

erfiillt ist.
Bemerkung 4.1.3. Man kann Stetigkeit auch kurz und knapp als
lim f(x,) = f(lim x,) (4.1.3)
n—00 n—oo
schreiben, wenn man Voraussetzungen wir die Existenz des Limes in D mal dezent
beiseite ldsst.

Beweis von Satz 4.1.2: Fiir ,= sei f stetig an x* und x eine Folge, die gegen
x* konvergiert. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 mit |f(x*) — f(x)| < &,
|x* = x’| < 6 und auBerdem ein ny € N, so daB} |x, — x*| < ¢ fiir n > ny. Das heif3t:

Fem) = fO <& nzm,  also lim f(x) = f(x).

Die Richtung ,,<“ zeigen wir durch Beweis der Negation, also da8 fiir jede nicht
stetige Funktion auch die Grenzwerteigenschaft (4.1.2) nicht erfiillt ist. Ist also f
nicht stetig, also UNSTETIG an x*, dann existiert ein € > 0, so daB} es zu jedem ¢ > 0

. ’ . ’ % ’ % . : 1
ein x’ € D mit |x" — x| < ¢ aber |f(x) — f(x*)| = & gibt. Setzen wir nun 6 = ;, so
liefert das Punkte x,, € D mit |x,, — x*| < %, also

. k
lim x, = x",

n—0oo

aber gleichzeitig | f(x,) — f(x*)| > €, so daB3 die Folge f(x,) sicherlich nicht gegen
f(x*) konvergiert. O

Da x, — x* genau dann wenn x, —x* eine Nullfolge ist, kénnen wir Satz 4.1.2 noch
ein wenig umschreiben.

Korollar 4.1.4 (Stetigkeit revisited). Eine Funktion f ist genau dann stetig an x*,
wenn fiir jede NULLFOLGE h mit x* + h = {x*+h, : ne N} c D

lim f(x*+ h,) = f(x¥)
erfiillt ist.

Das Konzept ,Konvergenz aller Folgen® fithrt dann auch zu einem verallgemeiner-
ten Grenzwertbegriff in Funktionen.

Definition 4.1.5. Fiir x € D und ¢ € R schreiben wir
lim f(y) =c, (4.1.4)
y—=x

wenn fiir jede Folge a € D mit lima, = x die Beziehung

lim f(a,)=c
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4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

erfiillt ist. Gilt das nur fiir alle a, > x, so liegt ein EINSEITIGER GRENZWERT vor,
und wird als

lim f(y) oder lim f(y)

YNX y—xt
geschrieben. Analog schreiben wir fiir Restriktion a, < x

lim f(y) oder lim . f(y)

y/x y—xT
Als néchstes ein Begriff, der zuerst einmal mit der Stetigkeit nichts zu tun zu haben
scheint, den wir aber noch sehr gut brauchen kénnen.

Definition 4.1.6 (Supremum und Infimum). Das SUPREMUM y = sup D einer Men-
ge D C R ist die KLEINSTE OBERE SCHRANKE von D, also diejenige Zahl, die

1. D <y,dh.x <y, x € D, (obere Schranke)
2. es gibt kein y’ < y mit D <y’ (kleinste obere Schranke)

erfiillt. Existiert kein solches y, so schreiben wir sup D = co. Analog ist das INFIMUM
inf D die GROSSTE UNTERE SCHRANKE von D.

Ubung 4.1.1 Zeigen Sie: Fiir jede Menge D C R ist inf D < sup D. o

Bemerkung 4.1.7. Supremum und Infimum kénnen, miissen aber nicht zur Menge
D gehoren. Das einfachste Beispiel sind [-1,1] vs. (=1,1). In beiden Féllen ist
inf D = -1, supD = 1, aber im ersten Fall gehoren die beiden zu D (und damit
existieren auch min D und max D), wihrend im zweiten Fall weder Infimum noch
Supremum zu D gehoéren und daher auch min D und max D nicht existieren.

Proposition 4.1.8 (Existenz von sup und inf). Ist D nach oben beschrinkt, dann
existiert sup D, ist D nach unten beschrinkt, so existiert inf D.

Beweis: Wir beweisen nur den Fall des Supremums, das Infimum funktioniert iden-
tisch. Um Trivialitdten auszuschlieBen, sei auBerdem D # (. Nach Voraussetzung
gibt es daher K € R mit D < K und mindestens x € D und es ist x < K. Wir
setzen ap = x, bp = K und konstruieren eine Folge von Intervallen 7,, n > 0,

folgendermaBen: Wir bilden ¢, = %(an + b,) und setzen?
_ (an,cn), cn 2 D,
(a}’L+1’ bn+1) - { (Cn, bn), SonSt. (415)

Dann ist immer a, < dy41 < by < by, sowie |I,| = 27"(K —x), n € Ny und es
gilt immer b, > D. Die Folge b ist monoton fallend, nach unten beschrankt und
konvergiert daher gegen eine obere Schranke y von D. Wire y’ < y ebenfalls eine
obere Schranke von D, dann ist jedes x € [y’,y] ebenfalls eine obere Schranke,
denn D <y’ < x impliziert ja D < x. Wihlen wir jedoch n so gro8, daB 27" <y -y’
ist, dann ist y’ < a,, was einen Widerspruch darstellt, da a, per Konstruktion
gerade keine obere Schranke von D ist. ]

Das sind jetzt keine offenen Intervalle, sondern Paare.
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4 Funktionen

Bemerkung 4.1.9. So ganz einfach ist das mit Suprema und Infima nicht wirklich,
denn die Mengen kénnen auch sehr 16chrig sein, wie beispiel die CANTOR-MENGE

D =1[0,1]\ (U [%;])
n=1

bei der aus jedem der Intervalle [0, 37"] jeweils die Mitte herausgeschnitten wird.
Es ist immer noch inf D = min D = 0, aber um die Null herum wird es ,,diinn“.

Mit Hilfe des Supremums kann man den Stetigkeitsbegriff auch quantifizieren.

Definition 4.1.10 (Stetigkeitsmodul). Der STETIGKEITSMODUL w( f, d) ist definiert
als
w(f,6) =sup{lf(x") = f(x)] : x,x" € D,|x —x| < 6}. (4.1.6)

Der Stetigkeitsmodul betrachtet nun die Stetigkeit allerdings in globaler Form, wir
brauchen also eine globale Variante.

Definition 4.1.11 (GleichmiBige Stetigkeit). Die Funktion f heilt GLEICHMASSIG
STETIG auf D C R, wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so da83

X' —x| <6 = lf(xX) - f)] <e
erfillt ist.

Bemerkung 4.1.12. Der Unterschied zwischen der Stetigkeit und gleichmé@Biger
Stetigkeit ist also, daB3 im ersten Fall § = 6(x) vom Punkt x € D abhingen darf,
wohingegen es im zweiten Fall ein globales ¢ fiir alle x € D geben muss.

Ubung 4.1.2 Zeigen Sie: f ist genau dann gleichmiBig stetig auf D, wenn
lim w(f,d,) =0

fiir jede Nullfolge ¢ gilt. o

Das folgenden Resultat ist eine direkte Folgerung aus den Definitionen, aber man
sollte es zumindest einmal gesagt haben.

Satz 4.1.13. Jede auf D gleichmdfig stetige Funktion ist stetig an jedem x € D. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht’

Beispiel 4.1.14. Die Funktion f(x) = exp(x) ist stetig aber nicht gleichmiBig stetig
auf R.

Beweis: Wir betrachten

exp(x + h) — exp(x) = exp(x) exp(h) — exp(x) = exp(x) (exp(h) — 1)

3Korrekter wire: Nicht immer. Aber dazu spiter mehr.
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4.1 Funktionen + Grenzwerte = Stetigkeit

sowie

|'\<
|'\<

= exp(y) >1, y>0,

(o) n (o) n
n=0 n=1 """
und wegen exp(y) exp(—y) =1 folgt insgesamt

>1, y >0,
0 < exp(y) und exp(y)y =1, y =0, (4.1.7)
<1, y<0

Ausserdem ist

< |y|Z b

Iyl exP(IyI),

() =11 = D

|y SIME
||Z(n+1)'_ Z;F

so daB fiir jede Nullfolge # mit* 7 < K die Grenzwertaussage’

lim |exp(h,) — 1| < lim |h,| exp(|hy]) < lim |h,|exp(IK|) =0
n—oo n—oo n—oo

derentwegen
lim |exp(x + h,) — exp(x)| = exp(x) lim |exp(hn) - 1| , x eR,

gilt, das notige ¢ fiir die Beschridnkung von / hingt aber wegen des Faktors exp(x)
von der Stelle x ab, weswegen die Stetigkeit nicht gleichméaBig ist. m]

Ubung 4.1.3 Zeigen Sie: Jede Nullfolge ist beschrinkt. o

Definition 4.1.15 (Operationen auf Funktionen). Fiir Funktionen f,g sind die
Funktionen f + g, f - g und f/g definiert durch

f(x)
g(x)’

Aus den Rechenregeln fiir Folgen und deren Grenzwert folgt dann unmittelbar die
folgende Beziehung fiir stetige Funktionen.

(f £8)(x) = f(x) £ g(x), (f - 8)(x) = f(x)g(x), (f/8)(x) =

Satz 4.1.16 (Stetige Funktionen). Sind f, g € C(D), so sind auch f + g € C(D) und
f - g € C(D). Die stetigen Funktionen bilden also insbesondere einen VEKTORRAUMC. Ist
g(x) # 0, soist f/g stetig an der Stelle x.

4Siehe Ubung 4.1.3.
>Genau genommen verwenden wir hier die Monotonie von exp(x): Fiir y > 0 ist

exp(x +y) = exp(x) exp(y) > exp(x), x €R.
~———
>1

%Genau genommen bilden sie sogar eine ALGEBRA, das ist eine Menge, in der man addieren und
multiplizieren kann.
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4 Funktionen

Satz 4.1.17. Sind f,g € C(D) mit g(D) C D, so ist auch f o g = f(g(:)) € C(D).

Beweis: Sei a C D eine konvergente Folge mit lima, = x, dann ist auch b =
(g(ay) : n € N) C D eine konvergente Folge mit

b*:= lim by, = lim g(a,) = g(x)
und damit dann auch
lim f(by) = f(b7) = f(8(x)) = (f 0 &) (x),

wie behauptet. m]

4.2 Bisektion und der Zwischenwertsatz

Die ,intuitive“ Definition stetiger Funktion ist ja immer noch, da man die Funk-
tion ,in einem Strich® zeichnen kann. Die formale Version dieser Intuition ist der
ZWISCHENWERTSATZ, den wir in diesem Kapitel beweisen werden und zwar als
Konsequenz eines einfachen Verfahrens zum Auffinden einer NULLSTELLE einer
Funktion, also einer Stelle x € D, fiir die f(x) = 0 ist.

Von nun an verwenden wir der Einfachheit nur noch Intervalle als Definitions-
bereich und schreiben dann C[a, b] bzw. C(a, b) fiir die stetigen Funktionen auf
abgeschlossenen’ und offenen® Intervallen, die Notation fiir Mischformen, also
halboffene” Intervalle, ergibt sich dann von selbst. Schreiben wir C (1), dann ist I
ein Intervall, bei dem es egal ist, ob es offen, halboffen oder abgeschlossen ist.

Satz 4.2.1 (Nullstellensatz). Ist f € C(I) und gibt es Punkte x, und x_ mit f(x;) > 0
und f(x-) <0, dann gibt es ein x € 1, so dafs

x € [min{x_, x,}, max{x_, x; }] und f(x)=0. (4.2.1)

Beweis: Wir konstruieren wieder einmal eine Intervallschachtelung. Dazu setzen
wir ag = x_, bg = x, und nehmen an, dal} ay < bg ist. Denn wire ag = bjy, dann
tut es x = agp = bg, da dann 0 < f(x) < O sofort f(x) = O liefert. Ist hingegen
ap > by, dann ersetzen wir f durch —f, was fiir die Frage nach Nullstellen keine
Rolle spielt, da f(x) = 0 genau dann erfiillt ist, wenn (—f)(x) = 0 ist.

Es gilt also f(ap) < 0 < f(bo) und wir bilden nun durch BISEKTION Folgen
an, by, n € N, mit

flan) <0< f(by) und |by — anl < 27"|by — ao, n €N, (4.2.2)

"Das Intervall I = [a, b] bezeichnet man als ABGESCHLOSSEN, weil mit jeder Cauchyfolge x C
[a,b], d.h. a < x, < b, n €N, auch deren Grenzwert in [ liegt.

8Das Intervall / = (a, b) nennt man OFFEN, weil es zu jedem x € I auch ein & > 0 gibt, so daB
{x" €1:|x —x'| <&} I erfiillt ist. Richtig lernt man die Begriffe ,,offen“ und ,,abgeschlossen“
dann in Analysis 2 kenne, wenn man sich ein wenig mehr mit Topologie beschiftigt.

9Die sind dann erstaunlicherweise weder offen noch abgeschlossen.
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4.2 Bisektion und der Zwischenwertsatz

was fiir n = 0 per Annahme trivialerweise erfiillt ist. Nehmen wir an, es gelte fiir
irgendein n, dann setzen wirl? ¢, = %(a” + b,) und

— Qn, f(cn) 2 O’ b o Cn, f(cn) > 0’
R oW flen) <0, U b, flen) 0,

so daB3 (4.2.2) auch fiir n+1 erfiillt ist. Da a eine monoton steigenden Folge in 7 ist,
existiert ein Grenzwert a* := lima, und wegen f(a,) < 0 ist auch lim f(a,) < 0.
Analog gibt es ein b* = lim b, mit lim f(b,) > 0. Da auBerdem

lim (b, —ay) =0,
folgt a* = b* =: x und die Stetigkeit von f liefert
0< lim f(by) = f(x) = lim f(a,) <0 = f(x)=0,
wie behauptet. o

Bemerkung 4.2.2. Die Bisektion funktioniert nur, weil R ein abgeschlossener Kérper
ist, denn wir haben im Beweis ausgenutzt, daB3 die beiden monoton steigenden bzw.
fallenden und beschrinkten Folgen a und b einen Grenzwert besitzen, was Voll-
standigkeit des Korpers voraussetzt. Dal man das auch wirklich braucht, zeigt das
Beispiel der stetigen Funktion f(x) = x? —2 mit x_ = 0 und x; = 2. Das Bisektions-
verfahren produziert Folgen a, b in Q, deren Grenzwert aber nicht existiert, da die
Nullstelle V2 irrational ist.

Die hier vorgestellte Methode, die auf der Basis der beiden Stellen x,,x_ mit
f(x3)f(x-) < 0 die Nullstelle annihert, nennt man BISEKTIONSVERFAHREN. Die-
ses ist die einfachste Methode, eine Nullstelle einer Funktion zu bestimmen — es
gibt zwar schnellere wie das NEWTON—VERFAHREN!!, aber die haben andere Pro-

bleme. Mehr zu derartigen Verfahren lernt man in Vorlesungen zur Numerischen
Mathematik, siehe z.B. [22].

Korollar 4.2.3 (Zwischenwertsatz). Sie f € C(I) und x,x’ € 1. Dann gibt es zu jedem
c zwischen f(x) und f(x") ein'y zwischen x und x’, so daf8 f(y) = c ist.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall x < x” und f(x) < f(x"), alle anderen Fille!?
funktionieren analog. Mit g := f — ¢ ist dann

gx)=fx)—c <0< f(¥)—c=g(x)

und nach Satz 4.2.1 gibt es ein y € [x,x’] mit g(y) =0, also f(y) = c. ]

10Und das sollte jetzt eigentlich niemanden mehr iiberraschen.
11Wir kennen bereits eine Ausprigung des Newton—Verfahrens, nimlich das HERON—VERFAHREN.
12Es sind maximal drei!
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4 Funktionen

4.3 Abgeschlossene Intervalle

Wie Folgen kénnen natiirlich auch Funktionen beschrédnkt sein.

Definition 4.3.1 (Beschrinktheit). Eine Funktion f : D — R hei3t NACH OBEN
BESCHRANKT, wenn es ein K € R gibt, so daf§ f(x) < K, x € D, ist, NACH UNTEN
BESCHRANKT, wenn f(x) > K, x € D, gilt und BESCHRANKT, wenn |f(x)| < K.

Satz 4.3.2. Ist I = [a,b] ein abgeschlossenes Intervall und f € C(I), dann ist f be-
schriankt und es gibt eine MAXIMALSTELLE X und eine MINIMALSTELLE x_ mit

f) s f) < flx), xel

Beweis: Wir zeigen die Behauptung fiir Beschrinktheit nach oben und das Ma-
ximum, Beschrdnktheit nach unten und Minimum laufen wieder analog. Sei y =
sup{f(x) : x € I}. Dann gibt es eine Folge a C I mit

y = lim f(ay).

Ist ndmlich y = oo, dann muss es a, geben mit f(a,) > n, ist y endlich und
f(a,) <y, dann muss es, da das SUPREMUM die kleinste obere Schranke ist, auch
ein a,;1 <y geben!'® mit

= Flan)l < 5l = fan)l.

Die Folge der a, ist beschrdnkt, a < a,, < b und enthélt damit eine in R konvergente
Teilfolge a,. Da a < ag(,) < b ist auch!*

a<x:=1lima;, <h = x €l,
n—00
und damit ist wegen der Stetigkeit von f
y = lim flagm) = f (Iim age ) = £(x).

Im Falle ,;y = co“ wire das ein Widerspruch, denn oo ist kein Wert in R, im anderen
Fall ist

f(x) =max{f(x"):x" €I}

und x die gesuchte Maximalstelle. O

Beispiel 4.3.3. Auf offenen Intervallen gilt Satz 4.3.2 im allgemeinen nicht!®. Auf
(0,1) ist die Funktion f(x) = 1/x unbeschrinkt, sie wird fiir x — 0 beliebig gro83
und die ganz brave Funktion f(x) = x nimmt auf (0, 1) weder ihr Infimum, 0, noch
ihr Supremum, 1, an.

13Achtung: Auch wenn es wie eine Konstruktion aussieht, ist dieses ,Verfahren“ nicht wirklich
konstruktiv, wie man so ein a,,1 nimlich wirklich bestimmen soll, ist alles andere als klar.

4Hier benutzt man, daB / ABGESCHLOSSEN ist, denn sonst lige der Grenzwert moglicherweise
nicht in 7.

15Zur Erinnerung: Wenn ein Mathematiker sagt ,,...im allgemeinen ist xyz nicht richtig®, so bedeutet
das, daB es mindestens ein Beispiel gibt, so daB xyz nicht gilt.
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4.3 Abgeschlossene Intervalle

Abgeschlossene Intervalle haben noch eine weitere schone Eigenschaft: Auf ihnen
sind Stetigkeit und gleichmiBige Stetigkeit dasselbe. Die Eigenschaft, die wirklich
dahintersteckt, nennt sich KOMPAKTHEIT und wird uns ebenfalls in Analysis 2 be-
gegnen, wo wir lernen werden, daf§ im Endlichdimensionalen, insbesondere in der
eindimensionalen Welt von R, eine Menge genau dann kompakt ist, wenn sie abge-
schlossen und beschrinkt ist, also genau das, was ein Intervall [a, b] tut und genau
das, was wir im Beweis von Satz 4.3.2 wirklich verwendet haben.

Satz 4.3.4 (GleichmiBige Stetigkeit). Ist I = [a, b] ein abgeschlossenes Intervall, dann
ist f : I — R genau dann auf I stetig, wenn [ auf 1 gleichmdfig stetig ist.

Beweis: Da gleichmiBige Stetigkeit auf I stirker ist!® als Stetigkeit an jeder Stelle
von [, brauchen wir nur die Richtung ,=“ zu zeigen. Nehmen wir dazu an, es
gibe ein stetiges f € C([), das nicht gleichmdBig stetig wire. Das heiB3t, es gidbe
ein & > 0 und Folgen a, b C I mit |a, — b,| < % und | f(a,) — f(b,)| > €. Nach dem
Satz 3.3.2 von Bolzano—Weierstrass gibt es eine konvergene Teilfolge a, von a, mit

1
< =
n

|Clo'(n) - bo‘(l’l)' < und nlgl;lo a(r(n) =X

o(n)

Damit konvergiert aber auch b, gegen x und damit ist wegen der Stetigkeit von f
@) = m f(age) = lim f(bou),

was zu dem Widerspruch

0 < &< nh_l;EO |f(a0'(n)) - f(bo'(n))l = nh_)n;lo f(acr(n)) - ;111—r>r<>10 f(ba(n))
= 1700~ fWI =0

fiihrt. O

Ubung 4.3.1 Zeigen Sie: Die Funktion f : x > |x| ist stetig. Was hat das mit dem
Beweis von Satz 4.3.4 zu tun? o

6Da man dann ein ¢ hat, das nicht von x abhingt.
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Mehr zur
Exponentialfunktion 5
Fiir mich hat so eine Rechnung etwas Schwindliges; als ob es ein Stiick des Weges
weifS Gott wohin ginge. Das eigentlich Unheimliche ist mir aber die Kraft, die in

solch einer Rechnung steckt und einen so festhdlt, dafy man doch wieder richtig
landet.

(Robert Musil, Die Verwirrungen des Ziglings TirlefS)

In diesem Kapitel befassen wir uns ein wenig intensiver mit der EXPONENTI-
ALFUNKTION exp und den dadurch definierten elementaren Funktionen. Aber wir
werden natiirlich deutlich mehr dabei lernen.

5.1 Monotonie und Umkehrfunktionen

Aus Beispiel 4.1.14 wissen wir, dall exp(y) > 1 fiir y > 0 und daher ist fiir x > x’

>1
—_——
exp(x) = exp(x’ +x —x") = exp(x’) exp(x —x") > exp(x’), (5.1.1)
——

——
>0 >0

weswegen die Funktion exp zu einer besonderen Klasse von Funktionen gehort.

Definition 5.1.1 (Monotone Funktionen). Eine Funktion f : I — R heifit MmoO-
NOTON STEIGEND, wenn f(x) > f(x’), x > x’, und STRENG MONOTON STEIGEND,
wenn f(x) > f(x’), x > x’. Die Begriffe MONOTON FALLEND und STRENG MONOTON
FALLEND definieren sich analog.

Satz 5.1.2 (Umkehrfunktion). Ist f € C(I), I = [a, b], eine stetige und STRENG MO-
NOTON STEIGENDE FUNKTION, dann existiert eine stetige und monoton steigende UMKEHR-
FUNKTION' 712 f(I) — I mit der Eigenschaft

(frofN=x, xel

Beweis: Da fiir x # x” entweder x > x’ und damit f(x) > f(x") oder x < x" und
damit f(x) < f(x’) gilt, ist f(x) # f(x), x # x’, also ist f INJEKTIV. Nach dem
Zwischenwertsatz, Satz 4.2.3, ist f(I) ebenfalls ein Intervall, und zwar

f)=1f(a),f(b)]l,  I=]a,bl],

IMan sollte die Umkehrfunktion nicht mit dem REZIPROKWERT 1/ f von f verwechseln, der eben-
falls gerne als f~1 geschrieben wird.
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O Mehr zur Exponentialfunktion

und dasselbe entsprechend fiir (halb)offene Intervalle. Ausserdem sagt der Zwi-
schenwertsatz, daB f surjektiv auf f(/) ist. Damit ist f bijektiv und nach Lem-
ma 2.3.3 existiert die Umkehrabbildung f~!. Sei nun y c f(I) eine konvergente
Folge im Intervall f(I) mit y, = f(x,), x, € I, n € N, und limy, =: y. Wire f~!
unstetig an y, dann gébe es eine solche Folge y, — y und ein & > 0, so daB

e<|f ) - W)
fiir unendlich viele n € N, so daB3 es eine Teilfolge y, mit y, — y, aber
T Oew) =T 26, neN, (5.1.2)

gibt. Die Folge z = (f }(yo(n)) : n € N) ist beschrinkt und besitzt nach Satz 3.3.2
eine konvergente TEILFOLGE z, = f (yorog) = ¥ mit

f(z*) = nh_)n;lo f(ZO") = ;111—>Hc>lo(f ° f_l)(yO"oo-(n)) = nh—>n;>1<> Yoroo(n) = y*a
also f71(y*) = z*, im Widerspruch zu (5.1.2). O
Ubung 5.1.1 Zeigen Sie: ()71 =f. ¢

Ubung 5.1.2 Gilt Satz 5.1.2 auch, wenn man ,nur“ Monotonie, aber nicht not-
wendigerweise strikte Monotonie fordert? o

Korollar 5.1.3. Satz 5.1.2 gilt auch, wenn man ,,steigend” durch ,,fallend” ersetzt.

Korollar 5.1.4. Auf jedem Intervall I C R besitzt die EXPONENTIALFUNKTION f : x —
exp(x), eine Umkehrfunktion f‘l, die als NATORLICHER LoGArirHMUS log : Ry — R
bezeichnet wird. Es gilt die Funktionalgleichung

log(xy) =logx +logy, x,y € Ry. (5.1.3)
Beweis: Da fiir x < x’
’ ’ S (X/ - x)n
exp(x’) = exp(x) exp(x’ —x) = exp(x) (1 + Z —') > exp(x)
n=1
| S —
>0

gilt, ist die Exponentialfunktion streng monoton steigend und Existenz und Stetig-
keit des Logarithmus folgen aus Satz 5.1.2. Fiir einen Beweis von (5.1.3) setzen wir
x =exp(£) und y = exp(n), so daB

xy =exp(é)exp(n) =exp(é+n) = log(xy) =logexp(é+n)=€&+7n

sowie
logx =logexpé =¢ und logy =logexpn =n,
was ganz genau (5.1.3) ergibt. m|

Bemerkung 5.1.5. Oftmals wird in der Literatur auch In fiir den natiirlichen Loga-
rithmus verwendet, die Terminologie ist nicht eindeutig. Wir kommen noch dazu.
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9.2 Exponentialfunktionen

Ubung 5.1.3 Zeigen Sie:

lil’I(l) log x = —oco. (5.1.4)
Was ist die formal ganz korrekte Formulierung von (5.1.4)? &

Korollar 5.1.6. Fiir n € N besitzt die POTENZFUNKTION® x — x" mit [ C R, eine
Umbkehrfunktion, die n—te WurzeL die als f~1(x) = xY/" oder f~1(x) = {/x geschrieben
wird.

Beweis: Da fiirx > Ound y > 0

n n—1
()C +y)n — Z (Z)xkyn—k ="+ yn + (n) xkyn—k > X"
k=0

ist, ist f(x) = x" streng monoton steigend, nach Ubung 5.1.4 stetig, und besitzt
damit nach Satz 5.1.2 eine stetige Umkehrfunktion. m]

Ubung 5.1.4 Folgern Sie aus der Identitit

n
n _ _1\n—k N\ k n—k
== Y (et
k=0
daB die Funktion x — x" an jeder Stelle x € R stetig ist. o

5.2 Exponentialfunktionen

Nun beschiftigen wir uns noch ein wenig intensiver mit der Exponentialfunktion
und ihren lieben Verwandten.

Definition 5.2.1 (Allgemeine Exponentialfunktion). Fiir a € R, ist die ALLGEMEI-
NE EXPONENTIALFUNKTION exp, definiert als

exp,(x) := exp(x loga), x €R. (5.2.1)

Proposition 5.2.2 (Allgemeine Exponentialfunktion). Fira > 0 ist exp, stetig und
es gilt

1. exp,(x +y) = exp,(x) exp, ().
2. exp,(n) =a",n e N.
3. exp,(p/q) = {ar.

4. lim fa =1.

n—oo

Der englische Name ,,POWER FUNCTION® klingt sportlicher und weniger protzig.
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O Mehr zur Exponentialfunktion

Beweis: Da exp, = f o g mit g(x) = x loga und f(x) = exp(x), ist exp, nach
Satz 4.1.17 ebenfalls stetig. Der Rest ist schnell nachgerechnet: 1) folgt aus

exp,(x+y) = exp (loga(x+y))=exp(xloga) exp(yloga)
= exp,(x) exp,(y),

2) folgt per Induktion aus
exp,(1) = exp(loga) = a

und 1), und daraus ergibt sich schlieBlich, da3

a? = exp,(p) = exp, (‘1 §) =exp,(p/q+--+p/q) = (exp,(p/q)" .

q

woraus wir nur noch auf beiden Seiten die g—te Wurzel ziehen miissen, um 3) zu
erhalten. Fiir 4) nutzen wir 3) in Form von

1
alln = exp, (Z) , neN,

und die Stetigkeit der Funktion exp,. m]

Die Funktion exp, ist stetig und inzwischen auf ganz Q definiert. Damit kénnen
wir sie auf ganz R fortsetzen und erhalten damit eine Definition fiir a*, a € Ry,
x € R. Die Rechenregeln fiir a* ergeben sich dann wie folgt.

Proposition 5.2.3. Fira,b e R, undx,y € R gilt
1. a™=a"-a.

2. (a-b)* =a*b*.

Beweis: 1) kennen wir schon aus Proposition 5.2.2 und braucht nur den Grenz-
tibergang

a* = lim exp, (&) , lim Pn =x,

n—oo ql’l n—oo qn

2) ergibt sich aus

(ab)* = exp,,(x) = exp(xlog(ab)) = exp (x(loga +log b))
= exp(xloga) - exp(xlogb) = exp,(x) - exp,(x) =a* - b",

und 3) folgt aus
1=1"=1Q/a-a)* =1/a)" - d".
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9.2 Exponentialfunktionen

Proposition 5.2.4 (Umkehrfunktion reloaded). Die Umkehrfunktion zu a* ist der
LOGARITHMUS ZUR BASIS a,

1
log,(x) := ng. (5.2.2)
loga
Beweis: Wir schreiben a = exp(loga) = %8¢ und damit
y = at = (eloga)x — exloga’
weswegen
1
xloga =logy = lezgz
sein muss. m|

Bemerkung 5.2.5. Alle Logarithmen sind bis auf einen multiplikativen Faktor
identisch, die Basis des Logarithmus, normalerweise 2, e oder 10 ist also nicht
wirklich relevant.

Exponentialfunktionen sind auch die einzigen Lésungen der Funktionalgleichung

fx+y)=fx)f().
Satz 5.2.6. Ist eine Funktion f € C(R) Lisung der FUNKTIONALGLEICHUNG
fx+y)=fx)f), xyeR (5.2.3)

dann ist entweder’ f = 0 oder es gibt a € R, mit f(x) = a*, x € R.
Umgekehrt sind die Funktionen f = 0 und f(x) = a* Losungen von (5.2.3).

Beweis: DaB3 x — a* die Gleichung (5.2.3) erfiillt, haben wir schon bewiesen, es
geht also nur um die Umkehrung, da (5.2.3) auch f(x) = a* impliziert. Ist f # 0
eine Losung von (5.2.3), dann gibt es ein x mit f(x) # 0 und damit ist

J(x)=f(x+0)=f(x)f(0) = f(0)=1

- o

Wire a = 0, dann ist auch

sowie

f(n)=0"=0, neN,

und damit?, fiir p, ¢ € N,

b - ol

3Die Notation f = ¢ steht fiir f(x) =¢, x € D.
*Ein argumentatorisches deja vu ...
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O Mehr zur Exponentialfunktion

was aus Stetigkeitsgriinden fiir jede Folge p,, g, mit lim,_, ‘Z—Z = 0 den Wider
spruch

1= £(0) = 1L120f(?)=0

liefert. Also ist ¢ > 0 und die Funktionalgleichung (5.2.3) liefert®, daB dann f (%) =

{/aP sein muB. Der Rest ist Stetigkeit®.
Die zweite Aussage rechnet man leicht und unmittelbar nach. m]

Als nichstes halten wir fest, dal die Exponential sehr schnell wéchst, der Loga-
rithmus hingegen sehr langsam.

Lemma 5.2.7 (Grenzwerte). Fiir jedes k € N gilt

lim & = 00, und lim x* logx = 0. (5.2.4)

x—oo xk X—00

Beweis: Fiir x > 0 ist

+1 X X

o X" xk e
=) —>— 0 = —_ > —
;n! (k+1)! xk o (k+ 1)
was fiir x — oo beliebig gro wird. Fiir die zweite Aussage sei R, 3> x, — o
eine divergente Folge von positiven Zahlen. Dann” ist auch die Folge y, := k log x,
divergent gegen co und wenn wir x, als edn/k d.h., x;k = ¢~kn/k = ¢=In schreiben,
dann ist

ya \71
x;klogxn:e_y" kyn:k(ey ,) ,
n

und das konvergiert gemif3 der ersten Abschidtzung gegen Null. m]

Bemerkung 5.2.8 (Doppelte Grenzwerte). Zum Abschluss stellen wir uns noch-
mals die Frage, welchen Wert eigentlich 0° so hat. Wegen der beiden Grenzwerte

lim a* =0, xeR, und lima*=1, xeR,
a—0* x—0

kommen wir zu dem unbefriedigenden Ergebnis

lim lim ¢* =1lim0=0#1= lim 1= lim lima",
x—0a—07t x—0 a—0* a—0t x—0

daB sowohl 1 also auch 0 ,sinnvolle Werte fiir 0° wiren. Was wir wirklich lernen
ist aber:

1. 0Y Idsst man besser undefiniert.

2. Die Vertauschung von Grenzwertbildung in Funktionen mehrerer Variablen
wie hier (a, x) — a* muBl man sich genauer ansehen®, naives Vertauschen ist
jedenfalls verboten.

5Nun schon zum dritten Mal.

ONicht Schweigen!

"Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion einer monoton steigenden Bijektion zwischen R und
R,.

8Was auch noch passieren wird.
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9.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

5.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Ein kleiner Schoénheitsfehler der reellen Zahlen besteht darin, daBl man Wurzeln
oder generell Exponentiation der Form a* nur fiir positive Werte a bilden kann.
Das ist geometrisch nachvollziehbar, denn negative Flichen kann man sich nur
schwer vorstellen, siehe [18], aber mathematisch unbefriedigend.
Deswegen fiihrt man die IMAGINARE EINHEIT i := V-1 ein, die also die Eigen-
schaft
i2=-1 (5.3.1)

hat. Diese Zahl gehort offensichtlich nicht zu R, also kann man sie als LINEAR
UNABHANGIG zu R, insbesondere zur Vektorraumbasis® {1}. Betrachten wir nun
den R—Vektorraum C, der von {1,i} erzeugt wird, dann kann man z € C schreiben
als

z=1-x+i-y=x+1iy, x,y €R,

und es ist
2+ =(@x+iy)+ (X +iy)=(x+x)+i(y+y).
Man kann zwei Zahlen aber auch multiplizieren:

! (x+iy)- (X +iy) =xx"+ixy +ix'y+ 2 yy
——

'z

=1

(ex” = yy') +i(xy" +x'y).
Und siehe da: es funktioniert!

Satz 5.3.1 (Komplexe Zahlen). Die Menge R* = {(x,y) : x,y € R} bildet mit den
Rechenoperationen

(x,y)+(x,y) = (x+x,y+y) (5.3.2)
(x,y) - (x',y) (xx” = yy',xy" +xy) (5.3.3)

einen KORPER C mit den neutralen Elementen O = (0,0) und 1 = (1,0). R ist in C als
(R,0) ¢ C KANONISCH EINGEBETTET.

Definition 5.3.2 (Komplexe Zahlen). Der Kérper C hei3t KORPER DER KOMPLE-
XEN ZAHLEN. Eine KOMPLEXE ZAHL z € C schreibt man als

z=(x,y) =x+1iy, i=(0,1),
und bezeichnet x = Rz als REALTEIL von z, y = Jz als IMAGINARTEIL von z.

Beweis von Satz 5.3.1: Man iiberpriift die Kérperaxiome nach Definition 2.1.1,
was alles ziemlich Standard ist. Der einzig interessante Teil ist, daB3

-1 X -y
'x’ = C 0 [y C b ‘x’ iO’
(x,y) (x2+yl x2+y2) (x,y)

9Ein kurzer Querverweis in die lineare Algebra: R ist ein R—Vektorraum mit Basis {1}.
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O Mehr zur Exponentialfunktion

das MULTIPLIKATIVE INVERSE von x, y ist. Das kann man einfach nachrechnen, aber
man kann auch systematisch darauf kommen: Sucht man x’, y’ mit (x,y) - (x’,y") =
(1,0), so fiihrt das zu den Gleichungen

x'—=yy =1 X -y x’ 1
’ ’ < y | = s
yx"+xy" = 0 y X y 0
—_—
=A
also
x| A1 1] 1 Xy 1| 1 X
v 0] x24y2| =y x[| 0] x2+y2| -y |’
wie behauptet. m]

Ubung 5.3.1 Zeigen Siel”

A:[ab] a1 [d—b
c d

Bemerkung 5.3.3.

1. In der Algebra sind die komplexen Zahlen sehr wichtig, da sie, im Gegensatz

zu R ein ALGEBRAISCH ABGESCHLOSSENER KORPER sind, in dem auch alle
Wurzeln aller Korperelemente enthalten sind, was dazu fiihrt, daB pOLYNO-
MIALE GLEICHUNGSSYSTEME immer losbar sind.

. Den Prozess, Wurzeln hinzuzunehmen, indem man Pirchen (x,y) € K? bil-

det, als x + yay interpretiert und die zusitzliche Rechenregel (va)? = a
verwendet, bezeichnet man als ADJUNGIEREN dieser Wurzeln. Den resultie-
renden Koérper schreibt man dann als K[+/a] und er hat die Multiplikations-
regel

(x.y) - (&', ") = (xx" + ayy’,x'y + xy’).

Das ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Computeralgebra, siehe [11, 20], und
weniger abgefahren als man denken mag: Man braucht solche Konzepte, um
groBe ganze Zahlen schnell auf dem Computer multiplizieren zu kénnen.

Ubung 5.3.2 Zeigen Sie, daB Q[V2] ein Korper ist. o

Definition 5.3.4. Zu C > z = x + iy ist die KOMPLEX KONJUGIERTE ZAHL als
7z :=x —iy und der ABSOLUTBETRAG als

2| =2z = \X2 + y? (5.3.4)

definiert.

10Sofern Sie schon Lineare Algebra hatten.
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9.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Mit Hilfe der komplexen Konjugation und gegebenenfalls (5.3.3) sieht man sofort,
daBz=2z2+2 =7+7,27 =2z 7 und vor allem

1 1
Rz==(z+2), Jz=—=(z-2). (5.3.5)
2 21

Wichtiger ist aber die Tatsache, daBl der komplexe Absolutbetrag ein ,richtiger®
Absolutbetrag ist.

Lemma 5.3.5. Esgilt|-|:C — R und
1. |z| 2 0 und |z| = 0 genau dann wenn z = 0,
2. z-Z=lz| - |Z|.
3 |z+7Z| < |zl +1Z|, 2,7 € C,
Beweis: 1) folgt sofort aus (5.3.4), 2) aus
171> = (z2)(z2) =2z727 = |z]21Z)%

und fiir 3) bemerken wir zuerst, daf3

2l = V(R2)2 + (I2)? = V(R2)? = |Rz| > Rz (5.3.6)

und deswegen, mit (5.3.5),

lz+7Z)? = (2+2)(z+2)=(+2)@+7) =z*+z27 +7Z + |7
= [P+ +zZ HI P < 2P +2 2] HZ PP = (2l +12))?
=2R (') =|zl|7|=lzll2’|
und die Behauptung folgt durch Wurzelziehen. m]

Hat man einmal einen verniinftigen Absolutbetrag!!, dann kann man iiber Folgen,
Reihen und deren Konvergenz reden, und zwar jetzt auch tiber Folgen und Reihen
in C.

Definition 5.3.6 (Komplexe Folgen & Reihen). Eine KOMPLEXWERTIGE FOLGE a :
N — C heiBt

1. KONVERGENT, wenn es ein a* € C und zu jedem 0 < & € R ein ny € N gibt,
so daB |a, — a*| < &, n > ny,

2. CaucHY-FOLGE, wenn es ein ny € N gibt, so daB |a, — an| < &, m,n > ny.

Eine KOMPLEXWERTIGE REIHE Xa heiBt KONVERGENT, wenn die (komplexwerti-
ge) Folge ihrer Partialsummen konvergiert und ABSOLUT KONVERGENT, wenn X|a|
konvergiert.

Ubung 5.3.3 Zeigen Sie: C ist vollstindig. o

HGenauer: Eine Metrik, aber mehr dazu erst in Analysis 2.
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Lemma 5.3.7 (Konvergenz im Komplexen). Eine komplexwertige Folge a konvergiert
genau dann, wenn die reellwertigen Folgen Ra und 3a konvergieren.

Beweis: Aus (5.3.6) sehen wir, daB |Rz| < |z| und |Jz| < |z|, so daB bei konver-
gentem a fiir n > ny auch

e > la, —a*| = |Ra, — Ra’| und e>lay,—a*| > |8a, — Ja”|

erfiillt ist und somit Ra,, — Ra* und Ja,, —» Ja*, was auch schon ,=“ beweist. Fiir
»<=“wihlen wir zu € > 0 den Index ng, so daBl |Ra,—Ra*| < eund |Ja,—Ja*| < &,
woraus

lan, — a*| = V|Ra, — Ra*|2 + |Ta, — Ja*|2 < V2&2 = V2e
folgt, die komplexe Reihe konvergiert also ebenfalls. m]

Da wir alle unsere Konvergenzkriterien fiir Folgen und Reihen im Komplexen ein-
fach wortwortlich kopieren kénnen, ldsst sich auch die Exponentialfunktion ohne
Probleme erweitern.

Korollar 5.3.8 (Komplexe Exponentialfunktion). Fiir jedes z € C konvergiert die
Reihe

exp(z) := Z i—k' (5.3.7)
absolut, die Grenzfunktion exp(z) ist iberall s];;;)ig und erfiillt die Funktionalgleichung
exp(z+7) = exp(z) exp(Z’). (5.3.8)
Auperdem ist exp(Z) = exp(z) und exp(z) = e° und es gilt
e =1,  eir=e™,  xeR. (5.3.9)

Beweis: Konvergenz und Fuktionalgleichung funktionieren exakt wie im reellen
Fall in Proposition 3.7.2 und Proposition 3.7.4, die Rechenregeln fiir die Konjuga-
tion liefern

00 —k o 7 [ k
— Z Z Z —
exp(D)=) 5= =D, 1 = <P,
k=0 k=0 k=0
weswegen
exp(ix) = exp(ix) = exp(—ix)
und damit
| exp(i)c)|2 = exp(ix) exp(—ix) = exp(0) =1
sein muss. |

Definition 5.3.9 (Trigonometrische Funktionen). Die Funktionen CosINUS und

SINUSs, definiert als

cos(x) := Re™ = % und sin(x) == Je™ = % (5.3.10)
i

nennt man TRIGONOMETRISCHE FUNKTION. Sie erfiillen per Definitionem die EU-
LERSCHE GLEICHUNG

€™ = cos(x) + i sin(x). (5.3.11)
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9.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Satz 5.3.10 (Trigonometrische Funktionen). Die Funktionen x +— sinx und x +—
cos x sind stetig und erfiillen

sinx +cos’x =1, (5.3.12)

und die ADDITIONSTHEOREME
cos(x+y) = cosxcosy—sinxsiny, (5.3.13)
sin(x+y) = cosxsiny+sinxcosy. (5.3.14)

AufSerdem ist cos eine GERADE FUNKTION, d.h. cos(—x) = cos(x) und sin eine UNGERADE
FUNKTION, d.h. sin(—x) = —sin(x).

Beweis: So schwer ist das alles gar nicht. Die Stetigkeit folgt aus der Stetigkeit von
exp: C — C, (5.3.12) aus (5.3.9),

1 = |e™]? = sin® x + cos? x,

die Additionstheoreme aus /Y = ¥+ = ¢i¥ ¢1¥ ynd damit

cos(x +y) +isin(x+y) = (cosx +isinx) (cosy+isiny)

= (cosxcosy—sinxsiny)+i(cosxsiny+sinxcosy).

Der Realteil dieser Identitdt ist dann (5.3.13), der Imagindrteil (5.3.14). Nach
(5.3.10) ist auBerdem
i(—x) —i(—x) —ix ix
cos(—x) = ¢ e = ¢ 2+e = cos(x)

2

und i(—x) i(—x) ] J
el (=%) _ pil=x —ix _ plx
sin(—x) = - = ¢ - = —sin(x).
2i 2i

O

Bemerkung 5.3.11 (Additionstheoreme & Musik). Verwendet man (5.3.13) mit
+y, so ergibt sich

cos(x +y) +cos(x — y)

= cosxcosy—sinxsiny + cosx cos(—y) — sinx sin(—y) = 2cosx cosy,

wtw’

und wenn man nun noch x = “5* und y = “’_Tw’ setzt, dann erhilt man die Formel
w+w w -
cos(w) + cos(w’) = 2 cos g OS5 (5.3.15)

die fiir unser Musikverstindnis eine wesentliche Rolle spielt. In der einfachsten
Form modelliert man ndmlich einen TON als eine Cosinusschwingung mit FRE-
QUENZ w und (5.3.15) sagt uns dann, was passiert, wenn zwei Tone gleichzei-
tig erklingen. Auf der rechten Seite sieht man ndmlich einen Ton der mittleren
Frequenz'?, auf den eine APLITUDENMODULATION angewendet wird, deren Fre-
quenz der halben Differenz der beiden Frequenzen entspricht. Das sind sogenannte

2Dje , TONHOHE® liegt also zwischen w und w’.
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SCHWEBUNGEN, die man als ein ,Wahwahwah“ wahrnehmen?® kann und die die we-
sentliche Grundlage der physiologischen Harmonietheorie darstellen, siehe [14]. In
der Praxis hat man Schwebungen auch benutzt, um Instrumente nach Gehér zu
stimmen, denn alle praktischen Stimmsysteme verwenden Tone, die nicht exakt
konsonant sind, sondern um ein definiertes Etwas davon abweichen.

Jetzt zuriick von der Musik zur Mathematik und zur Reihenentwicklung von Sinus
und Cosinus.

Proposition 5.3.12 (Sinus & Cosinus). Fiirx € R ist

x2k x?  x*
cosx = Z( l)k(Qk)' =1-5 +4—! - (5.3.16)
2k+1 3 5
. _ A _ X X
sinx = Z(—) 2k + 1)'—x—§+a—--- (5.3.17)
und beide Reihen konvergieren absolut.
Beweis: Fiir k € Ny ist
1, k e 4N()
k I k €4Ny+1
SRR k € 4N +2
—i, k € 4Ny + 3

und daher ist

o k (o]
. zx)
cos+isSimmx = Z Z
k: : :
4k+1 o0 4k+2 a 4k+3

- Z(4k)‘ Z(k+1)' Z(4k+2)' Z(4k+3)"

was wir nur noch in Real- und Imaginérteil aufspalten und geeignet zusammenfas-
sen miissen, um (5.3.16) und (5.3.17) zu bekommen. Die absolute Konvergenz ist
klar, da es sich in beiden Féllen um Teilreihen der absolut konvergenten Exponen-
tialreihe handelt. O

Die Reihen (5.3.16) sind eine Moglichkeit, Cosinus und Sinus auch praktisch zu be-
rechnen, allerdings muss man dann natiirlich nach endlich vielen Schritten abbre-
chen und sich {iberlegen, welchen Fehler man dabei macht. Solche Abschidtzungen
sind nicht weiter schwierig.

Lemma 5.3.13 (Fehlerabschitzung der Reihenentwicklungen). Fiirn € Ny ist

% xz |x|2n+2
cosx — Z( 1) 201 < Bror x| < 2n+3, (5.3.18)
und
' x2k+1 |x|2n+3
sinx—kZ(—) G| S v x| < 2n +4. (5.3.19)
0

«y

I3Njcht ,wahnemen®!
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9.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Beweis: Wir beweisen nur die erste Abschitzung, die zweite funktioniert analog.
Nach (5.3.16) ist

k x* _ 1k x*
cosx—Z(—) (2k)'_k;( )(2k)'

(_1)n+1

2n+2 o x2(k—n—1)

k—n-1
(2n + 2)! _Z (-1) 2%k (2k —1)--- (2n + 3)

x2k

2n+2 o0
(n +2)'( +Z;( (2n+2k+2)~-(2n+3))

(_1)n+1

und daher
2%

cosx — Z(— 1)k (;k)'

k=0

2k

|2n+2 X
1+ (-1 _|.
= 2n+2k+2)---(2n+3)

|x

~ (2n+2)!

=Xa
Die Reihe Xa mit

x2k

= = (-1)*
a=a)= DG oy @y F

summiert wegen |a;| < |a1|* eine monoton fallende alternierende Nullfolge wenn

xQ
1 = > = s
w>lal =5 oD
also sicherlich wenn x < 2n + 3 ist. Dann ist
0<(ap—ai)+(ag—ag)+---=Za=a9g— (a1 —ag)—---<ap=1,
S S [
>0 >0 >0
woraus (5.3.18) unmittelbar folgt. O

Jetzt begeben wir uns auf die Suche nach einer ,magischen Zahl“.

Lemma 5.3.14 (Nullstelle des Cosinus). Im Intervall [0,2] hat die Funktion x —
cos(x) genau eine Nullstelle.

Beweis: Daf3 cos(0) = 1 ist, kann man aus (5.3.16) ablesen, an x = 2 verwenden
wir die Abschédtzung mit n = 1 und erhalten, da83
22 ot 16

2 1
2<(1-gp+=1-2+ = -1+5=—2
cos ( ) + +24 +3 3<O,

so daB3 nach dem Nullstellensatz 4.2.1 cos x mindestens eine Nullstelle in [0, 2] haben
muss. Uber die Restgliedabschitzung (5.3.19) zeigt man auBerdem, daB sinx > 0,
x € (0,2]: Fiir n = 0 ergibt sich!* aus (5.3.19)

Jx[? Jxc? Jx[?

[sinx — x| < — = ——— <sinx —x £ —
3! 6 6

MDer Trick, eine Ungleichung [x| < y in —y < x < y aufzuspalten, ist oft hilfreich und daher
durchaus (be)merkenswert.
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und die linke der beiden Ungleichungen ldsst sich fiir x > 0 in

. 3 . 2
sinx >x—-—=x|1-—
6 6

umformen, was fiir 0 < x < 2 positiv ist. Aus der Identitét
cos(x+y) —cos(x —y) =—2sinxsiny
erhdlt man als Analogon zu (5.3.15), daB fiir x,x" € [0,2], x > x’

€[0,2] €[0,2]
— —
, Cox+x o x—=x
cosx — cosx = —2sin sin <0,

2 2

— —
>0 >0

weswegen der Cosinus strikt monoton fallend ist und daher héchstens eine Null-
stelle haben kann. m|

Definition 5.3.15 (7). Als KrReiszaHLY 7 bezeichnen wir die eindeutige Zahl
n € [0,4] mit der Eigenschaft cos § = 0.

Satz 5.3.16. ¢™ = —1.

Beweis: Da cos § = 0 ist sin? 3= 1-cos? g =1,alsosin§ € {+1} und da sin§ > 0,
ist sin § = 1. Damit ist
€'? =cos=+isin— =i
2 2
S~ S~
=0 =1
also
in im\2 _ 9 ism _ 23 . 2n _ 4
e :(62) =" =-1, et =% = —j, e =i"=1, (5.3.20)
was sogar noch deutlich mehr ist. ]

Korollar 5.3.17 (PERIODIZITAT). Die Funktionen x — e™ und damit auch x — cosx
und x — sinx sind 2mr—PERIODISCH, d.h.

e +2m) _ pix cos(x + 27) = cos x, sin(x + 27) = sinx

Beweis: Folgt wegen (5.3.20) alles aus el (X +21) — plx QImi — pix O

Aufgrund der Periodizitét sind Sinus und Cosinus zwar auf ganz R definiert, aber
kennt man sie auf [0, 2r], dannt kennt man sie iiberall, da sich jedes x € R als
x=2kn+x', k € Z, x € [0,2r) schreiben lidsst. Das kann man auch formalisieren.

1®In Kreuzwortritseln auch gerne als LUDOLF’SCHE ZAHL bezeichnet, nach Ludolf/Ludolph van
Ceulen, 1540-1610, Fechtmeister (bei dem Namen) und Mathematiker, der 7 auf 35 Dezimal-
stellen berechnete, siehe [5].
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9.3 Komplexe Zahlen und trigonometrische Funktionen

Abbildung 5.3.1: Links: Cosinus (r0¢) und Sinus (blau) auf dem Intervall
[-10,10], so daB man ein paar Schwingungen und die PERIODIZITAT sieht.
Rechis: Der Sinus auf dem Intervall [0, 27].

Definition 5.3.18 (Torus). Der Torus T ist die Menge aller Aquivalenzklassen
von R beziiglich der Aquivalenzrelation

’

X=X 1= x—x € 2nZ.

Als REPRASENTANTENMENGE fiir T kann jedes Intervall der Liange 27 gewdhlt wer-
den, beispielsweise [-m, 7] oder [0, 27].

Bemerkung 5.3.19. Ein wichtiger Unterschied zwischen T und [0, 2x] ist, daB auf
dem Torus Addition und Subtraktion immer wohldefiniert sind: Ist x —x" < 0 oder
x +x" > 2m, dann addiert oder subtrahiert man solange 2, bis man wieder im
Intervall gelandet ist. Da das alles in derselben Aquivalenzklasse liegt, handelt es
sich immer noch um dasselbe Element von T.

Jetzt aber noch ein paar Eigenschaften von Cosinus und Sinus.
Proposition 5.3.20. Firx € R gilt

1. cos(x+m) = —cosx und sin(x + ) = —sinx,

2. cosx = sin(§ —x) und sinx = cos(5 — x).

3. Die NULLSTELLENMENGE des Cosinus ist

{xER:cosx:O}:{g+kﬂ:k€Z}, (5.3.21)
die des Sinus
{xeR:sinx=0}=nZ=1{kn:keZ}. (5.3.22)
Beweis: Da
') = o7 o = (_1)(cosx +isinx) = — cosx —isinx
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ist, folgt 1) und wegen
i(Z— L . . . . .
(27 = ¢!% 7 = j(cosx —isinx) = sinx +i cosx

ist 2) auch nicht wirklich schwerer. Fiir 3), genauer, fiir (5.3.21), erinnern wir
uns daran, daB § die einzige Nullstelle des Cosinus im Intervall [0,2] ist und
da cos —x = cosx, sind +7 auch die einzigen Nullstellen des Cosinus im Intervall
[-2,2] o [-7,5], dal® 7 < 4. Wegen 1) gibt es damit auch keine Nullstelle im
Intervall 7 + (-5, 5) = (3, %71) und %JT ist dann die nédchste Nullstelle. Mit die-
sem Argument und 1) folgt dann (5.3.21), was dann zusammen mit 2) auch sofort
(5.3.22) liefert. O

Jetzt haben wir unser Sammelsurium von von trigonometrischen Funktionen auch
fast beisammen.

Definition 5.3.21. Die Funktionen TANGENS und COTANGENS sind definiert als

sin x COSX

tanx := , Xx€eR\ (g +7TZ) , cotx := , xeR\nzZ. (5.3.23)

COoSX sin x

Tangens und Cotangens sind stetige Funktionen, aber sie haben Ausnahmepunkte,
sogenannte POLE, an denen durch Null dividiert wird, so dal die Funktion dort
den Wert +co annimmt. Da die Nennerfunktion einen Vorzeichenwechsel hat, die
Zihlerfunktion aber von Null verschieden ist, springen die Funktionen sogar von
+00 nach Foo.

Sinus, Cosinus und Tangens haben auf den richtigen Intervallen auch Umkehr-
funktionen. Dazu muss man sich natiirlich tiberlegen, auf welchen Intervallen die
trigonometrischen Funktionen positiv oder negativ bzw. monoton steigend oder
monoton fallend sind.

Definition 5.3.22 (Umkehrfunktionen). Die Umkehrfunktion des Sinus ist der ARr-

CUSSINUS
T

in : _171 [__’ _] >
arcsin : [ ] — 3

die des Cosinus der ARCUSCOSINUS
arccos : [-1,1] — [0, 7]

und die des Tangens der ARCUSTANGENS

T
an o (2.
arctan : R — (-3, 7
Die hier angegebenen Abbildungsbereiche nennt man HAUPTZWEIGE der Funktio-
17
nen

Zum Abschluss noch zwei Bemerkungen zu den komplexen Zahlen, die geometrisch
wie praktisch von groBer Bedeutung sind.

16Es sollte sich herumgesprochen haben, daBl 7 = 3.1414592 ... bzw. & ~ %, was die alten Agypter
verwendet haben. Man kann 7 beispielsweise aus der Reihenentwicklug des Cosinus und der
Nullstellenforderung durch Intervallschachtelung ermitteln, siehe [10].

17Und wegen der Periodizitit gibt es immer noch weitere Zweige.
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Proposition 5.3.23 (Polardarstellung komplexer Zahlen). Jede Zahl0 # z € C kann
eindeutig’® als .
z=zle”,  0€[0,2n), (5.3.24)

geschrieben werden.

Beweis: Wir setzen 7/ = |§T’ so daB3
1=17]* = (RZ)* + (92)

gilt. Da (R7')? € [0,1] ist Rz’ € [-1,1] und @ := arccos Rz’ € [0, ] ist wohldefi-
niert. Dann ist nach (5.3.12)

Iz = +V1 - (Rz2)2=+V1 - cos?a = +sina =: sin .

Nun setzen wir nur noch

9:{ a, a=p0
a

9 — a, = 0 € [0,2n),

’
2

dann ist
7 =cosf+isinf = e, 0 € [0,2n),

wie behauptet. m]

Definition 5.3.24 (Phase). Die Zahl 0 in (5.3.24) nennt man auch PHASE! oder
ARGUMENT der komplexen Zahl z.

Bemerkung 5.3.25 (Multiplikation). Durch Proposition 5.3.23 haben wir eine geo-
metrische Interpretation der Multiplikation komplexer Zahlen:

ZZI — |Z| €i9 |Zl| 6[9' — |Z||ZI| ei(9+9/)’
man multipliziert also die Betrdge und addiert die Phasenwinkel. Insbesondere

kann die Multiplikation mit einer komplexen Zahl auch als Rotation des anderen
Faktors in der ZAHLENEBENE aufgefasst werden.

Proposition 5.3.26 (Einheitswurzeln). Firn > 2 hat die Gleichung 7" = 1 in C genau
die n Lisungen .
oy = eZrikin, ke{0,...,n-1}, (5.3.25)

die man n—1E EINHEITSWURZELN nennt.

Beweis: Da

g = () =it =1, k=0, -1
ist jedes { eine Losung von z" = 1. Sei nun z eine beliebige Losung, dann ist unter
Verwendung von (5.3.24)

1=|"=]z" = |zd=1 = z=¢",

18Und fiir z = 0 ist die Darstellung (5.3.24) sogar fiir jedes 6 € R erfiillt, wir brauchen die Unter-
scheidung also wirklich nur fiir die EINDEUTIGKEIT.
YDas kommt von der Interpretation als Wechselstrom oder als akustisches Signal.
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und damit
0\" _ in6 o
1:(6’ ) = ¢"" = cosn6 + i sin no,

so daB3 nf eine Nullstelle des Sinus sein muss, was zu
nbenZ o= eeEZm[o,Qn)z{—:k:O,...,Qn—l}
n n

fiihrt. Da
cos2kn=1 und cos(2k+1)mr=-1, k=0,...,n-1,

bleiben fiir z* = 1 nur die geradzahligen Vielfachen von 7 iibrig, was genau die
Einheitswurzeln {; liefert. O

Mit Hilfe der Sinusfunktion kann man auch eine ,etwas andere“ Form der Unste-
tigkeit produzieren. Bisher war unser Bild von Unstetigkeiten auf abgeschlossenen
Intervallen?’ immer das einer Sprungfunktion, aber es gibt auch andere Funktio-
nen wie

f(x) = sin%, x € [-1,1],

wobei man f(0) € R beliebig vorschreiben kann. Diese Funktion ist nicht stetig an
x =0, da sie in jeder Umgebung von 0 jeden Wert aus [-1, 1] beliebig oft annimmt.
Die Funktion

f(x) = xsin%, f(0):=0,

hingegen ist sogar stetig auf ganz R.

2Dann ist da ja auch noch x + 1/x auf (0,1) ...
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Differentiation 6

[-..] if you don’t understand the math you can’t write the code.

(Neal Stephenson, Cryptonomicon)

Jetzt ist es mehr als an der Zeit, endlich auch den Begriff der Ableitung einzu-
fithren. Die Differentialrechnung wurde um 1700 héchstwahrscheinlich unabhédngig
voneinander! von Newton und Leibniz entdeckt bzw. erfunden, was zu einem Prio-
ritdtenstreit fiihrte, der fiir eine Vielzahl von Anekdoten sorgte und immer noch
sorgt.

6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 6.1.1 (Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : D — R hei3t DIFFEREN-
ZIERBAR an x € D, wenn der Grenzwert

f(x) := lim M, x' #x, (6.1.1)

)C’—UC x/_x

existiert. Der Wert f’(x) heiit DIFFERENTIALQUOTIENT oder ABLEITUNG von f an
der Stelle x. Ist f an allen x € D differenzierbar, so nennt man f” die ABLEITUNGS-
FUNKTION von f und schreibt auch % dafiir.

Bemerkung 6.1.2.

1. Zur Erinnerung: Der Grenzwert in (6.1.1) ist so zu verstehen, daB fiir jede
Folge x,, ¢ D \ {x} mit x,, — x der Grenzwert

o Pl = f)
c=11m ———-—--

n—eo X, —X
existiert? und von der gewihlten Folge unabhingig ist.

2. Alternativ kann man den Differentialquotienten® auch als

Jx+h) - f(x)
? :

schreiben, was auch fast gebrduchlicher als (6.1.1) ist.

f'(x) = lim h#0, (6.1.2)

1 Auch wenn das immer wieder Anlass fiir historischen Disput ist, siehe [6].

2 Also insbesondere auch nicht ,= co* ist!

3Im Rahmen der Falsographiereform schreibt man neuerdings auch , DIFFERENZIALQUOTIENT,
aber das kommt dann auch von Leuten, denen solch debile Sprachverwirrungen wie ,numme-
rieren“ eingefallen sind und die wahrscheinlich bald ein groBes Austauschprogramm fiir die
Verkehrsschilder fordern, auf denen seit vielen Jahren félschlicherweise ,,Stop“ steht.
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6 Differentiation

3. Die geometrische Interpretation von (6.1.1) ist, den Ausdruck auf der rechten
Seite als Steigung der SEKANTE durch die beiden Punkte f(x) und f(x") zu
interpretieren und im Grenzwert diese beiden Punkte so zusammenriicken
zu lassen, daB sich am Ende die TANGENTE an die Kurve ergibt.

Beispiel 6.1.3 (Einfache Ableitungen).

1. Fiir f = ¢ € Riist fiir alle x,x” € D auch f(x") — f(x) = ¢ — ¢ = 0 und damit

. S - fx) 0o
lim ———~= lim —— =0,
X' —x, x'#x x' —x X' —-x, x#x X' — x
———
=0

fiir f(x) = x ergibt sich ganz analog

S - fx) . X —x
llm _— = hm
X' —x x —x Xoxx' —x

=1.

2. Fir f(x) = |x| und die Folge x, = % — 0 =: x erhalten wir

o f) - ) a0
lim = lim T =1,
n—oo Xp—X n—oo o=
mit x,, = —,ll hingegen,
1
- ==0

lim M = lim ”1 =-1.
n—oo Xnp—X n—oo _1 _

Hier existiert zwar in beiden Fillen ein Grenzwert, aber der ist nicht von der
Folge unabhingig. Allerdings gdbe es dann auch eine ,wirklich bése® Folge,
siehe Ubung 6.1.1.

Ubung 6.1.1 Zeigen Sie: Gibt es Folgen x,, x/, mit

. . 4
lim x, = lim x;, = x,

n—>0oo n—oo
aber )
_f) = f(x) L ) - f(X)
lim —————~ # lim e E——
n—oo Xn—X n—0oo Xp —X

dann gibt es auch eine Folge y, mit y, — x, fiir die die Folge
S ) = f(x)
Yn —X
divergiert. o

Interessant ist die nidchste Aussage, die Differenzierbarkeit als gute Approximier-
barkeit von f durch lineare Funktionen beschreibt.
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6.1 Definition und einfache Eigenschaften

Satz 6.1.4. Eine Funktion f : D — R ist genau dann an der Stelle x differenzierbar,
wenn es eine Konstante c € R gibt, so dafs

F(X) = f(x) +c(x' —x)+p(x) und lim P () =

xl_)xxl_x

0. (6.1.3)

=L(x’)
Beweis: Fiir ,=“ nehmen wir an, da3 f an x differenzierbar ist und setzen einfach
einmal ¢ := f’(x). Dann ist

e(x) = f(x) = f(x) = f()(x" = x)

und damit
lim M - lim (M _ f/(x)ﬂ) = lim M —f'(x) = 0.
X—-=xx'—x x'—x x' —x X' —x x'—x X' —x
=f'(x)
Fiir die Umkehrung ,,<“ betrachten wir
fim L) SOy (C(x 0, ‘P(’”) = et lim 29 _
x'—x x' —x ¥-x\ x'—x x' —x x'-xx'—Xx
| ——
=0
also ist auch f’(x) = c. O

Die Aussage von Satz 6.1.4 ist also, daB es die magische AFFINE FUNKTION? ¢ :
f(x) + f'(x)(- —x) gibt, die f so gut anndhert, daB3 der Fehler ¢(x’) schneller als
x —x’ gegen Null geht.

Korollar 6.1.5 (Stetigkeit). Ist f : D — R inx € D DIFFERENZIERBAR, so ist f in x
auch STETIG.

Beweis: Wegen (6.1.3) ist
lim f(x') = lim (f(x) + /() (¥ =2) +¢(x))

X' —x

£+ 60 lim (=) + Jim (¢ =0 2 = )

=0 =0
und der Rest ist Satz 4.1.2. O

Jede differenzierbare Funktion ist stetig und die Umkehrung gilt, wie f(x) = |x|
zeigt, natiirlich nicht. Allerdings ist diese Funktion ja nur an einer Stelle nicht
differenzierbar, nimlich am , Knick“. Natiirlich kann man Funktionen bauen, die
beliebig viele Knicke haben und selbst auf einem endlichen Intervall unendlich
viele Knicke provozieren. Aber gibt es auch Funktionen, die stetig und nirgends
differenzierbar sind? Das war lange Zeit eine offene Frage und wurde erst 1909
von Faber in [9] positiv beantwortet. Die Konstruktion ist erfreulich elementar,
aber trotzdem trickreich und liefert beliebig ,zackige“ Funktionen.

‘Die Namen ,,affine Funktion® und ,,LINEARE FUNKTION® werden oftmals synonym verwendet, aber
genau genommen ist eine lineare Funktion von der Form f : x - ax, und damit f(x+y) =x+y
und eine affine Funktion von der Form f : x — ax+b, was nur noch f(ax+(1-a)y) = ax+(1-a)y
ergibt.
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6 Differentiation

Beispiel 6.1.6 (Ableitung der Exponentialfunktion). Um die Ableitung von f(x) =
exp(x) zu berechnen, erinnern wir uns, daf3

exp(x + h) — exp(x) ~ exp(x) exp(h) —1
h h
1 < k¥ o k1 o Wk
= exp(x) —- — =exp(x) — =exp(x) (1 + )
h kZ:; k! ; k! ; (k +1)!

exp(x) + exp(x) h kZ:(:) m — exp(x),

—_————
—0

wann immer 7 — 0. Also ist exp’ = exp.

6.2 Rechenregeln
Als néchstes die allseits bekannten Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen.

Satz 6.2.1 (Grundrechenarten). Sind f,g: D - Ranx € D diﬁérenzierbaﬁ, dann
gilt:

1. Af und f + g sind differenzierbar an x und es gilt
(Af) (x) =2 f'(x), (f+8)(x) = f'(x) + g (x). (6.2.1)
2. f - g ist differenzierbar an x mit
(f-8)'(x) = f(x)g"(x) + f(x)g(x). (6.2.2)
3. Ist zusitzlich g(x) # 0, dann ist auch f/g an x differenzierbar und es gilt®

(i f f' ()8 (x) = F()8'(x)

I g ) (6.2.9)

)(X)=

Beweis: Punkt 1 und (6.2.1) folgen sofort aus den Rechenregeln fiir Folgen und
deren Grenzwerte. Fiir die PRODUKTREGEL (6.2.2) betrachten wir

Jx+h)glx+h) - f(x)g(x)
h

= () = PG+ B) + () (g + ) = g ()
JED G ooy, B4R 5

N—— I’l
—g(x)

f(x) = ff(0)gx) + f(x)g'(x),

= f(x) —g'(x)

SMit der Konsequenz, daB es Folgen x,, # x mit x,, — x gibt.
SWir verwenden hier {ibungshalber einmal die andere Notation.
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6.2 Rechenregeln

was man auch als formalen Grenziibergang schreiben kann und was 2) beweist’.
Fiir 3) bemerken wir zuerst, daB g(x) # 0 wegen der Stetigkeit auch g(x + i) # 0
fiir alle hinreichend kleinen |4| bedingt®, und fiir alle solchen # gilt dann

1\ 1 1 1 g(x) —g(x+h)
G -3l )-

h\gtx+h)  gk))  hglx+h)g)
_ 1 glxth) —glx) = —g'(x)
g(x+h)g(x) h g2 (x)’

und unter Verwendung von (6.2.2)

o1 S0 fReW
(g) o) =1 (x)g(xﬁf(x)(g) M= em
F(0)8(0) = F ()8 (0)
g%(x) ’

was genau die QUOTIENTENREGEL’ (6.2.3) liefert. O

Beispiel 6.2.2 (Ableitung der Polynome). Verifizieren wir doch einmal unsere
schonen neuen Regeln an den Funktionen der Form f(x) = x", n € Ny. Ein derar-
tige Funktion nennt man POLYNOM, oder, um genau zu sein MONOM, schlieflich
handelt es sich ja nur um einen einzigen Term. In der Tat gilt

f(x)=nx"",  neN, (6.2.4)

was man durch Induktion iiber n auch leicht nachweist: Fiir n = 0 ist!® f(x) =1
und daher'! f/(x) =0=0-x71 fiir'> n =1 ist f(x) = x und

fx+h) - f(x) x+h-x
h )
und der Induktionsschritt ergibt sich mit (6.2.2) aus

d d

— " = —(x - x") =x"+xnx" = (1 +n)x".

dx dx

Die Formel (6.2.4) gilt aber sogar fiir n € Z, denn ist ist n := —m < 0, so ist,
natiirlich fiir x # 0,

f(x) = =1=1-x",

’ m—1-2m -m-1
f(x) o )2 mx mx nx
"Wenn der Differentialquotient existiert, und den haben wir ja gerade ausgerechnet, dann ist die
Funktion differenzierbar.
8In dem ,e—6“ Kontext der Stetigkeit brauchen wir nur 0 < & < |g(x)|“ zu wéhlen und dann |A| < 6.
Wer’s jetzt noch nicht kapiert hat, sollte den Beweis dringend als Ubung ausformulieren!
9Bekannt als ,NAZ-ZAN durch N Quadrat®.
1OWer genau aufpasst findet hier eine 0° = 1-Konvention, was aber einfach nur eine stetige Fortset-
zung der Funktion ist, und wer will sich schon durch eine Unstetigkeit an 0 das Leben schwer
machen?
HSchon wieder eine stetige Fortsetzung!
2Das ist der Induktionsanfang fiir Feiglinge, denn wie wir in den Funoten gesehen haben, enthilt
der Fall n = 0 ein paar implizite Annahmen der stetigen Fortsetzung.

m—1
d 1 mx o1
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6 Differentiation

Der ndchste Satz sagt anschaulich, daB3 beim Vertauschen von x und y = f(x) die
Steigung durch ihren Reziprokwert zu ersetzen ist.

Satz 6.2.3 (Inverse Funktion). Sie f : D — R eine stetige, streng monotone Funktion™,

die an x € D differenzierbar ist und fiir die f'(x) # 0 gilt. Dann ist f ' an 'y = f(x)
differenzierbar und es gilt

11
@) ()
Beweis: Wir wissen bereits, daB f~! fiir y € D’ = f(D) existiert und stetig ist. Sei

yn C D’ eine Folge mit y, — y, wobei y, = f(x,) mit x, — x, dann ist

o) =10 UG - ) xe—x

Yn—Y - fxn) = f(x) fxn) = f(x)

was fiir n — oo gegen 1/ f’(x) konvergiert. i

d .,
d_yf (y) = (6.2.5)

Beispiel 6.2.4 (Ableitung des Logarithmus). Das klassische Beispiel fiir eine Um-
kehrfunktion ist f(x) = log(x) = exp~(x). Aus (6.2.5) folgt dann

o) =loe'(x) = L 1 1
J(x) = log(x) = exp’(log(x))  exp(logx) x’
Satz 6.2.5 (Kettenregel). Sind g : D — R und f : g(D) — R differenzierbar an
x € D und g(x) € g(D), dann ist f o g an x differenzierbar und es gilt die KETTENREGEL
(fog)(x)=f"(g(x)) g (x). (6.2.6)
Beweis: Fiir y € D’ = g(D) setzen wir
- X
* O - flal)
() = y=g) (6.2.7)
f'(g(x)), y =g(x),

und da f differenzierbar ist, gilt
lim f*(y) = f"(g(x)).
y—g(x)
AuBerdem erhalten wir aus (6.2.7) und der Stetigkeit von f, daf3
FO) = fx) =M -gkx), yeD

Damit ist fiir jede Folge x, ¢ D \ {x} mit x, — x

o L80) — fg() . SOn) — f(8(x))

(fog() = lim TSN TSN _ iy SO =T
_ i SO On—g@) f*(yn)g(xn) - 8(x)
n—00 Xp—X n—co n—
= gim ) lim SO T8O o) .
o n
=f"(g(x)) =g’ (x)

IBWir brauchen das, damit die Umkehrfunktion existiert.
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6.3 Hohere Ableitungen

Beispiel 6.2.6 (Trigonometrische Funktionen). Mit den Rechenregeln aus Satz 6.2.1
kénnen wir Beispiel 6.1.6 auch auf die trigonometrischen Funktionen erweitern:

— cosx +i— sinx = (cosx + i sinx)’
dx dx

= (exp(ix))' =iexp(ix) =i (cosx +isinx) =icosx — sinx,
und so erhalten wir die bekannten Regeln

(cosx)’ = —sinx, (sinx)’ = cosx. (6.2.8)

6.3 Hohere Ableitungen

Was man einmal machen kann, kann man natiirlich wiederholen und so Funktionen
auch mehrfach ableiten. Dazu aber erst einmal eine Definition.

Definition 6.3.1. Eine Funktion f : D — R heilt DIFFERENZIERBAR in D, wenn
f an jeder Stelle x € D differenzierbar ist, also f’ als Funktion von D nach R
existiert. Die Funktion f heiflt STETIG DIFFERENZIERBAR auf D, wenn die Funktion
f’ auBerdem auf D stetig ist.

Es ist gar nicht so einfach, Funktionen zu finden, die differenzierbar, aber nicht
stetig differenzierbar sind, denn Sprungstellen, die typischen Unstetigkeiten helfen
nicht.

Beispiel 6.3.2. Die Funktion f(x) = x* sin}c mit £(0) = 0, siehe Ubung 6.3.1, hat
nach (6.2.8) die Ableitung

1 1\ -1 1 1
f'(x) = 2x sin = + x? cos (—) —5 = 2xsin— —cos -,
X x| x X X
die an x = 0 nicht stetig ist, sondern in jeder Umgebung von x = 0 jeden Wert
zwischen —1 und 1 annimmt. Dennoch existiert

1
) = iy LD = SO _ Wsing 1
F0) = Jim = = pm T msing = 0.

Ubung 6.3.1 Zeigen Sie: Fiir jedes k € N ist die Funktion f(x) = xf sin}c stetig auf
R, wenn man f(0) = 0 setzt. o

Ist nun f’ : D — R als Funktion definiert!* und ist x € D ein Punkt, zu dem es
Folgen x, € D \ {x} gibt, so daB limx, = x, dann konnen wir auch fiir f’ einen
Differentialquotienten bilden und erhalten

17 NG . f,(x,) —f,(X)
10 = (F) () = lim L 2T, (6.3.1)
X'—Xx X — X
sofern der Limes rechts existiert. Existiert f”, dann ist natiirlich nach Corollar 6.1.5
auch f’ an dieser Stelle stetig. Diese Idee kann man in einer rekursiven Definition

formalisieren.

14Erst einmal ganz egal, ob stetig oder nicht.
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6 Differentiation

Definition 6.3.3 (Hohere Differenzierbarkeit). Eine Funktion f : D — R heil}t £
MAL DIFFERENZIERBAR auf D, k € N, falls f k —1 mal differenzierbar ist und die
Funktion f*-1 := % f auf D differenzierbar ist. Hierbei ist Differenzierbarkeit
als 1-malige Differenzierbarkeit zu verstehen. Die entsprechende kTE ABLEITUNG
bezeichnen wir mit £,

Ist f eine k mal differenzierbare Funktion und ist f*©) stetig auf D, so nennen wir
dies kK MAL STETIG DIFFERENZIERBAR. Die Menge aller k mal stetig differenzierbaren

Funktionen auf D bezeichnen wir mit C*(D), wobei C°(D) = C(D).

Bemerkung 6.3.4. Hohere Differenzierbarkeit an einer Stelle ist ein wenig un-
handlich, denn um £ (x) zu bestimmen brauchen wir ja Differentialquotienten
von f*~D um x herum, so daB zumindest diese Funktion zumindest auf einem
Teil von D in der Néhe von x existieren muss. Dann kénnen wir alles auch gleich
auf ganz D machen und schlimmstenfalls lieber D verkleinern.

ﬁbung 6.3.2 Zeigen Sie: C*(D) ist ein Vektorraum iiber R und geben Sie die
(iberraschende) Rechenregel fiir o f + 8g, @, B € R, f,g € C*(D) an. o

Ubung 6.3.3 Beweisen Sie die LEIBNIZ-REGEL

n
(f )" @ =) (Z)f“‘) (1)g" ). nen. (6.3.2)
k=0
Hinweis: Induktion konnte funktionieren. ¢
Ubung 6.3.4 Berechnen Sie (f o g)” und (f o g)”. o

6.4 Extrema, Zwischenwerte und schone Dinge
Wir beginnen mit ein wenig Extremismus.

Definition 6.4.1 (Extrema). Ein Punkt x € D heilt LOKALES MINIMUM bzw. LO-
KALES MAXIMUM einer Funktion f : D — R, wenn es ein € > 0 gibt, so daf

f(x) < f(X) bzw. f(x) > f(x), xX'eD,|x —x|<e. (6.4.1)

Ein LOKALES EXTREMUM ist ein lokales Minum oder ein lokales Maximum!®. Man
bezeichnet ein lokales Extremum als STRIKTES LOKALES EXTREMUM, wenn in (6.4.1)
die strikte Ungleichung fiir x" # x gilt.

Extrema kann man iiber die Ableitung beschreiben. Allerdings muss man mit dem
Definitionsbereich ein weig aufpassen.

Satz 6.4.2 (Extrema & Ableitungen). Sei f € C'[a,b] und x € (a,b) ein lokales
Extremum von f. Dann ist f'(x) = 0.

*Verstandnisfrage: Ist auch beides gleichzeitig maglich?
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6.4 Extrema, Zwischenwerte und schone Dinge

Beweis: Wir nehmen an, f hitte an x ein Maximum, fiir Minima funktioniert der
Beweis analog.

Da x € (a,b) gibt es zu dem magischen &£ > 0 aus Definition 6.4.1 Folgen
X5 >x > x,, mit

xr —x] <&  und lim x! = lim x, = x.

n—oo n—oo

Da f(x) > f(x) ist, gilt auch

<0 <0
+ — - [—
f(xnz J(x) <0< f('xnz f(x)
X, —X X, — X
——— ——
>0 <0
und somit
N o
02 tim L@ s FE S
n—oo X, —X n—oo Xp — X
wovon sich f’(x) = 0 ablesen lisst. O

Bemerkung 6.4.3 (Ableitung = 0).

1. Die Bedingung f’(x) = 0 ist nur eine NOTWENDIGE BEDINGUNG fiir die Exis-
tenz eines lokalen Extremums, die aulerdem nicht zwischen Minima und
Maxima unterscheiden kann.

2. Damit der Beweis funktioniert, brauchen wir zwei Folgen, die sich von rechts
und von links an x annidhern, der Punkt x darf also kein RANDPUNKT des
Intervalls sein.

3. Fir Randpunkte ist die Aussage von Satz 6.4.2 sogar falsch. Das einfache
Beispiel ist die Funktion f(x) = x auf dem Intervall [0,1]: Der Randpunkt
x =1 ist ein lokales Maximum der Funktion, aber /(1) =1 # 0.

Als nidchstes gibt es Varianten des Zwischenwertsatzes fiir Ableitungen. Da wir
auch fiir den Zwischenwertsatz Funktionen auf einem INTERVALL / betrachtet ha-
ben, fiir die zu je zwei Punkten x,x” € [ auch alle Zwischenpunkte zu / gehort
haben!®, werden wir das auch hier benétigen. AuBerdem spielen, wie wir gerade
gesehen haben, bei Ableitungen die Randpunkte eine gewisse Rolle, so daf§ wir
jetzt ein bisschen sorgfiltiger zwischen offenen und abgeschlossenen Intervallen
unterscheiden miissen.

Satz 6.4.4 (Satz von Rolle). Seia < b und’’ f € Cla, b]NC'(a, b) und f(a) = f(b).
Dann gibt es ein x € (a, b) mit f'(x) = 0.

Normalerweise formuliert man den Satz von Rolle in einer minimal schwicheren
Form als Aussage tiber Nullstellen.

16Allgemein bezeichnet man so etwas als eine KONVEXE MENGE.
7Nette Ubung: Geben Sie eine Funktion f € C!(a, b) mit f ¢ C[a,b] an.
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6 Differentiation

Korollar 6.4.5 (Rolle klassisch). Sei f € CY(I) und x1,x9 € I mit x1 < x9 und
f(x1) = f(x9) = 0. Dann gibt es ein x € (x1,x9) mit f'(x) = 0.

Beweis von Satz 6.4.4: Ist f konstant, dann ist f// = 0 und der Satz ist tri-
vialerweise richtig. Wenn nicht, dann ist entweder minye(,p) f(x) < f(a) oder
minye(qp) f(x) > f(a) und da f eine stetige Funktion auf dem abgeschlossenen
Intervall [a, b] ist, wird das Extremum an einer Stelle x € (a, b) angenommenls,

die dann auch ein lokales Extremum ist und daher f’(x) = 0 erfiillt. O

Proposition 6.4.6 (Zwischenwertsatz fiir Ableitungen). Ista < b und f € C[a, b]N
Cl(a,b), dann gibt es x € (a, b), so daf8

f(b) - f(a)
a

o = £ (x). (6.4.2)

Beweis: Voraussetzungen und Positionierung dieses Resultats legen nahe, daB hier
der Satz von Rolle hilfreich sein konnte. Dazu betrachtet man g € C[a, b], definiert

durch
g = s - LD g
mit g(a) = f(a) = g(b). Nach Satz 6.4.4 gibt es ein x mit
0=¢'(0 = (v - LD
was genau (6.4.2) ist. O

Aus (6.4.2) folgt direkt die ndchste Aussage.

Korollar 6.4.7. Ista < b und f € Cla,b]NC (a,b) mitm < f'(x) < M, x € (a,b),
dann ist
m(b—a) < f(b)— f(a) < M(b-a).

Ist insbesondere m = M = 0, also f’ = 0, so ist f konstant.
Mit Korollar 6.4.7 kénnen wir unsere erste DIFFERENTIALGLEICHUNG l6sen.
Proposition 6.4.8. Fiir c € R ist jede Lisung der Differentialgleichung

f(x) =c f(x), x €R, (6.4.3)

von der Form f(x) = 1e“*, 1 € R.

Beweis: Mit g(x) = e “"f(x) ergeben die PRODUKTREGEL aus Satz 6.2.1 und
(6.4.3), daB3
g'(x) = (o) f(x)+e™ f/(x) = (—cf(x) +cf(x)) =0,
——
=cf(x)
also ist nach Korollar 6.4.7 g(x) = A fiir ein A € R und damit f(x) = 1e*. O

18Dje Randpunkte kénnen es ja nicht sein, da wir ,,<“ bzw. ,,>“ abgenommen haben.
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6.4 Extrema, Zwischenwerte und schone Dinge

Proposition 6.4.9. Ist a < b und f € Cla,b] N Cl(a,b), dann ist f genau dann
MONOTON STEIGEND, wenn f'(x) > 0, x € (a, b), und monoton fallend falls f'(x) < 0.
Gelten die strikten Ungleichungen, so ist auch die Monotonie strikt.

Beweis: Wir beweisen es fiir monoton steigende Funktionen, fiir fallende Funktio-
nen geht es genauso. Fiir ,=“ betrachten wir eine Folge x, > x und erhalten sofort,

daB
n—oo Xy — X
| —
>0
Fiir ,<“ nehmen wir an, dal f'(x) > 0, x € (a,b) und wihlen a < x < x’ < b.
Dann gibt es nach Proposition 6.4.6 ein £ € (x,x”) mit

f&) = flx) =" =x) f'(€) 20,
~———— ——
>0 >0

und gilt f’(£) > 0, so haben wir sogar strikte Ungleichung. O

Proposition 6.4.10 (Hinreichende Bedingung fiir Extrema). Sei f € Cl(a, b) zwei-
mal differenzierbar in x € (a,b) mit f'(x) = 0 und f"(x) > 0 bzw. f”(x) < 0. Dann
besitzt f an der Stelle x ein STRIKTES LOKALES MINmMUM bzw. Maximum, d.h., es gibt
e>0,s0daf f(x) < f(x') bzw. f(x) > f(X') fiir allex" # x mit |x — x'| < €.

Beweis: Da o )

x’—»x xl —x
gibt es & > 0, so daB fiir alle x” # x mit [x"—x| < g auch % > 0 gilt,daja f'(x) =0
ist. Damit ist f/(x’) < O fiir alle x’ < x und f’(x’) > O fiir alle x" > x, |x" — x| < &.
Nach Proposition 6.4.9 ist damit f links von x erst einmal streng monoton fallend
und rechts von x streng monoton steigend, woraus die Behauptung folgt. m]

Bemerkung 6.4.11. Diesmal haben wir eine HINREICHENDE BEDINGUNG fiir ein
Extremum, die aber leider nicht notwendig ist, denn im Falle f”(x) = 0 kann alles
passieren, wie die Beispiele

f(x) = +x* und f(x) =8
zeigen.

Die nte Ableitung (") ergibt sich ja als ein Grenzwert von Sekanten an die (n—1)te
Ableitung, die ihrerseits wieder ein Grenzwert von Sekanten ist, und so weiter. In
Definition 6.3.3 haben wir es so gemacht, dal wir die Grenzwerte sozusagen ,der
Reihe“ nach abgearbeitet haben, indem zuerst an jedem Punkt die erste Ableitung,
dann daraus die zweite Ableitung, etc. Man kann das aber auch direkt machen
und landet dann bei einem Konzept, das auf Newton zuriickgeht, und der selbst!’

19Tn einem Brief an Leibniz via Oldenburg 1676, siehe [4].
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dariiber sagte: , Est enim fere ex pulcherrimis quae solvere desiderem®“: Fiir f : I — R

und x; € R ist die DIVIDIERTE DIFFERENZ [x1,...,x,]f, n € N, rekursiv als
[xilf = f(x1), (6.4.4)
Don g f e X2l 2 DXl S (6.4.5)
Xn+l — X1

definiert. Der Spezialfall n = 2 der dividierten Differenz ist gerade der DIFFEREN-
TIALQUOTIENT
Jx) = J ()
xg—x1
dividierte Differenzen hoherer Ordnung sind dann eben Differentialquotienten von
Differentialquotienten. Und tatsédchlich sind dividierte Differenzen auch beinahe
Ableitungen, es gilt ndmlich in Verallgemeinerung von Proposition 6.4.6 fiir f €

C"(a,b) und x1, . ..,x, € (a,b) der Zwischenwertsatz
(n-1)
[x1,...,x,]f = %f)é?’ e _/inLi..r.l,nxj’jg?.)fnxj . (6.4.6)

Das ist gar nicht so schwer zu beweisen und taucht normalerweise im Kontext der
POLYNOMINTERPOLATION in der numerischen Mathematik auf, siehe z.B. [7, 22].

6.5 Konvexitat
Als néchstes eine ganz wichtige Klasse von Funktionen.

Definition 6.5.1 (Konvexitit). Eine Funktion f : /I — R heilt KONVEX, wenn fiir
alle x,x’ € I die Ungleichung21

Fx+(1=-Dx) <AF@)+1A-Df&), A1e€(0,1) (6.5.1)

erfiillt. f heift KONKAvV, wenn —f konvex ist. Funktionen heilen STRIKT KONVEX
bzw. STRIKT KONKAV, wenn die Ungleichung in (6.5.1) strikt ist.

Bemerkung 6.5.2 (Eigenschaften der Konvexitit).

1. Die Bedingung (6.5.1) ldsst sich auch geometrische interpretieren, nimlich
daB fiir alle x,x” die Funktion f komplett unterhalb der Verbindungslinie
bzw. SEKANTE durch x und x’ verlduft.

2. Konvexe Funktionen bilden keinen VEKTORRAUM mehr. Ist f kovex, dann ist
—f konkav, was normalerweise nicht dasselbe ist, siche Ubung 6.5.1. Aller-
dings ist die Menge der konvexen Funktionen ein POSITIVER KEGEL:

f, g konvex = af +Bg konvex, «a,B > 0. (6.5.2)

20 Es gehart namlich zu den schonsten Dingen, die zu lisen ich mir wiinschen kinnte.“ Oder so dhnlich.

21Dje fiir A = 0, 1 trivialerweise erfiillt ist, so daB das offene Intervall keine signifikante Einschrén-
kung darstellt.
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6.5 Konuvexitdt

3. Insbesondere folgt aus (6.5.2) auch, daB fiir zwei konvexe Funktionen f, g
auch deren KONVEXKOMBINATION a f + (1 — @)g, @ € (0,1) konvex ist: Die
Menge der konvexen Funktionen ist eine KONVEXE MENGE?2,

4. Konvexe Funktionen und konvexe Mengen spielen eine nicht zu unterschit-
zende Rolle in der Mathematik, insbesondere in der OPTIMIERUNG?3, so daB
es nicht verwundert, dal KONVEXE ANALYSIS als eigenstindiges mathemati-
sches Teilgebiet etabliert ist.

5. Da wir fiir f : D — R fiir alle Punkte x,x” € D die Kombination Ax+(1—-2)x’
bilden und f an dieser Stelle auswerten konnen miissen, enthilt D mit?*
x < x"auch {y : x < y £ x} und muss damit ein Intervall sein. Genauer:
Konvexe Funktionen sind nur auf konvexen Mengen sinnvoll definiert und
die einzigen konvexen Mengen, die wir momentan kennen, sind Intervalle.

Ubung 6.5.1 Zeigen Sie: Eine Funktion f ist genau dann konvex und konkav, wenn
f von der Form f(x) =ax+b, a,b € R, ist. o

Satz 6.5.3 (Konvexitit und zweite Ableitung). Eine Funktion f € C?(a, b) ist genau
dann konvex, wenn " (x) > 0, x € (a, b), erfullt ist.

Beweis: ,=“: Ist f konvex und gibt es ein x* mit f”(x*) < 0, dann ist

g(x) = f(x) = f/(x") (x —x)

ebenfalls in C?(a, b) und erfiillt
g'(x) = f'(x) = f'(x7) = g'(x")=0

sowie
g’ (x) = f"(x) = g’ (x*) = f"(x*) <0,

so daB3 g an der Stelle x* ein lokales Maximum hat. Wihlen wir nun zwei nahelie-
gende und hinreichend nahe liegende Stellen x1 < x* < xg mit f(x;) < f(x*), dann
ist?

£ 3k
X9 — X X —X1
Y= X1+ x9 =: Ax1+ (1= 2)xo,
X9 — X1 X9 — X1

X

aber

Afx)+A =) fx2) < fNA+1-2) = f(x") = f (Ax1+ (1 - ) x9),

—— ——
<f(x*) <f(x*)

im Widerspruch zur Konvexitét von f.

2Genau wie Intervalle, die ebenfalls die Eigenschaft haben, daB mit x,x’ € I auch die Konvex-
kombination ax + (1 — @)x” zu I gehort.

23Wo es einen ganz gewaltigen Unterschied macht, ob man konvexe oder nichtkonvexe Situationen
betrachtet.

2 Ohne Einschrinkung ...
% Einfach ausrechnen, wenn es jemand nicht glauben sollte.
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Fiir ,<“ nehmen wir an, daB3 f”(x) > 0 ist, was sofort nach Proposition 6.4.6
fiir x < x” die Abschitzung

J' X)) = f(x) =" =x) f(€) 20, &€ (x,x)
>0 >0

ergibt, so dal f’ MONOTON STEIGEND ist. Sei nun x; < xg und x = Ax; + (1 —
A)xg € (x1,x2), 4 € (0,1). Dann verwenden wir Proposition 6.4.6 noch zweimal

und erhalten
S0 e g LEDZIW

X —X1 X9 — X

wobei
(x1,x) 3 &1 < &9 € (x,x9).

Da f’ monoton steigend ist, ist f/(£1) < f’(£2) und damit®®

f) = fla) _ flxe) = fx)

e (xg—x1)f(x) < fx1)(xg—x) + fx2)(x —x1),

X —X1 X9 — X

also

X9 — X1 X9 — X X —X1

fx) = flx) < fx) + f(x2)
X2 —X1 X2 —X1 X2 — X1
N —— N ———’
=1 =1-1

und damit ist f konvex. O

Bemerkung 6.5.4 (Konvexitit & Extrema). Durch Satz 6.5.3 sollte nun auch klar
sein, warum Konvexitéit so viel mit Optimierung, also der Kunst, Extrama zu be-
stimmen, zu tun hat: Nach Proposition 6.4.10 liegt immer dann ein Minimum vor,
wenn f’(x) = 0 ist und wenn zusétzlich f”(x) > 0 gilt, wenn die Funktion also
lokal STRIKT KONVEX ist. Umgekehrt erhalten wir ein Maximum, wenn die Funk-
tion lokal konkav ist, natiirlich immer zusammen mit f’(x) = 0. Konvexitidt und
Konkavitdt beschreiben das lokale Kriimmungsverhalten und helfen daher bei der
Klassifizierung eines Extremums.

Satz 6.5.5 (Konvexitit & Stetigkeit). Is¢ f : [a, b] — R konvex, dann ist f € C(a,b).

Beweis: Wir fixieren x € (a, b) und wihlen 6 € R so, daBl x + 6 € (a, b), was nur
eine Einschdnkung an |¢]| ist. Dann definieren wir die Funktion

_ f+hd) - f@)

e(h) : - h e [0,1]
und betrachten lim;_,0 ¢(h). Da
X (x+ ho) + (x —9),

:h+1 h+1

ZMit (xg — x)(x — x1) durchmultiplizieren und umformen
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6.5 Konuvexitdt

ist wegen der Konvexitdt von f

1 h
f(X) < mf(x + ]’lé) + mf(x - 6)

und damit
" F) = () = e () € e (F(x + ) — F()) 4 fx — 6)
h+1 B h+1 T h+1 h+1 ’
=7 o(h)
also
o(h) > f(x) = f(x - 5), (6.5.3)

fiir jede Folge h, > 0 mit i, — 0 ist also ¢(h,) und damit auch der Grenzwert
nach unten beschrinkt. Andererseits gilt aber fiir 0 < 2’ < h, daB3

h—-hn" W

Moty = feako) -0 =f (s v no) - r
< PR @)+ T PO h0) ~ f(0) = o (£06) ~ f x4 Do)
= K o(h),

die Funktion ¢ ist also MONOTON STEIGEND. Damit ist fiir jede monotone Nullfolge
h, > 0 die Folge ¢(h,) monoton fallend und nach unten beschrinkt und konvergiert
daher gegen einen Grenzwert, der aufgrund der Monotonie auch unabhingig von
der gewihlten Folge sein muss®’. Also existiert

J(x+hé) - f(x)

fxth8) = fx)

Y = A TF (054
Insbesondere gilt
0= lim hy|@(h,)| = lim [f(x +hp6) = f(x)]
n—00 n—o0o
und damit ist f stetig. m]

Bemerkung 6.5.6 (Konvexitdt & Glattheit). Der Beweis von Satz 6.5.5 ist eigent-
lich etwas ,liberdimensioniert, denn er zeigt nicht nur, daB jede konvexe Funktion
stetig ist, sondern man sieht aus (6.5.4) sogar, daB f an jeder Stelle EINSEITIG DIF-
FERENZIERBAR?® ist: Solange man entweder rechts oder links von x bleibt, existiert
der Differentialquotient.

Es gibt ein einfaches und klassisches Beispiel fiir eine einseitig differenzierbare
Funktion, ndmlich f(x) = |x| an der Stelle x = 0. Und welch ein Zufall: Diese Funk-
tion ist auch konvex und zeigt damit auch gleich, dafl wir von konvexen Funktionen
auch nicht mehr Differenzierbarkeit erwarten diirfen.

%/Gibe es niamlich zwei Grenzwerte a* < b* mit zugehorigen Nullfolgen a,, > 0 und b,, > 0, dann
gibt es ein Folgenglied a, mit ¢(a,) < b*, aber auch ein b, mit b,, < a, und die Monotonie
von ¢ liefert, daB

b* < o(by) < @(ay) < b*

sein miisste und das ist ein Widerspruch.
2Im mehreren Variablen spricht man dann auch von RICHTUNGSDIFFERENZIERBAR, aber in einer
Variablen gibt es nur zwei Richtungen: vor und zurtick.
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Es gibt ein paar nette Anwendungen der Konvexitét, die man sich ansehen sollte.
Das erste ist eine einfache Induktion, mit deren Hilfe man Konvexitit ein wenig
yallgemeiner® beschreiben kann.

Proposition 6.5.7. Eine Funktion f : I — R ist genau dann konvex, wenn fiir alle
n> 2 und alle Zahlen 0 < A;, j =1,...,n, mit Ay + - - + A, = 1 die Ungleichung

fZijjs Af(x), Xl xg €1 (6.5.5)
j=1 j=1

erfillt ist.

Beweis: Die Definition der Konvexitit ist der Fall n = 2 (und damit automatisch
Ag =1-17) in (6.5.5), was auch schon ,,<* erledigt und gleichzeitig den Induktions-
anfang fiir die Richtung ,,=“ bildet. Seien nun Zahlen® 0 < Aj<1,j=1,...,n+],
und x1, . ..,Xxp41 € I gegeben, dann schreiben wir

4

—_———
n+l

Z/ljx]' =
j=1

n n
/l .
J
/ljxj + Aps1Xne1 = (1 - /1n+1) Z T Xj +An11 X041,
i=1 —1 1- /ln+1
=x’

und da 4] +---+4;, = 1, ergeben die Definition der Konvexitét und die Induktions-
annahme, daf3

n+l

£ DA%
j=1

(A= 2)x" + Ap1xne1) < (1= 2p42) f (X)) + Apa f (Xp41)

n
(1= A1) £ D A |+ A f (i)
j=1

n n n+l
< (A=A D LD A |+ A f(in) = D A £ (x),
j=1 j=1 j=1
was den Schritt n — n + 1 komplettiert. i

Lemma 6.5.8 (Logarithmus). Die Funktion x — logx ist KONKAV.

Beweis: Die Beispiele 6.2.4 und 6.2.2 liefern, daB3 log”(x) = —)% <0firxeR,. O

Lemma 6.5.8 ldsst sich sehr gut verwenden, um Vergleiche zwischen Mittelwerten
herzustellen.

2Ohne diese Einschrinkung wéren es nicht wirklich n + 1 Zahlen, da dann A; = 0 fiir einige j
gelten und die Induktion direkt greifen wiirde.
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Definition 6.5.9 (Artithmetisches und geometrisches Mittel). Zu Zahlen xy, ..., x, €

R, nennt man
n

1
a(x1,...,xp) = szj

Jj=1
ARITHMETISCHES MITTEL? und

1/n

N

y(x1, ..., Xp) = X
Jj=1

GEOMETRISCHES MITTEL der Zahlen.

Korollar 6.5.10 (Vergleich der Mittel). Firxy,...,x, € Ry ist

1/n

Xj.

~.
Il N
=

Beweis: Wegen der Konkavitidt des Logarithmus ist
1< 1<
1 — > = 1 .
og " J-:El)C] 2 jél 0g X;

und die Monotonie der Exponentialfunktion liefert

1< 1< 1<
Z;szexp log ;]Z:;xj > exp Z]Z:;long

und damit unmittelbar (6.5.8).

(6.5.6)

(6.5.7)

(6.5.8)

1/n

l_[ exp(log(x;)) ,

Lemma 6.5.11. Seien1 < p,qg <ocomit1l/p+1/q =1 undx,y € R.. Dann ist

Xy
iy < =—+=.
r q

(6.5.9)

Beweis: Derselbe Trick?! wie in Korollar 6.5.10: log (x/p +y/q) > (logx)/p +

(logy)/q und daher

XY Xy
—+==explog|—+=]| > ex
P q P g( ) P(

P 4 p q

1 1
08X 08)

) = /P yl/q‘

O

Mit Hilfe dieses einfachen Lemmas, das tibrigens insbesondere dann richtig ist,
wenn x = 0 oder y = 0 ist, konnen wir eine der wichtigsten Ungleichungen der

Analysis beweisen.

30Das ist natiirlich fiir beliebige x; € R definiert.
31 Repetitio est ...« wie der Lateiner sagt
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Satz 6.5.12 (Holdersche Ungleichung). Firxi,...,x, € R und y1,...,y, € R und
allel < p,qg < oo mit1/p+1/q =1 gilt die HoL DER—UNGLEICHUNG

" " 1/p " 1/q
TR DT I T I (6.5.10)
j=1 j=1 j=1
Beweis: Die Behauptung wird trivial, wenn
1/p 1/q
n n
X .= lejlp =0 oder Y = Z|yj|q =0,
j=1 j=1
denn das ist genau dann der Fall wenn x; =0 oder y; =0, j =1,...,n, und dann

verschwinden beide Seiten von (6.5.10). Fiir X # O und Y # 0 setzen wir

n

|x/.|p |y1'|q -
o ro_ § ’r _ E ’r _
xj = P yj = ” = xj = yj =1.
j:l

J=1

Nach Lemma (6.5.9) ist

’ ’

REANIREAEN (x;_)l/p (y})l/q -
P 4

lx;y;l
Xy’

und daher

n n x/‘ y/.
Dbyl < XY (—’ +-L
= =\

1 , 1o, 1 1
:XY(—ij+—Zyj):XY )
P = P q

wie in (6.5.10) behauptet. ]

Bemerkung 6.5.13. Den Spezialfall p = ¢ = 2 von (6.5.10) nennt man CAUCHY—
SCHWARZ-UNGLEICHUNG. Beide Ungleichungen gelten auch fiir komplexe x;,y ;, der
Beweis tibertrédgt sich direkt.
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Integration 7

Das Doktorwerden ist eine Konfirmation des Geistes.

(Lichtenberg)

In diesem Kapitel lernen wir die ,,Umkehroperation® zur Differentiation, ndmlich
die Integration kennen. Dazu miissen wir das Integral einer Funktion definieren,
was im zwei Schritten passieren wird:

1. Wir definieren das Integral fiir besondere und besonders einfache Funktio-
nen.

2. Wir iibertragen die Definition durch einen Greniibergang auf eine grofere
Klasse von Funktionen.

7.1 Definition des Riemann—Integrals

Wir betrachten hier erst einmal nur Integration auf einem endlichen, abgeschlos-
senen Intervall I = [a, b], a < b.

Definition 7.1.1 (Unterteilungen & Treppenfunktionen).

1. Eine endliche Menge X = {xo,...,x,} C [a,b] heiBt UNTERTEILUNG des
Intervalls I, wenn

a=xg<x1<---<x,=b (7.1.1)

gilt. Mit I; := [x;_1,x;], j = 1,...,n, bezeichnen wir das jte Teilintervall der
Zerlegung I =11 U--- U, von I.

2. Eine Unterteilung X" = {x; : j = 0,...,n’} C I heiBit VERFEINERUNG von
X, wenn X C X’ ist. Wir schreiben Verfeinerungen dann auch einfach als
XcX.

3. Die CHARAKTERISTISCHE FUNKTION ygq von Q C [ ist definiert als

1, x €Q,
xo(x) = { 0 ¢ 0 xel. (7.1.2)
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4. Fine TREPPENFUNKTION zur Zerlegung X ist eine Funktion der Form?

n

o(x) = Z Cj Xlxj-1.x,](X), xel\X. (7.1.3)

J=1

Anders gesagt: Eine Funktion ¢ ist genau dann eine Treppenfunktion, wenn
es eine Zerlegung X gibt, so daB (7.1.3) gilt.

5. Mit T'[a, b] bezeichnen wir die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b].

Abbildung 7.1.1: Eine Treppenfunktion (/inks) mit den Funktionswerten an den Untertei-
lungsstellen und deren Integral in geometrischer Interpretation (rechts):
Man nimmt einfach die vorzeichenbehafteten Flichen der von der Funktion
und der x—Achse gebildeteten Rechtecke und summiert diese auf. Dabei
spielen die , Kringel“ keine Rolle mehr.

Bemerkung 7.1.2. Da eine Treppenfunktion an den Zerlegungsstellen X nicht
definiert ist, gibt es sogar zu jeder Zerlegung unendlich viele Treppenfunktionen,
die sich nur an X unterscheiden und damit eigentlich dquivalent sind.

Das Integral einer Treppenfunktion ist, wie man in Abb. 7.1.1 sieht, nun sehr ein-
fach zu bestimmen, ndmlich als vorzeichenbehfafiete Fliche, der Rechtecke, die von
der ,Treppe® und der x—Achse gebildet werden.

Definition 7.1.3. Fiir eine Treppenfunktion ¢ und eine zugehorige Zerlegung X
ist das INTEGRAL definiert als
b n
[qﬁ(x) dx = /a ¢(x) dx := Z cj(xj—xj-1). (7.1.4)

j=1

Lemma 7.1.4. Das Integral (7.1.4) einer Treppenfunktion ist unabhingig von der ge-
wdihlten Zerlegung X.

1So wie wir hier die Treppenfuktion definieren, ist sie praktisch immer UNSTETIG, da ¢(x;) =
cj+cjy, j =1,...,n—1, gilt. Man konnte nun natiirlich auch mit halboffenen Intervallen
arbeiten, also mit x|, ,,x;) 0der x(x;_;.x,;], aber dann ist die Entscheidung, ob man den linken
oder rechten Rand in einem Intervall dazunimmt, absolut willkiirlich und im Endeffekt gewinnt
man auch nichts. Durch die Einschrikung in (7.1.3) spielen diese Punkte auch keine Rolle und
wir kénnten die abgeschlossenen Intervalle auch problemlos durch offene ersetzen.
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Beweis: Seien X, X’ zwei Zerlegungen fiir ¢ und nehmen wir zuerst einmal an, daf3
X' 2 X eine Verfemerung von X ist. Das heiBt, es gibt eine surjektlve Abbildung
a’:{O Ln'} — {0,...,n} mit 0(0) = 0 und o(n’) = n und c(r(j a1 ==
= ¢;. Daher gilt

0(1)

n n a(Jj)

fy— 4 ’ ’ _ / ’ ’
DI EL /A VD VR St Y
j=1 j=l k=o(j-1)+1 ~—~
=c’
o)™
n a(j) n
’ 7

= cj Z (xk—xk_l):ch (xj —xj-1) = Zx¢.

=l k=o(j-1)+1 j=1

:x:r(j)_x:r(j—l):xf_xf—l

Ist X’ keine Verfeinerung von X, dann bilden wir zuerst X* = X U X', also X c X*
und X’ C X" und erhalten mit zweimaliger Anwenung der obigen Beobachtung,

daB3
Xx¢p=2x¢p=2x,
also ebenfalls Xx¢ = Zx/¢. O

Definition 7.1.5. Fiir f,g : I — R schreiben wir f < g falls f(x) < g(x), x € I.
Ist eine der beiden Funktionen eine Treppenfunktion mit Zerlegung X, so muB die
Ungleichung nur auf 7 \ X gelten.

Treppenfunktionen kann man addieren und mit Konstanten multiplizieren2 und
das tibertrdgt sich auch auf das Integral.

Proposition 7.1.6. Sind ¢,y : I — R Treppenfunktionen und o, B € R, dann ist auch
a¢ + By eine Treppenfunktion und das Integral ist linear,

/(ozqﬁ(x) + By (x)) dx =« /¢(x) dx +ﬂ/tp(x) dx, (7.1.5)
I I I

und monoton,

o<y = /I¢(x) dx < /It//(x) dx. (7.1.6)

Beweis: Sind X und Y die Zerlegungen zu ¢ bzw. ¢, dann ist Z := X UY eine
gemeinsame Verfeinerunung und ¢, ¢ sind auch Treppenfunktionen beziiglich Z =
{20, ...,2n} mit®

m m
¢ = Z CjXlzj.zj-1] und Y= Z dj Xlzj.zj-1] (7.1.7)
=1

j=1

und damit ist auch

ad+ By = Z (a Cj +,8dj) Xlzjzj-1]
j:l

2Sje bilden also einen VEKTORRAUM, und zwar einen unendlichdimensionalen.
3Nun sind alle Punkte aus Z aus der Betrachtug ausgeschlossen.
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eine Treppenfunktion. Nach Lemma 7.1.4 ist auerdem

m

[ @t + g de =y (ac;+pdy) (25 =20

j=1

@ Y ej(zj—2)+B Y d; (2= 2j-1) = aXz+ BEzy

J=1 J=1

aXx¢+ PLyy = a/¢(X) dx +,3/W(X) dx,
1 1

und das ist (7.1.5). Mit der Darstellung (7.1.7) ist ¢ < ¢ genau dann wenn ¢; < d;
und dann ist

‘/]qﬁ(x) dx =%7¢ = ch (zj —zj-1) < Zdj (zj—zj-1) =2Zz¢ = /Iw(x) dx.
j=1 j=1
m]

Definition 7.1.7 (Oberintegral & Unterintegral). Zu f : [a, b] — R definiert man
das OBERINTEGRAL als

!
/ f(x)dx = inf {/¢(x) dx : ¢ > f} (7.1.8)
I I

und das UNTERINTEGRAL
T
/ f(x)dx :=sup {/¢(x) dx : ¢ < f}. (7.1.9)
I I

Insbesondere ist immer /IT f(x)dx < /Il f(x) dx.

Definition 7.1.8. Eine Funktion f : / — R heiBt INTEGRIERBAR, genauer RIEMANN—
INTEGRIERBAR, wenn sie beschrinkt ist und wenn

l T
/1 f(x) dx:/I f(x)dx =: /If(x) dx (7.1.10)

erfullt ist.

Bemerkung 7.1.9. Beschridnktheit der Funktion ist momentan eine Forderung fiir
die Integrierbarkeit, da dann die Existenz von Ober- und Unterintegral automatisch
folgen. Ist f beispielsweise nicht nach oben beschrinkt, dann gibt es zu keinem X
eine Treppenfunktion ¢ mit /' < i, da jede Treppenfunktion automatisch beschriankt
ist, schlieBlich betrachten wir ja nur endliche Zerlegungen.

Die folgende Aussage ist also trivial? aber dennoch wichtig.

Satz 7.1.10. Jede integrierbare Funktion ist beschrinkt.

‘Da in einer Definition festgelegt.
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7.1 Definition des Riemann—Integrals

Beispiel 7.1.11.

1. Fiir jede Treppenfunktion gilt fIT o(x)dx = fld)(x) dx = fll f(x) dx und da-
mit sind alle Treppenfunktionen integrierbar. Das ist nicht verwunderlich, da
das gesamte Konzept ja darin besteht, die Integrierbarkeit auf das intuitive
Integral fiir Treppenfunktionen zuriickzufiihren.

2. Integrierbare Funktionen miissen also nicht stetig sein.

3. Die Funktion

|1, x € la,b] NQ,
Xolx) := { 0, x¢[a,b]NQ,

ist nicht integrierbar, denn es gilt immer

1 7
/ xo(x)dx =b —a, / xo(x) dx = 0.
1 I

4. Das Oberintegral ist erst einmal nur fiir nach oben beschrinkte Funktionen
definiert, sonst hat es den Wert +co0, das Unterintegral entsprechend fiir nach
unten beschrinkte Funktionen.

Satz 7.1.12 (Subadditivitit). Seien f,g : I — R beschrinkt und A € R,. Dann gilt

1 ! !
/ (f(x)+g(x)) dx < / f(x)dx+ / g(x) dx, (7.1.11)
I I I
d.h., das Oberintegral ist SUBADDITIV, sowie
l l
/ (Af(x)) dx = /l/ f(x)dx. (7.1.12)
I I

Beweis: Nach der Definition des Infimums® gibt es zu jedem & > 0 Treppenfunk-
tionen ¢ > f und ¢ > g mit gemeinsamer® Zerlegung X, so daB

l l
/I f(x)dx > ./1¢(X) dx — ¢ und /1 g(x)dx > /It,//(x) dx — &,

und da f+g < ¢+ ist

IA

/, (6(x) +(x)) dx = /, 6(x) dr + /] w(x) dx

! !
[f(x)dx+/ g(x) dx + 2¢,

1

l
/I (F() +5(0)) d

IA

und da & beliebig war, folgt (7.1.11).

5Das ist jetzt ein guter Zeitpunkt, diese zu wiederholen. Besser jetzt als in der Klausur.
®Wenn nicht, dann nimmt man eine Verfeinerung, also genau so, wie wir es jetzt schon die ganze
Zeit gemacht haben.
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Fiir (7.1.12) geben wir uns ebenfalls & > 0 vor und wihlen ein ¢ > f mit’
/qﬁ < _/lf+8, und da A > 0 ist, ist auch 4 f < A¢ und somit

l l
/I/lf(x)dx < '/IA¢(x)dx:A[¢(x)deﬂ('/I /lf(x)dx+£)

l
= A[ f(x)dx + e,

was uns zumindest schon einmal f L Af <A f L f liefert. Umgekehrt gibt es zu

g =Af ein ¢y ngit/w < /lg+8undda¢/ > g =Af ist /A > f. Damit
erhalten wir

l
/l/l f(x)dx

IA

l
-1 _
/l‘/l/l w(x)dx—[w(x)de/I gx)dx+e

l
/ Af(x)dx+¢
I

und somit ebenfalls fl Af > /lfl f, womit auch (7.1.12) bewiesen ist. O

Beispiel 7.1.13. Fiir das Oberintegral kann in (7.1.11) im allgemeinen keine Gleich-
heit gelten. Das einfachste Beispiel ist f = yq, g =1 — xg, dann ist

l l T T
b—a:/I f(x)dx:/I g(x)dx und 0:/1 f(x)dxz/l g(x) dx,

aber

l l l l
/ (f(x)+gx)) dx=/ ldx=b—-a<2(b-a) :/ f(x)dx+/ g(x) dx.
I I I I
Aus
l 7
/ (=f)(x)dx = —/ f(x)dx (7.1.13)
I I

folgt sofort die folgende Version von Satz 7.1.12 fiir Unterintegrale.

Korollar 7.1.14. Fiir beschrinkte f,g: 1 — R und 1 € R, ist

T T T T T
/, (F(x) +g(x)) dx > /1 Fx) drt /, ¢(x) dx, /, (Af () dx = A /I(7f1(i)dx.

Fiir A € R_ ergibt sich auferdem
T l 1 T
</1 (Af(x)) dx = /1/1 f(x) dx, /1 (Af(x)) dx = /1/1 f(x)dx  (7.1.15)

"Die folgenden Kurzschreibweise werden wir gerne einmal wihlen, wenn sich der INTEGRATIONS-
BEREICH / und die INTEGRATIONSVARIABLE x aus dem Kontext ergeben.

104



7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Wir beginnen mit einer weiteren Beschreibung der Integrierbarkeit, die direkt aus
der Definition von Supremum und Infimum und Definition 7.1.8 folgt.

Korollar 7.2.1. Eine Funktion f : I — R ist genau dann integrierbar, wenn es zu jedem
g > 0 Treppenfunktionen ¢ < f < gibt, so dafs

/tﬁ(x) dx — /¢(x) dx < € (7.2.1)
I I
ist.

Die erste Beobachtung ist, daB stetige Funktionen ,brav*“ und daher integrierbar
sind.

Satz 7.2.2. Jede stetige Funktion f € Cla, b] ist integrierbar.

Beweis: Da f auf dem abgeschlossenen Intervall I = [a, b] stetig ist, ist f nach
Satz 4.3.4 auch GLEICHMASSIG STETIG. Zu jedem & > 0 gibt es also ein 6 > 0 mit
|f(x) = f(x")] < & wann immer |x — x| < §. Wihlen wir nun die Zerlegung X so,
daB xj41 —x; <6, j=0,...,n, dann ist

JGp)—e<flx) <flxj)+e,  x€lxj1.x]

und daher®

n

$() = > (FO71) = &) Xyt () < D FEO Ny 1 (0)

j=1 j=1

IA

=f(x)

n

Z (f(xj—l) + 8) Xlxj-1.%/] (x) = ¢ (x).

J=1

IA

AuBerdem ist

/Il,//(x) dx - /Iq;(x) dx

DL (Fem) +e) (= xjm) = ) (F0xjm1) = &) () = 1)

J=1 J=1

2¢e Z(xj —-xj-1) = 2&(b - a),

J=1

und da ¢ beliebig war, konnen wir Korollar 7.2.1 anwenden und f ist integrierbar.
O

8Hier gehen wir auf Nummer sicher und verwenden die halboffenen Intervalle, um die Punkte
von X nicht gesondert behandeln zu miissen.
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Satz 7.2.3 (Monotonie & Integrierbarkeit). Jede monotone Funktion f : I — R ist
integrierbar.

Beweis: Wir nehmen an, dal f MONOTON STEIGEND ist, fiir monoton fallende
Funktionen funktioniert der Beweis analog”. Da I abgeschlossen ist existiert f(b),
ist also insbesondere!’ < co und wegen f(a) < f(x) < f(b), x € I, ist f auch
beschrénkt. .

Fiir n € N definieren wir uns die Punkte X = {x; :=a + ﬁ(b —a):j=0,...,n},
die eine gleichmiBige Zerlegung von / bilden. AuBerdem setzen wir

6= FO) Xyt (1) und Y= > F) X (6).
Jj=1 j=1

Aufgrund der Monotonie von f ist ¢(x) < f(x) < ¢(x), x € I \ X und auBerdem,
da Xj—Xj-1= %,

Jueras= [otrae= 1 =510 = Y 7o)y xj00)
Jj=1 j=1

n n—-1
DUFE) 0= xj0) = > Fa) (g - X))
Jj=0

Jj=1

n-1
= f(xn) (xn = x5-1) —f(x0) (X1 = X0) +Z Fe) (= xj21) = (41 = x)))
N N

j=1

1
n

S

=1_1_9
1
= () - (@),
was fiir n — oo gegen 0 konvergiert und es uns erlaubt, Korollar 7.2.1 anzuwenden.

O

Aus den Rechenregeln fiir Ober- und Unterintegrale und Treppenfunktionen kon-
nen wir auch Rechenregeln fiir integrierbare Funktionen ableiten.

Korollar 7.2.4. Sind f,g : I — R integrierbar und A € R, so sind auch f + g und A f
integrierbar und das Integral ist LINEAR:

/f (F(x) + g(x)) dx = /1 £(x) dr + /I ¢(x) db. /, (Af (x) d = A /, F(x) d.

(7.2.2)
AufSerdem gilt

f<g = /f(x) dx < /g(x) dx. (7.2.3)
1 1
Definition 7.2.5. Zu f : I — R definiert man

— f(X), f(x) 2 O’ — —f(X), f(X) < 07
folx) = { 0, f(x) <0, f-(x) = { 0, fy >0 724

9Was immer eine gute Ubung darstellt . ..
0Das ist das Wesen einer Funktion f : ] — R
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7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Insbesondere ist also f. > 0. Mit Hilfe dieser Operationen kann man aus einer
integrierbaren Funktion weitere integrierbare Funktionen ableiten.

Satz 7.2.6. Sind f,g : I — R integrierbar, so sind auch
7‘ f+’ f—)
2. 1fI”,p 21,

3 fg

integrierbar.

f=y

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢ <
0<¢s <

mit / v — f ¢ < &. Dann sind auch ¢, und ¢, Treppenfunktionen mit
f+ < ¢4 und da ¥ (x) = 0 auch ¢4 (x) = 0 impliziert, gilt

Jua- [o.macs [vwar- [owar<e

und somit ist f. integrierbar; fiir f_ erhdlt man den Beweis ganz analog, was 1)
beweist. Da | f| = f, + f- ist auch |f| integrierbar!!.
Fiir 2) nehmen wir zuerst einmal an, dal 0 < f < 1, ansonsten ersetzen wir f

durch
f—inf; f
sup, f —inf; f’
was existiert, da f beschrénkt ist. Da f integrierbar ist, gibt es Treppenfunktionen
mit gemeinsamer!? Unterteilung X,sodaB0 < ¢ < f < ¢ < 1und / - / ¢ < gist.
Fiir p > 1 sind dann auch ¢” und ¢” Treppenfunktionen mit 0 < ¢ < fP < y? < 1.
Fiir g(x) = x” und damit g’(x) = pxP~! liefert der Mittelwertsatz fiir x; < xo

2 2P = g(x9) - 1) = g () (v —x1) = p&PLxy —x1), €€ (x1,%9),

und mit x; = ¢(x) und x9 = ¥ (x) erhalten wir somit

Yrx)—¢’(x)=p & W) -¢x) <pWx) -¢x),
——
<yP-1l(x)<1

woraus sofort

/Iz//l’(x)dx—/1¢p(x)dxSp(/{l//(x)dx—/lqb(x)dx) < pe

und damit die Integrierbarkeit von f7 folgt, solange f nichtnegativ ist. Ersetzen
wir f durch |f], dann folgt 2).
3) folgt sofort aus 2) und der netten Identitét
1
F@)g() = 7 () +8 () = (F(x) = g()?).

O

HDjese Eigenschaft gilt nur fiir das Riemann—Integral auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b].
Auf ganz R mit dem etwas komplizierteren LEBESGUE-INTEGRAL funktioniert das nicht mehr!

12Wenn nicht, dann nimmt man wie gehabt die Vereinigung der Unterteilungen, also deren gemein-
same Verfeinerung.
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Korollar 7.2.7 (Dreiecksungleichung). Ist f : I — R integrierbar, so ist

/f(x) dx| < /lf(x)ldx. (7.2.5)
I I

Beweis: Nach Satz 7.2.6 ist |f| integrierbar, die rechte Seite von (7.2.5) ist also
wohldefiniert. Schreiben wir f = f, — f_, dann ist nach der ,normalen“ Dreiecks-

ungleichung
/] F(x) d ‘ /1 £o(x) dx - /1 £(x) d /] folx) de /1 £ (x) d
/I fox)dx + /1 £ (x) dy = /, Fox) dx + £ (x) dx = /1 F(0)] d,

da fi > 0 und damit auch / Sfe > ist. O

Satz 7.2.8 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,p € C(I) und aufSerdem
@ > 0. Dann existiert ein & € 1, so daf§

[rewa=r© [ewa (7.2.6)
1 1
Fiir ¢ = 1 gilt der Spezialfall

< +

[reax= s @-a) (7.2.7)
Beweis: Wir setzen
m:= mein(x), M = male(x),

wobei die Extrema nach Satz 4.3.2 existieren. Damit ist m < f(x) < M, x € I, und
damit wegen der Nichtnegativitdt von ¢ auch me(x) < f(x)e(x) < Me(x), x € 1,
also

m/(p(x) dx < /f(x)go(x) dx < M/ga(x) dx
I I I
und damit gibt es ein y € [m, M], so daBl

[reewar=y [owar
Nach dem ZwISCHENWERTSATZ fiir stetige Funktionen, Satz 4.2.3, gibt es dann aber
auch ein &, so daBl f(¢£) =y ist, was den Beweis komplettiert. O

Das letzte Resultat ist ein konstruktiver Ansatz zur Integration tiber die ndherungs-
weise Berechnung des Integrals.

Definition 7.2.9 (Riemannsumme). Zu einer Unterteilung X = {xo,...,x,} von
I und STUTZSTELLEN E := {£1,...,&,} mit & € [x;-1,x;] definiert man die RIE-
MANNSUMME .
Rx=f =) f(&) (xi = xk-1). (7.2.8)
k=1

Als FEINHEIT der Zerlegung X bezeichnet man die Gro8e

.....
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7.2 Klassen und Eigenschaften integrierbarer Funktionen

Die Riemannsumme ist das Integral eine Treppenfunktion, deren ,Stufenhéhe
durch Auswertung von f an einer Stelle im jeweiligen Intervall der Zerlegung ge-
bildet wird. Man kann (7.2.8) aber auch als einen Ausdruck ansehen, der ausge-
hend von der Kenntnis von f an den Stellen & den Wert des Integrals anndhert.
Derartige Ausdriicke bezeichnet man als QUADRATURFORMEL, sie spielen in der
numerischen Mathematik eine zentrale Rolle.

Satz 7.2.10. Sei f : I — R integrierbar. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so dafs
fiir jede Unterteilung X mit Feinheit h(x) < & und jede Wahl von zugehirigen Stiitzstellen
E die Abschitzung

<& (7.2.9)

/ F(x) dx - Rysf
1
erfullt ist.

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es zu dem vorgegebenen & Treppenfunktionen
¢ < f <Y mit f:,b — f¢> < g seiY = {yo,...,ym} die zugehorige gemeinsame
Zerlegung. AuBerdem ist f beschrinkt und damit die GroBe

M =sup |f(x)] < oo

xel

wohldefiniert. Mit § := 5 seien X = {xo,...,x,} eine Zerlegung mit h(X) < ¢

und = zugehorige Stiitzstellen. Damit definieren wir die Funktion

CL)()C) = Zf(fj)X[XjfLXj]’ X € I \ X’

j=1
Diese Funktion erfiillt
d(x) —2M < w(x) < Y(x) +2M, xel\(XUY) (7.2.10)
und auBerdem

o] € Glovin) = ¢ <) <P@), x€ (pxp). (7211)

Sei nun J C [ die Vereinigung aller offenen Intervalle (x;,x;;1), zu denen es ein k
gibt, so daB die Voraussetzung von (7.2.11) erfiillt ist, also [x;,x;41] C (Y&, Yi+1)
gilt. Nun definieren wir eine weitere Treppenfunktion o zur Zerlegung X, die wir
auf zu J gehorigen Intervallen auf 0 setzen und sonst auf 2M. Dann ist wegen
(7.2.10) und (7.2.11)

d(x) —o(x) wx) <yYx)+o(x), xel\(XUY). (7.2.12)

Ein Intervall [x;_1,x;], auf dem o # 0 ist, muss einen der Zerlegungspunkte
Y0, - - ., Ym enthalten, im ,schlimmsten® Fall als Randpunkt. Dann taucht jeder der
inneren Zerlegungspunkte y1,...,y,—1 bei zwei solchen Intervallen auf, die bei-
den Randpunkte nur einmal. Insgesamt kann es also h6chstens 2(m —1) +2 = 2m
derartige Intervalle geben, die alle hochstens Linge #(X) < ¢ haben. Damit ist

/O'(x) dx < (2m)2M)h(X) < 4mM6 = &
I
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und damit

/I¢(x)dx—83/Iw(x)de/Iw(x)dx+s.

—_———
=Rx=f

Da auBBerdem ff < f ¢ + &, ergibt sich

/f(x)dxS/¢(x)dx+g§RX,Ef+28
1 I

und analog mit f f= f Y —¢g auch / f = Rx=f—2¢&, was schlieBlich die gewiinschte
Abschitzung

< 2¢

‘ [reac-reas
I

ergibt. m]
Zum Abschluss noch die Additivitdt des Integrals unter GEBIETSZERLEGUNG.

Lemma 7.2.11. Fiir c € (a, b) und integrierbares f ist

b c b
/ f(x)dx :/ f(x) dx+/ f(x)dx. (7.2.13)

Beweis: Sei € > 0 und ¢ < f < ¢ wie immer Treppenfuktionen mit / v - f p<e
und gemeinsamer Zerlegung X. Mit X, := X U {c} sind nun ¢1 = ¢ x[4 und
$9 == G X[c,p) SOWIE Y1 == ¥ X[ac] und Yo := ¥ x[cp) ebenfalls Treppenfunktionen
mit

P(x) = ¢1(x) +pa(x),  Y(x) =¢1(x) +¢a(x), xel\X
und ¢ < f < yYq auf [a,c] \ X. sowie @9 < f < g auf [c, b] \ X.. Damit ist f auf
[a,c] und [c, b] integrierbar und es gilt

/abf(x)dx > /ab¢(x>dx:/ac¢1<x>dx+/cb¢1<x)dx

Zfacf—s chbf—s
b b
> / f(x)dx+ f(x)dx —2¢
und
b b c b
/ f(x)dx < / W(x)dx = / U1 (x) dx+/ Y1 (x) dx
Sfacf+8 Sfcbf_g
b b
< / f(x)dx+/ f(x) dx + 2¢,
also ) ) )
/ f(x)dx - (/ f(x)dx+/ f(x)a’x) < 2¢,
woraus die Behauptung folgt. m]
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7.3 Integration und Differentiation

Jetzt befassen wir uns mit der Interakttion von Integration und Differentiation und
werden feststellen, daB die beiden ,im wesentlichen“ Umkehrungen voneinander
sind.

Ubung 7.3.1 Zeigen Sie: Jede Treppenfunktion und jede monotone Funktion ha-
ben eine Stammfunktion. o

Trotz seines sehr einfachen Beweises trdgt der nachfolgende Satz einen groBen
Namen und ist in verschiedensten Formen kommuniziert worden, siehe [27].

Satz 7.3.1 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1). Fir f €
C(1) ist die Funktion

F(x) = /x f(r)dt, x € [a,b], (7.3.1)

differenzierbar mit F' = f.

Da f € C(I) stetig ist, ist auch f € C[a,x] fiir alle x € [a, b] und damit ist das
Integral in (7.3.1) nach Satz 7.2.2 auch wohldefiniert.
Beweis: Fiir x € (a,b) und & > 0 erhalten wir mit Hilfe von Lemma 7.2.11 und

(7.2.7)
x+h X xth
%(/ @) dx—/a f(x)dx) =%/ f(x) dx

1 x+h
- sy [ =@

N— e’
=h

HF e+ h) = F(x)

mit £ = &), € [x,x + h]. Dann braucht man nur noch die Stetigkeit, um einzusehen,
daB

P'0) = imy £ (P ) = F() = fim £ (6) =  (Jim 4 = 70
sein muss. O

Definition 7.3.2 (Stammfunktion). Eine STAMMFUNKTION F oder PRIMITIVE FUNK-
TION oder ANTIABLEITUNG!3zu einer stetigen Funktion f : I — R ist eine Funktion
F mit F’ = f. Die Funktion F aus (7.3.1) bezeichnen wir als KANONISCHE STAMM-
FUNKTION.

Proposition 7.3.3 (Stetigkeit der Stammfunktion). Ist f : I — R integrierbar, dann
ist die kanonische Stammfunktion F stetig.

Beweis: Da f integrierbar ist, ist f beschridnkt, sagen wir |f(x)| < M, x € [a, b]
und nach Korollar 7.2.7 ergibt sich fiir x < x’

/XX/ f(t)dt

13 Auf Englisch ANTIDERIVATIVE.

’

X
s/ |£()]dt < |x - x| M, (7.3.2)
X ~——
<M

|F(x') - F(x)| =
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woraus die Stetigkeit unmittelbar folgt!*. ]
Proposition 7.3.4. Zwei differenzierbare Funktionen F,G : I — R sind genau dann

Stammfunktionen zu f € C(I), wenn F — G eine Konstante ist.

Beweis: Da g’ = 0 fiir g = ¢, ¢ € R, folgt die Richtung ,<“ unmittelbar. Sind
umgekehrt F, G Stammfunktionen, dann ist (F - G)' = F' -G’ = f — f = 0 und
nach Korollar 6.4.7 ist F — G = c fiir ein ¢ € R. O

Und jetzt noch einmal ein weiterer Satz, der ebenfalls gerne als HAUPTSATZ oder
FUNDAMENTALSATZ der Differential- und Integralrechnung bezeichnet wird.

Satz 7.3.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2). Ist F eine
Stammfunktion zu f € C|a, b], dann ist

(7.3.3)

b
x=a

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a) = F(x)

Beweis: Die KANONISCHE STAMMFUNKTION

X b
Fo(x) = / F(ydi,  Fola) =0, F(b) = / £(x) dx

aus (7.3.1) erfiillt (7.3.3) und jede andere Stammfunktion F ist nach Propositi-
on 7.3.4 von der Form F(x) = Fy(x) + ¢ und damit ist

b
F(b)—F(a)=(Fo(b)+6)—(Fo(a)+C)=Fo(b)—Fo(a)=/ J(x) dx
S~—— a

=0

wie behauptet. O

Beispiel 7.3.6. Satz 7.3.5 erlaubt es, Integrale zu Funktionen, die wir differenzieren
kénnen, recht einfach und unspektakuldr zu berechnen:

1. fexdxzeb—e“,

b
2. fcosx dx = sinx

M
X=a

b
k ogv — 1 _k+l
3. /x dx-k+1x -

, k20,

b
4. / }C dx = logx‘xza, allerdings nur dann, wenn a > 0 ist.

14 Genau genommen ist F sogar mehr als stetig, ndmlich LIPSCHITZ-STETIG, eine Eigenschaft, die
durch (7.3.2) definiert wird und die eine kontrolliertere Form der Stetigkeit darstellt. Insbeson-
dere kann man in diesem Fall in der e-6—Formulierung dann immer § = £/M wihlen.
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7.4 Rechenregeln fiir Integrale

7.4 Rechenregeln fiir Integrale

Auch fiir Integrale gibt es Rechenregeln, die im Wesentlichen Konsequenzen aus
Rechenregeln fiir Ableitung und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung sind. Vorher aber erst einmal eine Konvention fiir einen Typ Integrale, den
wir bisher explizit ausgeschlossen haben.

Definition 7.4.1. Fiir a > b definieren wir das Integral

b a
/ f(x)dx =— / f(x)dx. (7.4.1)
a b

Satz 7.4.2 (SUBSITITUTIONSREGEL). Seien I = [a, b], J = [c, d] Intervalle, f € C(J)
und ¢ € CY(I) mit o(I) C J. Dann ist

¢(b)
[remema= [ s (7.4.2)
I p(a)
Beweis: Fiir jede Stammfunktion F von f gilt nach der Kettenregel

(Fog)(n) = F (o) ¢ (0= [ (1) ¢/, 1€,
und damit nach zweimaliger Anwendung von Satz 7.3.5
(b)
Jreméwa= [ropraa=roo] =re[] = [
O

Unter Verwendung der symbolischen Schreibweise do(t) = ¢’(t)dt kann man (7.4.2)
etwas illustrativer und vielleicht leichter merkbar als

@(b)
/ £ (o(1)) dip(t) = / F(x) dx (7.4.3)
1 o(a)

schreiben. Tatsidchlich steckt hinter (7.4.3) deutlich mehr Methode, aber das wire
an dieser Stelle ein wenig zu viel.

Beispiel 7.4.3 (Substitutionsregel). Zur Illustration der Substitutionsregel und um
ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie man damit rechnen kann, sehen wir uns ein
paar Beispiele an.

1. Mit der Substitutionsfunktion ¢(#) =t + ¢, ¢ € R, erhalten wir
b+c

b b b
[ ravaa=["rre) 1 a= [ pemasn= [ rea

a+c
=p(t)  ¢'(1)

was niemanden zu sehr liberraschen sollte.
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7 Integration

2. Machen wir es ein klein wenig komplizierter und verwenden fiir ¢ # 0 die

Funktion ¢(7) = ct, um

b b b ch
[ reva=1 [T rewy e ar= [ remaen = [

V a
=¢' (1)

zu erhalten.

3. Jetzt wird es ein bisschen spannender, wir berechnen einmal die Fliche des

Halbkreises mit Mittelpunkt 0 und Radius 1 als®
1
/ V1 - x2dx.
-1

Mit der Substitution x = ¢(f) = sin¢ erhilt man also!®

1 /2 n/2
/ V1-x2dx = / w/1—<,o2(t)dgp(z):/ V1-sin?s costdt
-1 -/2 - —_—

/2
/2
/ cosztdt,
-r/2

=Vcos? t=| cos t|=cos ¢
wobei wir benutzt haben, dal der Cosinus auf [-7/2, 7/2] nichtnegativ ist.
Da

) it+ —it\2 1 .. .. 1
cos?t = (%) =1 (ez” +2+ 6_2”) = 5(1 + cos 2t),

kénnen wir unter Verwendung von 2) folgendermafBen weiterrechnen:

1 1 /2
/ Vl—xzdx:—/ (1 +cos2t) dt
-1 2 -n/2
1 /2 1 /2 1 s
= —/ 1dt+—/ cos2tdt:£+—/ costdt
2 —/2 2 —n/2 2 4 -
=n :%f_’;costdt
B 7r+1 LT o
= 3%3 s1n)cx:_7r =3
[

sin 1—sin —7=0-0=0

Die Fliache des Einheitskreises ist damit exakt 7. Damit haben wir endlich
auch die r?7—Formel fiir die Kreisfliche bewiesen, denn, zur Erinnerung,
bisher kannten wir ja 7 nur als Nullstelle einer Funktion, die sich aus der
komplexen Exponentialfunktion ergeben hat.

Die KREISLINIE besteht ja aus den Punkten (x, y) mit x> +y% = 1 und die obere Hilfte ergibt sich

damit als y = y(x) = +V1 — x2.
16Wir lesen nun (7.4.3) von rechts nach links und erinnern uns daran, daB sin £ = +1 ist.
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7.4 Rechenregeln fiir Integrale

Die zweite wichtige Rechenregel betrifft das Produkt von Funktionen.

Satz 7.4.4 (PARTIELLE INTEGRATION). Fir f,g € C*(I), I = [a, b], gilt

[rwgwa=rwew|_ - [rmewa (7.4.4)
i x=a Jj

Beweis: Mit der PRODUKTREGEL (6.2.2) der Differentiation erhalten wir

b b b
e = [ orwar= [ g+ g e ax

was sich direkt in (7.4.4) umformen lisst. |

Partielle Integration ist immer dann das Mittel der Wahl, wenn man es mit Funk-
tionen zu tun hat, die sich durch Ableiten ,loswerden® lassen oder nach Ableitung
reproduzieren. Sehen wir uns zwei einfache Beispiele an.

Beispiel 7.4.5 (Partielle Integration).
1. Mit Hilfe einer Stammfunktion F zu f, also f = F”’ ist

b b
) —/ F(x) dx.

Fo(x) = f(x),  Fi(x) = / CFa(dr. ke, (7.4.5)

b b
/xf(x)dx = /xF’(x)dx:xF(x)

Definiert man die k—TE STAMMFUNKTION F} als

mit F} = Fy-1 und Flgk) = f, dann ist!”

/b x" f(x)dx = x"Fl(x)E:a - /b nx"1Fy (x) dx

b b b
= X"Fi(x)] —nx""1Fy(x) +/ n(n—1)x"1Fy(x) dx
X=a X=a a
k-1 b
- on! _ b n! _
- W | (D [ R ds
= ! = a !

n

= —1] n' x”_jF~ X ’
2V G P

J=0

da die (n + 1)-te Ableitung vom x" ja bekanntlich 0 ist. Kennt man also die
Stammfunktionen von f, so kann man auf diese Art alle MOMENTE

b
un(f) = / X" f(x) dx, n € Ny, (7.4.6)

berechnen. Ist f > 0, so ldsst sich f {ibrigens auch wieder aus diesen Mo-
menten rekonstruieren, aber das ist eine andere Geschichte!®.

7Wer will, kann das Ganze gerne formal mit Induktion beweisen — schaden kann es nicht!
1Wenn auch eine sehr interessante.

115



7 Integration

2. Hiibsch ist auch fiir0 < a < b

b b

X= X=a

b b1
/ log x dx = xlog x —/ x=dx = x (logx - 1)
a =a a X

Fiir eine etwas substantiellere Aussage integrieren wir einmal an den trigonome-
trischen Funktionen herum und interessieren uns fiir die Folge

/2
a, = / sin” x dx, n €Ny
0

mit ag = § und® a7 = cos 0 — cos 5 = 1. Nun schreiben wir

/2 /2
dpy1 = / sin"x dx = —/ sin” x (cos x)" dx
0 0

—sin" x cosx

/2 /2 L
+ n/ sin”™" x (cosx) (cosx) dx
x=0 0 N—

=(sinx)’

T P /2
—sin” — cos = +sin" 0 cos 0 +n / sin"1x cos?x dx
2 9 — 0 ——

T =0 =1-sin? x

/2 /2 /2
= n/ sin” 1 x (1 — sin® x) dx = n/ sin” 1 x dx — n/ sin™*! x dx
0 0 0

= Ndp-1 — Nap41,

also

Apyl = an-1, ap=—, a1 = 1. (7.4.7)

NN

+1

Damit ist fiir n € N

Trq2j-1 7@2n-1)(2n-3)---3-1
= _r 7.4.8
a2 QE 29 2 2m(2m—-2)---4-2 (748)
“r2) m(2n—2)---4-2
gns1 = U C ) (7.4.9)

2j+1 (2n+1)(2n-1)---5-3

=

~.

und insbesondere 22 = 2L Dy fiir x € [0, 71/2] ja 0 <sinx <1 gilt, ist

asy  2n+2°
sin?*? x < sin?*x < sin®" x = Aopnso < Aops1 < Agy.
Damit ist
. Aol . Qo .. 2n+1
1> lim === > lim =2 = lim =
n— gy,  n—wo dg,  n—o 20+ 2

Das ist ausnahmsweise kein Schreibfehler, denn die Stammfunktion zu sinx ist — cosx.
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

also

k=1 k=1
2 T % 9% 2 T 4k?
= phm| ) o ok+1|  masel lge—7
Tn = - o1 2Nt = -
was zum WALLIS—-PRODUKT
T ﬁ 44 (7.4.10)
2 L lyr2_1 o

fiihrt, mit dessen Hilfe sich 7 explizit berechnen ldsst. Allerdings konvergiert das
Produkt nicht sonderlich schnell, fiir n = 500 erhilt man gerade mal 3.1400, so daf3
die Formel eher von theoretischem Wert ist; dafiir nihern sich die Werte aber von
unten an, man erhilt also immer genauere untere Abschédtzungen von .

7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

Bei der Definition des Riemann-Integrals hatten wir zwei wesentliche Einschrin-
kungen:

1. Der Integrationsbereich musste ein abgeschlossenes, endliches Intervall sein.

20

2. Die zu integrierende Funktion, der INTEGRAND*”, musste beschrinkt sein.

Um diese beiden Einschrinkungen zumindest teilweise loszuwerden nutzen wir
wieder einen Grenzprozess und erhalten so eine Erweiterung des Integral- und
Integrierbarkeitsbegriff. Die dadurch definierten Integrale bezeichnet man als UN-
EIGENTLICHES INTEGRAL. Zuerst lassen wir eine Integrationsgrenze ,gegen Unend-
lich gehen®.

Definition 7.5.1. Ist f : [a, c0) — R integrierbar auf jedem Intervall [a, b], b > a,
dann heiBt das Integral

o0 b
/a f(x)dx := bh_r)r;o/a f(x)dx (7.5.1)

KONVERGENT falls der Grenzwert in (7.5.1) existiert?!. Analog definiert man das
Integral f_ [; f(x)dx.

Beispiel 7.5.2. Fiir s > 1 und a > 0 ist das Integral

2030, jetzt ist dieses Wort auch einmal aufgetaucht. Und eine Integrandin gibt es nicht, auch nicht im
Zeitalter der gendergerechten (was fiir ein grausiges Wort, auch ohne das zugehorige Konzept)
Sprachregelungen.

Und zwar wieder fiir jede Folge b, — oo und unabhingig von der gewzhlten Folge.
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konvergent. In der Tat gilt

b
1 b 1 1 1 1 1
=S dy = 1-s - _ ( _ )
/a SRR T N (s=1)\ps—1 gs-1 Ty 1g1
N S N———
<0 —0

fiir b — oo.

Der néchste Fall ist die Situation, daB die Funktion f am Rand des Integrationsbe-
reichs nicht definiert ist?2, also eine SINGULARITAT am Rand hat. Wir legen diese
Singularitdt auf den linken Rand, eine Singularitit am rechten Rand und eine bei-
derseitige Singularitdt behandelt man analog.

Definition 7.5.3. Ist f : (a, b] — R integrierbar auf jedem Intervall?® [a +&, b] so
heifit das Integral KONVERGENT, wenn der Grenzwert

b b
/ f(x)dx := lim / f(x)dx (7.5.2)
a e20% Jyte
existiert.

Beispiel 7.5.4. Das Standardbeispiel ist

b
1
/ ﬁdx, a<1,
0

/b l 0= 1 xl—a b pl-a _ gl-a pl-@
s X¢ 1-a

erhalten. Fiir @ = 1 hingegen ist

fiir das wir

_)
x=& 1-a 1-«a

b 1 b
/ —dx =logx| =logh-loge,
e X x=& N Y

was leider nicht konvergiert.

Mit Hilfe uneigentlicher Integrale konnen wir Integration nutzen, um sehr elegant
die Kovergenz gewisser Reihen beurteilen zu konnen.

Satz 7.5.5 (Integralvergleichskriterium). Fiir eine nichtnegative monoton fallende Funk-
tion f : [1,00) — Ry konvergiert das Integral

/1 " ) d

(o)

D Fn)

k=1

genau dann, wenn Reihe

konvergiert.

22Nach dem ,,Zerlegungssatz“, Lemma 7.2.11 kénnen wir das Intervall an jeden Punkt im Integra-
tionsbereich, an dem f nicht definierte ist, in zwei Teilintervalle aufspalten, die den ,bdsen®
Punkt dann als Randpunkt haben.

Z3Nicht vergessen: Integrierbarkeit ist auf abgeschlossenen Intervallen definiert!
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

Beweis: Da f monoton fallend ist, ist

n+l
f(n+1) < / f(x) dx < f(n), neN,

| ——
=f(£),xe[n,n+1]

und damit
n n k+1 n+l n
INEEDY ﬂm&:/ fxyde< > f(k),  neN.
k=1 k=1 1 k=1

Damit ist aber die Summe genau dann beschridnkt und damit konvergent, wenn
das Integral beschrdankt und damit konvergent ist. m]

Beispiel 7.5.6. Die Reihe ) n™® konvergiert fiir « > 1 und divergiert fiir « < 1,
wie uns jetzt ganz einfach das Integral

n 1-a _
/ g ="1 "2 1
1 1-a

sofort zeigt. Damit kann man die Grenzwerte dieser Reihe als Funktion von s
betrachten:

4@%=Zh%, x> 1, (7.5.3)
k=1

die erst richtig interessant wird, wenn man @ € C mit Re > 1 wihlt. Das ist dann
die berithmte RIEMANNSCHE ZETAFUNKTION, siehe [8], deren Nullstellenverhalten
immer noch ungeklirt ist*.

Und wenn wir schon bei den beriihmten Funktionen sind, dann definieren gleich
noch eine ganz spezielle SPEZIELLE FUNKTION.

Definition 7.5.7 (Gammafunktion). Die GAMMAFUNKTION ist definiert als
ruy:/'ﬂ4fwu x>0, (7.5.4)
0

Die obige Definition ist an beiden Grenzen ein uneigentliches Integral. Am linken
Rand stellen wir fest, daB der Integrand f(¢) = t*le™ aus (7.5.4) f(t) < t*!
erfiillt und daher nach Beispiel 7.5.4 das Integral konvergiert. Andererseits®® ist,
wenn wir ¢ so gro wihlen, daB e’ > 17 ist, auch r* e~ < =2 und das Integral
konvergiert nach Beispiel 7.5.2.

Das Schéne an der Gammafunktion ist die Tatsache, daB sie eine kontinuierliche
Erweiterung der Fakultit ist.

Proposition 7.5.8 (Gammafunktion und Fakultit). Die Gammafunktion erfiillt

'x+1) =xI'(x), xeR,, und I'n+1)=n!, neN. (7.5.5)

%Das ist die RIEMANNSCHE VERMUTUNG, die (Stand Juni 2015) eine der letzten iiberlebenden
»grofen“ Vermutungen der Mathematik ist.
2Und das durchaus in einem doppelten Sinne.
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Beweis: Beginnen wir mit der Rekursionsformel links in (7.5.5), die wir durch die
partielle Integration®®

Fx+1) = / el dt = —t‘e™
0

o] o tx
+x/ e dr = lim — +x T'(x)
t=0 0 t—oo el

~——
=0

beweisen und fiir die rechte Formel brauchen wir nur noch, daB3

ra) = / eldt=-¢""| =-lime’'+1=1
0 t=0 t—00
———
=0
ist, denn dann ist
I'h+1l)=n'(n-1)=---=nn-1)---T'(1) =n!,
wie behauptet. m]

Definition 7.5.9 (Logarithmische Konvexitit). Eine Funktion?” f : I — R, heif}t
LOGARITHMISCH KONVEX, wenn die Funktion log f : I — R konvex ist, d.h., wenn
fiir 1 € [0,1]

f(/lx+(1—/l)x') — elogf(/lx+(1—/l)x’) < e/llogf(x)+(1—/l) log f(x") — f(x)ﬂ-f(x')l_’l (756)
gilt.
Logarithmische Konvexitit ist eine zentrale und beinahe charakterisierende Eigen-
schaft der Gammafunktion.
Satz 7.5.10 (Gammafunktion).
1. Die Gammafunktion ist LOGARITHMISCH KONVEX.
2. Ist f : Ry — Ry eine logarithmisch konvexe Funktion mit f(x +1) = xf(x) und
f(x)=1,s0ist f=T.

Beweis: Aus der HOLDER—UNGLEICHUNG

b b 1/p b 1/q
/ |f<x>g<x>|dx:( / If(X)I”) ( / |g<x)|q) oY1y g5y
a a a p q

siehe Ubung 7.5.1, folgt mit p :== 171, ¢ := (1 - 1)}, daB

b
IF(Ax+(1-A)x) « / A A= =1 =1 gy
E

b b
_ /tﬂx+(1—ﬂ)x'—1e—1dt:/ 5/ [q=(1/p+1/q) o=t 4y

& &

b b
/ (tx_l)l/p (tx’—l)l/q o 1/p¥1/q) 4y :/ (tx—le—t)l/p (tx’—le—z)l/q dt
&

&

b 1/p b 1/p
(/ e dt) (/ e dt) ST+ T ),
& &

%Die Integration der »selbstreproduzierenden® Exponentialfunktion gegen eine ,reduzierende
Potenzfunktion schreit férmlich danach

%’Das Intervall I hier kann offen, abgeschlossen und uneigentlich sein, insbesondere ist / = R,
erlaubt.

IA
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7.5 Uneigentliche Integrale und Anwendungen

wobei wir formal erst die Ungleichung fiir die endlichen Integrale bestimmen und
dann jeweils die Grenziiberginge ¢ — 0 und b — oo durchfithren miissten. Auf
jeden Fall beweist das 1).

Sei umgekehrt f eine Funktion, die die Bedingungen von 2) erfiillt, dann folgt
aus der Funktionalgleichung f(x +1) = xf(x), daB3

n—-1
fx+n)=x+n-1)f(x+n-1)=---= f(x) r[(x+k), neN, (7.5.8)
k=0

gelten muss und die Normalisierung f(1) = 1 ergibt auch schon f(n +1) = n!, auf
N stimmen f und I" also schon einmal iiberein. Fiir den Rest verwenden wir zu x €
(0,1) die logarithmische Konvexitit und die einfach zu verifizierende Beobachtung
x+n=1-x)n+x(n+1):

fx+n) = fF(A-x)n+x(n+1) < f)™ fn+1)*
3 fn+1)\" g
= ) ( o ) ~ (1 1),

=(n-1)! T
=(n!/(n-1)")*=n*

Weil es so schon funktioniert hat, dasselbe Spiel mit n+1 = x(n+x)+(1-x)(n+x+1):

fn+1) =fGxn+x)+A-x)(n+x+1) < f(n+x)" f(n+x+1)™
f+x) (n+x)f(n+x)"™ = f(n+x)(n+x)"7,

n!

was insgesamt die Ungleichungen

nMn+x) < fx+n) < (n-1DW*, neN, (7.5.9)
N————
=n!px-1

ergibt. Setzen wir nun (7.5.8) in (7.5.9) ein und dividideren durch das positive
Produkt, dann erhalten wir die Ungleichung

I’l' _ n| o
Gt PSS < GrnD s g (7.5.10)
=an() =iba(x)
wobei®®
an(-x) n+x x-1 x\x-1 ) an(X)
- =1+ 1 = 1.
b”(x) ( n ) ( " l’l) = nl—>r1;>lo bn(X)

Existiert also einer der beiden Grenzwerte a* = lim a,, oder b* = lim b,, fiir n — oo,
dann existiert auch der andere die beiden Grenzwerte und definiert den Funktions-
wert f(x) eindeutig. Wiirde eine der beiden Folgen divergieren, so tite dies auch
die andere und die Funktion wire an der Stelle x nicht definiert?’. Nun kennen wir

2B7ur Beachung: Da x < 1 ist dieser Quotient auch wirklich < 1, was konsistent mit a,, < b,, ist.
298je hitte ,,Funktionswert oo,
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aber eine Losung, der Funktionalgleichung, ndmlich I', weswegen also fiir jedes
x e Ry

lim a,(x) = lim b,(x) =T'(x) = f(x) =T(x)

n—oo n—oo

gelten muss. m]
Ubung 7.5.1 Beweisen Sie (7.5.7). Hinweis: Wenden sie die Holdersche Unglei-
chung (6.5.10) auf die Riemannsumme an und verwenden Sie Satz 7.2.10. o

Als Anwendungen erhalten wir Formeln fiir die Gammafunktion und um x in ihr
zu finden.

Korollar 7.5.11. Fiirx € R, ist

n!n*

I'(x) = lim (7.5.11)

n—co x(x+1)---(x+n)

und

r (1) = V7. (7.5.12)

Beweis: Der Ausdruck auf der rechten Seite von (7.5.11) ist b, -, was fiir jedes x
denselben Grenzwert n — oo wie b, hat, nimlich I'(x). Damit ist aber insbesondere

1 . n!\n
lg] = lim 1 1 1
1 i n!\n
2 e (10 9-1) - (neDntl)
1-2)2=-3)--(n=3)(n+3)
also, indem wir im Nenner den (k + 1)ten Term des ersten Produkts mit dem kten
Term des zweiten Produkts zusammenfassen,

2 :
1 2 N2
F(_) = lim n1 1 (7;) 1
2 "—>°°n+—(1—z)(4——---(n2—z)
k2 i S4k? n
- nlgrc}omlnlmm nemg4k2—1_2§_”’
h/—’
=2

wobei wir nochmals das WALLIS-PRODUKT (7.4.10) verwendet haben. |

Die Formel (7.5.11) kann man schlieBlich auch nutzen, um eine Aussage iiber das
Verhalten der Funktion n — n! zu erhalten. Dazu nennt man zwei Folgen3’0 a, b
ASYMPTOTISCH AQUIVALENT, in Zeichen a ~ b oder a, ~ b,, wenn

an

P2,

ist. Mit dieser Terminologie kann man die STERLING-FORMEL als

n! ~ V2rn (Z) (7.5.13)

schreiben, Beweis siehe [10, 15]. Und so seltsam sie auch aussieht, sie kann tatsich-
lich von Nutzen sein ...

%0Die nicht konvergent sein miissen!
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Folgen und Reihen von
Funktionen 8

Die sichere Uberzeugung, daf8 man konnte, wenn man wollte, ist Ursache an
manches guten Kopfes Untatigkeit, und das nicht ohne Grund.

(G. Chr. Lichtenberg)

In diesem letzten Kapitel betrachten wir nun nicht nur einzelne Funktionen,
sondern Folgen f, : D — R von Funktionen, und interessieren uns fiir deren Ge-
meinsamkeiten. Dabei kann D wieder eine ziemliche beliebige Teilmenge von R
sein, wenn wir mit Eigenschaften wie Stetigkeit, Integrierbarkeit oder Differenzier-
barkeit operieren wollen, dann sollte natiirlich auch D passend sein.

8.1 Punktweise und gleichmallige Konvergenz

Definition 8.1.1 (Konvergenz). Sei f, : D — R, n € N, eine Folge von Funktionen
mit gemeinsamem Definitionsbereich D.

1. Die Folge f, heift PUNKTWEISE KONVERGENT mit Grenzfunktion f : D — I,
wenn es zu jedem x € D und jedem & > 0 ein ng € N gibt, so daf}

1f(x) = fuX) <&, nzne. (8.1.1)

2. Die Folge f, heit GLEICHMASSIG KONVERGENT mit Grenzfunktion f : D —
I, wenn es zu edem & > 0 ein ny € N gibt, so daB

|f(x) = fu()] <&, n>ny, x€D. (8.1.2)

Der Unterschied zwischen punktweiser und gleichméBiger Konvergenz besteht also
darin, daB in letzterem Fall der Index ng von der Stelle x € D unabhdngig ist.

Jede gleichm@Big konvergente Folge ist auch punktweise konvergent, die Umkeh-
rung gilt allerdings nicht, selbst wenn die Funktionen stetig sind. Das ,klassische®
Gegenbeispiel auf dem Intervall [0, 1] ist die Folge

nx, x € [0, %],
fulx) =1 2—nx, xe[L 2], (8.1.3)
0, x € [2,1],

siehe Abb. 8.1.1. Fiir jedes x > 0 ist f,(x) = O fiir alle n > )lc und f,(0) = 0 gilt
sogar fiir alle n. Daher konvergiert die Funktion punktweise gegen Null und miisste,
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

wenn sie gleichmiBig konvergieren wiirde, ebenfalls Grenzfunktion Null haben!.
1

Nun gibt es aber zu jedem n € N ein x, ndmlich x = 7, an dem f(x) = 1 ist. Wem

das nicht reicht, der kann g,(x) = nf,(x) betrachten, da divergieren die Werte an

=1
X = sogar.

i \ |
0 1/n 2/n

Abbildung 8.1.1: Einfachstes Beispiel einer punktweise, aber nicht gleichmiBig konvergen-
ten Funktionenfolge. Das ,Dach® riickt fiir » — co immer weiter nach

links.

Proposition 8.1.2. Ist f, : D — R eine gleichmafSig konvergente Folge von stetigen
Funktionen, dann ist auch der Grenzwert f stetig.

Beweis: Sei £ > 0 und x € D. Wegen der gleichméBigen Konvergenz der Folge f,
gibt es ein k € N, so daB?

i) - fI<e,  yeD,
und da f; stetig ist, gibt es auch ein 6 > 0 mit
lx—x'| <6 = |fe(x) = &) < e.
Damit ist fiir |x — x| < 6

|f(x) = f(X)] | (%) = fi () + fi () = fiu (&) + fie (&) = f(x)]
£ () = e+ 1fi () = fe D]+ 1 fue () = f(X)] < e,

<& <& <&

IA

und damit ist f stetig. O

Gleichmdfige Konvergenz ist notwendig, damit Proposition 8.1.2 funktioniert, an-
sonsten ist sie im allgemeinen falsch®. Ein einfaches Gegenbeispiel ist auf I =

!Der gleichmiBige Grenzwert muss nach (8.1.1) und (8.1.2) an jeder Stelle mit dem punktweisen
iibereinstimmen.

2Wegen des Betrags ist |fx — f| = |f — fk|, man kann die Reihenfolge also nach Lust und Laune
vertauschen.

3Das heift, es gibt mindestens ein Gegenbeispiel.
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8.1 Punktweise und gleichmdfSige Konvergenz

[-1,1] die Folge

max (-1, nx), x<0
fu(x) = 0, x=0, (8.1.4)
min (1, nx), x>0,

von stetigen Funktionen, die punktweise gegen die SIGNUMFUNKTION

-1, x <0,
o(x) = 0, x=0, (8.1.5)
1, x>0,

konvergiert. Ein bisschen mehr Spaf8 macht allerdings das folgende Beispiel aus
[12].

Beispiel 8.1.3 (Coole Funktion). Wir konstruieren ein Beispiel, wo die Grenzfunk-
tion an allen rationalen Zahlen unstetig ist.

1. Die Funktion

Q=

, x=Leq

fx) = { o R\ (8.1.6)

wobei die Darstellung p/g einer rationalen Zahl so gewéhlt sein soll, daf
g € N minimal ist, ist UNSTETIG* auf Q und STETIG® auf R\ Q und stellt daher
eine gewisse Herausforderung an die Intuition dar.

2. Um auf [0,1] eine Folge f, zu konstruieren, die punktweise gegen f aus
(8.1.6) konvergiert®, betrachten wir alle x = g € [0,1] mit ¢ < n und setzen

an diesen Stellen f;,(x) = % sowie

la-2elysl2oy,  xelZ-L 2|,
f() 92 q q n q q n“’ q
n(x)=n

1 1 1 1

la-p+le-2-1)  xelf+d],

was nichts anderes ist als eine stiickweise lineare Funktion, die an den Stellen

§ + % wieder bei ,ll landet. An allen anderen Stellen setzen wir f, = %

3. Diese Folge f, erfiillt sogar f, > f,.1, fallt monoton und konvergiert punkt-
weise gegen f: Fiir jede rationale Stelle x = £ ist irgendwann n > ¢ und fiir
irrationale x € R\ Q konvergiert f,(x) gegen Null.

4. Leider ist f aber eben unstetig an Q N [0, 1].

Die Funktion aus Beispiel 8.1.3 hat aber noch eine schone Eigenschaft: Sie ist
Riemann—integrierbar auf [0, 1] und ihr Integral ist 0. Um das zu zeigen, brauchen

‘In jeder beliebigen Nihe zu einem rationalen Punkt gibt es andere rationale Punkte mit beliebig
groBem Nenner, an denen f beliebig nahe an Null kommt

5Um an eine irrationale Funktion nahe genug heranzukommen, muss der Nenner immer gréer
werden.

6Wer eine Funktion auf ganz R bevorzugt, setzt dieses f einfach 1-PERIODISCH fort, also f,, (k+x) =
fu(x), k €N, x € [0,1). Das ist stetig da f,(0) = f,,(1) = 1.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

12+

13

14+

15

14 13 12 2/3 34 1

Abbildung 8.1.2: Die Funktion f5 aus Beispiel 8.1.3. Man sieht die ,hohen Gipfel“ der Funk-
tion f, allerdings mit der Breite n~?, die im Laufe des Prozesses immer
mehr abnehmen wird. Alle anderen Gipfel sind durch den Minimalwert

% "liberflutet“, tauchen aber fiir hinreichend groBes n irgendwann auf.

wir eine Ober- und eine Untersumme, also Treppenfunktionen ¢ < f < ¢ mit
0= / ¢ = / Y. Die Wahl ¢ = 0 ist einfach, fiir ¥ verwenden wir eine Folge von
Treppenfunktion, die sich analog zu Abb 8.1.2 ergibt, nimlich

1, xe[ﬁ—%,£+%,
Unx) = ¢ mat
%, sonst.

Es gibt in [0, 1] maximal n? Briiche’ mit Nenner < n und jeder dieser Briiche fiigt
eine Treppe mit Fliche 2/n% hinzu, also insgesamt hichstens eine Fliche von 2/n.

1
Den Rest iiberschitzt man mit /0 % = % und erhdlt insgesamt, daf3

1

2 1 3
OS/ Un(x)dx < —+ — = —,
0 n n n

was fiir n — oo tatsdchlich gegen 0 konvergiert.

Bei der Konvergenz von Folgen haben wir den Abstandsbegriff verwendet, der
durch die Betragsfunktion, die auf jedem geordneten Korper existiert. Das wollen
wir im Vorgriff auf Analysis 2 ein wenig abstrahieren, wobei wir auch gleich kom-
plexwertige Funktionen betrachten konnen, durch den Betrag in (8.1.7) passiert ja
nichts wesentliches.

“Genauer: 2 mit Nenner 1, einen mit Nenner 2, 2 mit Nenner 3, 3 mit Nenner 4, und das bereits
mit Doppelnennungen, also insgesamt 2+ @, was mit n? hinreichend groBziigig abgeschitzt

ist.
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8.1 Punktweise und gleichmdfSige Konvergenz

Definition 8.1.4 (Supremumsnorm). Die SUPREMUMSNORM zu einer stetigen Funk-
tion f : D — C ist definiert als

1/ 1ID.co = Il flleo := sup | f(x)]. (8.1.7)

xeD

Ist D = [a, b], dann kann man ,sup“ auch durch ,max“ ersetzen.

Ubung 8.1.1 Zeigen Sie: || - ||« erfiillt die NORMAXIOME
L [[fllo 2 Ound [[fllo =0 & f=0.
2. [leflleo = Il 1 flloo, € € R.

3. If +8lloo < Nl flleo + 118 ]lco-

¢

Die Normaxiome aus Ubung 8.1.1 sind genau die Eigenschaften des Betrags, die
wir bei der Konvergenzanalyse von Folgen stindig verwendet haben. Damit geben
Sie uns auch einen Konvergenzbegriff von Funktionenfolgen. Und der ldsst sich
leicht identifizieren.

Proposition 8.1.5. Eine Folge f, konvergiert genau dann gleichmdfig gegen f, wenn
| fn = flloo eine Nullfolge ist.

Beweis: ,=“ Konvergiert f,, gleichmissig gegen f, dann gibt es zu jedem ¢ > 0
ein ng, so daB |f,,(x) — f(x)| < € fiir alle x € D erfiillt ist. Nach der Definition des
Supremums gibt es aber auch ein x* € D mit

/o (x7) = ()] > sup [ fu(x) = f(X)| - &

xeD

und damit ist

1o = flleo = sup | fu(x) = F(O)] < |fu(x") = fF(x) +& <2e,  n=no,

xeD

und ||f, — flle ist eine Nullfolge. Fiir ,,&<“ wéhlen wir zu € > 0 ein ng, so daB3
Il fn = fllo < &, n > ng, und erhalten, dafl dann auch fiir alle x € D

| fu(x) = f(x)] < sup /o) = FOD = fu = fllo < &, n 2 no,

x’'eD
erfiillt sein muss. O

Mit anderen Worten: Die SUPREMUMSNORM beschreibt gleichmidBige Konvergenz.
In diesem Kontext kann man nun wieder ein Cauchy—Kriterium aufstellen und in
fast perfekter Analogie all das machen, was wir vorher mit Folgen und Reihen von
Zahlen gemacht haben.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

8.2 Konvergenzsatze

Als erstes sehen wir uns Reihen von Funktionen und deren absolute Konvergenz
an.

Satz 8.2.1 (Absolute Konvergenz). Sei f, : D — R eine Folge von Funktionen, fiir die
die Reihe X f,, ABSOLUT KONVERGENT ist, d.h.

Dl falleo < o0. (8.2.1)
n=1

Dann konvergiert die Reihe

3 o
n=1

absolut und gleichmdfSig gegen eine Grenzfunktion f.

Beweis: Fiir jedes x € D ist

i [fn(0)] < i [ fulleo < o0,
n=1 n=1

die Reihe X f,(x) konvergiert also absolut und die Funktion f : D — C ist wohlde-
finiert. AuBBerdem ist fiir x € D

S AW S Wl

k=n+1 k=n+1

i fr()| <

k=n+1

OEDWAGIE
k=1

wobei der letzte Ausdruck eine von x unabhingige Nullfolge in n ist. Das bedeutet
aber gerade, daf3 die Reihe GLEICHMASSIG KONVERGENT ist. m]

Unter gewissen Voraussetzungen konvergieren auch Integrale.

Satz 8.2.2 (Integrale). Konvergiert die Folge f,, € Cla,b] von stetigen Funktionen
gleichmafig gegen f € Cla, b), dann ist

/ f(x)dx = lim / fu(x) dx. (8.2.2)

Beweis: Nach Proposition 8.1.2 ist f stetig und damit integrierbar, dank Satz 7.2.7
und Satz 7.2.8 ist

/jf(x) dx—/abfn(X) dx

b
/ |f () = fu(X)| dx = |f (&) = fu(§)] (b —a)

<
< If = full(b —a),
und da || f — fu|| = O fiir n — oo, konvergieren auch die Integrale. O

Bemerkung 8.2.3. Punktweise Konvergenz reicht fiir die Integrale nicht aus! Das
einfachste Beispiel ist die Funktionenfolge g, := n f, mit den Funktionen f, aus
(8.1.3) bzw. Abb 8.1.1. Der punktweise Grenzwert ist g = 0, aber es gilt

1 1 1
/ gn(x)dx =1 = lim gn(x)dx=1#0= / g(x)dx.
0 0

n—0o00 0
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Und auch fiir die Ableitung gibt es einen Satz.

Satz 8.2.4. Ist f, € Cl[a,b] eine Folge differenzierbarer Funktionen, die punktweise
gegen [ [a,b] — R konvergiert und deren Ableitungen f, gleichmiBig konvergieren,
dann ist f differenzierbar und es gilt

nlglgo fr(x) = f'(x), x € [a,b]. (8.2.3)

Beweis: Da die Funktionen f, gleichmdfig konvergieren, ist die Grenzfunktion g
stetig und integrierbar und nach Satz 8.2.2 ist fiir jedes x € [a, b]

f() = lim £,(x) = lim (fn(a)+ I f,;mdr)

lim fu(@)+ im [ gi@ar= s+ [ e

und damit ist nach Satz 7.3.1 f differenzierbar mit f’(x) = g(x), x € D. O

8.3 Der Satz von Arzela—Ascoli

Die Aussagen des letzten Abschnitts waren allesamt durchaus unspektakulir® und
die Gegenbeispiele waren fast interessanter als die Resultate selbst. In diesem Ab-
schnitt werden wir uns einen klassischen Satz ansehen, der ein Analogon des Satzes
von Bolzano—Weierstrass, Satz 3.3.2, darstellt. Dazu erst einmal eine kleine Vorbe-
merkung, die eine Erweiterung von Proposition 8.1.2 darstellt.

Ist f, € Cla, b] eine gleichmidBig konvergente Folge stetiger Funktionen auf ei-
nem kompakten (abgeschlossenen und beschrinkten) Intervall, dann bildet diese
Folge eine CAUCHY-FOLGE beziiglich der Norm, d.h., fiir alle £ > 0 gibt es ein ny,
so daB fiir m,n > ny

e > i fulls = max 1L, = [0 = 1@ =@l <6 xelab]

(8.3.1)
gilt. Die Funktion f, ist nach Satz 4.3.4 GLEICHMASSIG STETIG, es gibt also ein
0=906, >0, sodaB

x—=x| <& = | fin(x) = f(X))] < &. (8.3.2)
Jetzt betrachten wir so ein Paar x,x’ mit? |x — x| < § und erhalten, daB

|fa () = fu(x)] |fu(x) = fin () + fin(X) = fin (&) + fin (x') = fu (X))
|fn(0) = fn O+ fin (X) = fn D+ fin (X)) = fu(x)] < e,

<& <& <&

IA

und damit haben wir ein ¢, ndmlich ¢,, gefunden, so daB fiir alle n > ny, unabhingig
von n die Aussage

x—-x| <& = | /(%) = fn(x")] < 3¢ (8.3.3)

erfiillt ist. Diese Eigenschaft formalisieren wir.

8Muss ja auch nicht immer so sein.
9Nochmals als Hinweis: Dieses ¢ hingt von dem wie auch immer festgelegten Wert m ab.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Definition 8.3.1 (Gleichgradige Stetigkeit). Eine Menge oder FamiLie!® .7 C
C(D) von stetigen Funktionen heit GLEICHGRADIG STETIG, wenn es zu jedem € > 0
ein 6 > 0 gibt, so daB3

x—=x"| <& = lf(x) - f(xX)| <&, feZF. (8.3.4)

Bemerkung 8.3.2. Definition 8.3.1 ist ein bisschen redundant, denn jedes Fol-
genglied f, einer Folge von gleichgradig stetigen Funktionen ist ja automatisch
GLEICHMASSIG STETIG und somit auch stetig.

Die Uberlegungen, die zu (8.3.4) gefiihrt haben, lassen sich dann folgendermaBen
zusammenfassen.

Proposition 8.3.3 (Gleichgradige Stetigkeit). Jede gleichmdfSig konvergente Folge # =
(fn : n € N) von stetigen Funktionen ist gleichgradig stetig.

Satz 8.3.4 (ARZELA-ASCOLI). Fiir ¢ine Familie # C C|a, b] von stetigen Funktionen
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. Jede Folge f, € .7 enthdilt eine gleichmdfSig konvergente TEILFOLGE.
2. .F ist gleichgradig stetig und punktweise beschrinkt.
Fiir den Beweis brauchen wir eine kleine Hilfssaussage.

Lemma 8.3.5. Ist 1) in Satz 8.3.4 erfiillt, so ist F gleichmdfSig beschrinkt, d.h.,

sup || f]leo < o0.
feF

Beweis: Wire .# unbeschrinkt, dann gibt es eine Folge f, € .% mit || f;||c > n und
damit mit Punkten x,, so daB | f,(x,)| > n. Wiirde diese Folge gegen f konvergieren,
dann gilt fiir jedes & und n hinreichend groB3, daf3

lfCe)| 2 [fu(xn)| —e2n—¢

und f wire unbeschrankt im Widerspruch zur Stetigkeit von f. m]

Jetzt aber an die Arbeit, wir kommen zu einem der lingsten Beweise dieser Vorle-
sung!!,

Beweis von Satz 8.3.4: Wir beginnen mit ,,2) = 1)“ und nehmen an, daB die Folge
fn eine Folge in der gleichgradig stetigen und punktweise beschriankten Familie .#
ist. Ausserdem sei x;, kK € N, eine ABZAHLUNG von X := [a, b] N Q. Diese Punkte
liegen DICHT in [a, b], d.h. fiir jedes x € [a, b] und jedes € > 0 gibt es einen Index
k, so daBB |x — xx| < € ist. Da die Folge f,(x1), n € N, eine beschrinkte Folge
von Zahlen ist, enthélt sie nach Satz 3.3.2 eine konvergente Teilfolge f,(,) und wir
definieren

fxy) = nlgglo Sy (x1). (8.3.5)

10Eine Familie von Funktionen kann ansonsten vollig unstrukturiert sein. Soll also keiner sagen,
mathematische Definitionen oder Nomenklatur hitte keinen Realitédtsbezug.
UEast schon ein yrichtiger Beweis.
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Dasselbe Argument mit f;, (,)(x2) liefert eine Teilfolge f,,(,) von fi () mit
fxg) = Hm fo, () (x2).-

Da oy eine Teilfolge von o war, gilt (8.3.5) auch mit oy anstelle von 0. Auf diese
Weise konstruieren wir Teilfolgen o und Funktionswerte mit

feg) = Hm fo, ) (x5), ji=1...,k. (8.3.6)

und mit o : k — oy (k) erhalten wir eine Folge, fiir die

f(xj) = nh_)ngo fo-(n) (xj), JEN, (8.3.7)
erfiillt ist'? und damit ist die Grenzfunktion f zur Teilfolge o schon einmal auf X

definiert. Die Folge f,-(,)(x;), n € N, konvergiert und ist damit eine Cauchyfolge,
so daB3 es zu jedem & > 0 ein ng gibt, so daf

| forom) (X)) = forimy ()] < &, JEN, m,n> ng. (8.3.8)
Wegen der gleichgradigen Stetigkeit gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0, so daf
x—x'| <6 = |fg(n) (x) — fg(n)(x')| <e&, x € [a,b], n e N. (8.3.9)

AuBerdem konnen wir [a, b] aber bereits mit endlich vielen Intervallen der Form
[x; —6,x; + 0] iiberdecken!?, sagen wir mit den Intervallen I,...,/y und wir
ordnen unsere Punkte in X soum, daB /; = [x; —d,x;+6], j =1,..., N, ist. Damit
zeigen wir nun die Konvergenz auf X: Zu x € [a, b] und & > 0 existiert 6 > 0, so
daB (8.3.9) erfiillt ist. Dazu gibt es die 0—Intervalle 11, .. ., Iy, die [a, b] iberdecken
und damit einen Index j € {1,...,N} mit x € I;. AuBerdem gibt es das ny aus
(8.3.8), und wir wihlen m, n > ny. Dann ist

|fo-(m) (x) - fo-(n) (x)|
< N fromy @) = Foromy D]+ firomy X7) = Formy G|+ [ iy () = Firy (7))

<& <& <&

< 3g,
und diese Abschitzung gilt GLEICHMASSIG in x, d.h.

”fo-(m) - f(r(n)”oo < 3e, m,n 2 ny,

die Teilfolge konvergiert daher gleichm@Big und hat eine stetige Grenzfunktion.
Fiir die Umkehrung ,1) = 2)“ nutzen wir zuerst einmal Lemma 8.3.5, um zu

erkennen, daBl .# gleichmidBig und damit natiirlich insbesondere punktweise be-

schrinkt ist. Nehmen wir also an, .# wire nicht gleichgradig stetig, d.h., es gibt

12(8.3.7) gilt fiir jedes j, aber nicht unbedingt gleichmafig in j, was wir aber auch nicht brauchen
werden, da wir gleich feststellen werden, dafl nur endlich viele j benétigt werden und damit
wird die Sache deutlich entspannter.

13Das ist eine ganz wesentliche Konsequenz der Gleichstetigkeit und damit eine Eigenschaft der
Folge f,, die uns dieses ¢ liefert.
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ein € > 0, so daB fiir alle 6 > 0 eine Funktion f = f; und Punkte x = x5, X" = x}
mit der Eigenschaft

x—x'| <6 und lf(x) = fF(x)] > e (8.3.10)

existieren. Nehmen wir wieder speziell 6 = ,ll, so bekommen wir Folgen f, € .%
und x,, x;, € [a, b] mit

lxp — x| <6 und | fn(xn) = fu(x))| > €. (8.3.11)

Die Folge der x, ist beschrdankt und enthélt daher nach dem Satz von BOLZANO—
WEIERSTRASS, Satz 3.3.2, eine konvergente Teilfolge Xo(n) — x. Wegen |xXg(,) —

Xl < ﬁ < % konvergieren auch die x ., gegen x. Nach Voraussetzung enthilt

nun f;(, eine gleichmiBig konvergente Teilfolge f,(,) — f, fiir die dann

€< ‘fo-’(n) (Xor(m) = forr(m) (X0 )
[ Ceor) = £ ()

IA

+ |f(xo"(n)) - fo-’(n) (x(r’(n))| + )f(x,a-f(n)) - fo"(n) (x;-/(n))

I =Jor il <N~ llo

+2 ”f - fo"(n)”oo -0
—————

—0

IA

[ i) = £ )

—0

gelten muss, was einen Widerspruch liefert, da die rechte Seite fiir n — oo gegen
Null konvergiert. m]

8.4 Potenzreihen und die Taylor—Formel

Ein PoLYynOM, also eine Funktion der Form

k

f2) =) ar

k=0

wobei z gerne auch komplex sein darf, ist natiirlich eine besonders einfache Funk-
tion und kann auch als Summe der Monome a,z" angesehen werden. Etwas alle-
meiner konnten wir die Funktion dann auch als

n

f@=) az-0)f,  zeC

k=0

schreiben und uns fragen, was passiert, wenn der GRAD n des Polynoms gegen
unendlich geht.

Definition 8.4.1 (Potenzreihe). Eine POTENZREIHE ist eine komplexwertige Reihe
der Form

oo
f@=) an(z-2)"  zeC (8.4.1)
n=0
4Wie schon gesagt: Diese beiden Resultate sind miteinander verwandt!
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Natiirlich kann man Potenzreihen auch niir {iber R definieren und untersuchen,
»schoner® und natiirlicher werden die Konzepte aber tatsdchlich im Komplexen.
Wir beginnen mit einer zentralen Konvergenzaussage.

Satz 8.4.2. Konvergiert die Potenzreihe (8.4.1) fiir ein z* € C, so konvergiert sie fiir jedes
0 < p < |z" = 20| absolut und gleichmafig auf der abgeschlossenen KREISSCHEIBE

K(zo,p) :={z€C:lz-2z0| < p} (8.4.2)

Beweis: Wir setzen® f, = a,(- — z9)", dann sagt die Annahme, dafl die Rei-
he Y, f,(z*) konvergiert'® und daB deswegen f,(z*) eine Nullfolge und damit be-
schrdnkt ein muss: |f,(z*)| < M fiir ein passendes M € R. Fiir alle z € K(zo, p) ist
dann

(z—20)"

(z* = z0)"
n 0 n
lan(z" = z0)"| <M |——
~————— — 20 |Z* - ZOl
<M S e’ S——
<p"/|z*=zo|" ="

| fn(2)] lan(z = z0)"| = |an(z" = z0)"

< — 20

%

und da p < |7* — 70| ist, ist 6 < 1 und daher

Sihim Yo =L
n=0 n=0

Damit konvergiert die Reihe absolut und mit einer Schranke, die von z unabhénig
ist, also auch gleichmiBig. m]

Bemerkung 8.4.3. So einfach der Beweis ist, so bemerkenswert ist das Ergebnis:
Konvergenz, noch nicht einmal ABSOLUTE KONVERGENZ der Potenzreihe an einer
Stelle z* sorgt dafiir, daB die Potenzreihe auf jedem Kreis um z¢, der z* nicht enthilt,
absolut und gleichmafSig konvergiert. Es gilt also ein ,ganz oder gar nicht“—Prinzip.

Das folgende Resultat ist zwar eine einfache Erweiterung von Satz 8.4.2, wird aber
weitreichende Konsequenzen haben.

Korollar 8.4.4. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.4.2 konvergiert auch die Potenz-
reihe

(o)

g(2) = ) nay (z-z0)"" (8.4.3)

n=1

absolut und gleichmdifSig auf K (zo, p) fiir alle p < |2* — zo].

1n dieser sehr gebriuchlichen Notation steht das unscheinbare Piinktchen ,,-“ fiir das Argument
der Funktion, was einfach kiirzer ist, als f(z) =... oder f : z + ... schreiben zu miissen.

16Vorsicht: Wir haben keine absolute Konvergenz angenommen, den Absolutbetrag darf man also
nicht in die Summe ziehen.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Beweis: Genau wie im Beweis von Satz 8.4.2 zeigt man, daB mit g, = na, (-—z)" !
auch die Abschitzung
18x(2)] < Mng"™!

gilt und da
8@l _ (n1+D0™ _n+1
lgn(z) — nO*  n

fiir hinreichend groBes n unter 1 féllt, folgt die Konvergenz aus dem QUOTIENTEN-
KRITERIUM, Satz 3.6.7. O

Ein Blick auf (8.4.3) zeigt natiirlich, was man dabei im Sinn hatte.

Korollar 8.4.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 8.4.2 ist die Funktion f aufK (zo, p)N
R differenzierbar’” und die Ableitung ergibt sich durch GLIEDWEISE DIFFERENTIATION.

Beweis: Unter Verwendung der Notationen von Satz 8.4.2 und Korollar 8.4.4 ist
gn = f, und da die Reihe der g, konvergiert und die f, ebenfalls gleichmiBig und
damit punktweise konvergieren, ist f’ = g nach Satz 8.2.4. m]

Das fiihrt uns zu einem zentralen Resultat in der Theorie der Potenzreihen.

Definition 8.4.6. Der KONVERGENZRADIUS einer Potenzreihe f(z) = ) a,(z—z0)"
ist definiert als

p(f) :=sup {|z - 20| : Z an(z—z0)" konvergiert} . (8.4.4)
n=0

Korollar 8.4.7. Die Potenzreihe f(2) = >, a,(z—20)" konvergiert absolut und gleichmd-
Big fiir |z — zo| < p(f) und divergiert fiir |z — zo| > p(f).

Beweis: Ist |z — 29| < p(f), dann gibt es ein z* mit |z — 29| < |2* — 20| < p(f), an
dem die Potenzreihe konvergiert und Satz 8.4.2 garantiert dann auch die absolute
und gleichméBige Konvergenz an z. Gdbe es umgekehrt ein z mit |z — zo| > p(f),
dann widersprédche das der Definition in (8.4.4), denn der Konvergenzradius ist ja
das SUPREMUM. m]

Korollar 8.4.8. Die Potenzreihe f(z) = ), a,(z — zo)" ist im Intervall
(a,b) ={x e R:|x—z0] < p(f)}
unendlich oft differenzierbar und es gilt
_ 1w
ap = af (z0). (8.4.5)

Beweis: Jede absolut und gleichmidBig konvergente Potenzreihe ist differenzierbar
und ihre Ableitung wieder eine Potenzreihe, die wieder absolut und gleichmiBig

17Kleine Warnung: Fiir Funktionen mit komplexem Argument haben wir keine Ableitung definiert,
das ist der FUNKTIONENTHEORIE vorbehalten.
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8.4 Potenzreihen und die Taylor—Formel

konvergiert und eine Ableitung hat und so weiter. Damit ist die Potenzreihe unend-
lich oft differenzierbar und da sich die Ableitungen durch gliedweise Differentiation
ergeben, gilt!®

®) _°° n! ok  (n+k)! o
f UO—E;GjEﬁmAx 20) —Z% dn (x = 20", (8.4.6)

was man wieder auf ganz C erweitern kann. Einsetzen von z in (8.4.6) liefert dann
(8.4.5). O

Natiirlich spricht absolut nichts dagegen, den ENTWICKLUNGSPUNKT z( der Reihe
reell zu wéhlen, und dann haben wir einen ,natiirlichen Bezug zwischen einer
hinreichend oft differenzierbaren Funktion und einer Potenzreihe. Das genau ist
der Inhalt des Satzes von Taylor bzw. der TAYLORFORMEL.

Satz 8.4.9 (Satz von Taylor). Sei f € C"™1(I) und x¢,x € I. Dann gilt

(k)
fU—Zf“m +—/u 0" [ (o) ar. (8.4.7)

Beweis: Induktion iiber n. Fiir n = 0 hat (8.4.7) die Form
= fews [ 5w
X0
was der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Satz 7.3.1, ist.

Fiir den Induktionsschritt wenden wir PARTIELLE INTEGRATION auf das REST-
GLIED f ... in (8.4.7) an und erhalten

% / 0 (x = )" f (1) dr
_ _( 11)'( t)n+1f(n+1)(t)

(x X )n+1f(n+1)(x )+

/ (x )n+1 f(n+2) (f) dt.

(n +1)' (n +1)'

Das in (8.4.7) eingesetzt liefert

noork)
Z 17 ) (x = x0)* +

o = ) )
+ﬁ /x(x oy ) () gy
_ f f(k)(xo) o)k + (ni1)! /xox(x ) () gy,
also genau die ,,(n + 1)—Variante“ von (8.4.7). O

18Das ist jetzt also eine Funktion f : R — C und solche Funktionen kann man einfach differenzie-
ren, indem man Real- und Imaginirteil separat differenziert.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Bemerkung 8.4.10. In (8.4.7) koénnen auch Integrale der Form fabg(x) dx mit
a > b auftreten, fiir die Integration bisher nicht definiert ist. Mit der Funktion
¢:=a+b — -, die die Rolle von a und b vertauscht, ist

b b p(a) a
— = ’ = -1 = —
/a F) d / FOOQ (x) d L I e /b Fla+b-x)dr,

=

was dann auch wieder wohldefiniert ist. Anschaulich integriert man die Funktion
»in die andere Richtung®.

Korollar 8.4.11. Eine Funktion f : I — R ist genau dann ein PoLynom vom Grad < n,
wenn D) =0 gst.

Beweis: Ist f ein Polynom vom Grad < n, so folgt die Behauptung direkt aus der
Ableitungsformel (6.2.4). Umgekehrt verschwindet fiir f (n+]) = (0 das Restglied in
(8.4.7) und was bleibt ist ein Polynom. O

Satz 8.4.12 (Taylor mit Lagrange—Restglied). Sei f € C"*1(I) und xo,x € I. Dann
gibt es ein™ & € (x¢,x), so daf

noork) (n+1)
fx) = ; / k(!x(’) (x — x0)k + f(nfl()‘f,) (x — x0)"*. (8.4.8)

Beweis: Wir nehmen an, daBl xp < x ist, dann ist (x —x0)” > 0 und wir kénnen den
Zwischenwertsatz der Integration, Satz 7.2.8 auf das Restglied aus (8.4.7) anwen-
den, was zu

% / x(x — 0" f" (1) dr

_ 1 /X o Ly =™ "
= n!f €3] s (x—0)"dt= n!f €3] — 1 .
1
= T 1)!f("J'l) (&) (x — x0)"*!
fiithrt. O

Fiir unsere Restglieder haben wir immer eine (n + 1)te Ableitung der Funktion f
und deren Stetigkeit gebraucht. Es geht aber auch mit ein bisschen weniger.

Korollar 8.4.13. Ist f € C"(I) und xo € 1, dann gilt fiirx € 1

n k)
fo -1 k(,x‘)) (x=x0)f =) (r=x0)',  lmp()=0.  (8.49)
k=0 )

YHier ist entweder das Intervall (xg,x) gemeint, wenn x < x ist oder das Intervall (x,x)), wenn
Xo > X ist.
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8.4 Potenzreihen und die Taylor—Formel

Beweis: Mit Taylor der Ordnung n — 1 ist

(k) (n
fU_Zf<o W =100 oy

(n)
= f ('XO) (x —X())n +
n.

(x = xp)"

() = ™ (x0)
n!

und da? 5(x) := %! (f (&) = f(xp)) stetig ist und ¢ zwischen x¢ und x eingequetscht
ist, folgt n(x) = 0 fiir x — xo. O

Eine nette kleine Anwendung der Taylor-Formel erlaubt es uns, Funktionsgrenz-
werte zu betrachten, die von der Form g sind.

Korollar 8.4.14 (L’Hospital). Sind f,g € C"*1(I) und gibt es ein x* € I mit
FR ) = g =0, k=0,...,n, (8.4.10)
und g™V (x*) # 0, dann ist £ o Stetig an x* und es gilt die I’HOSPITAL—REGEL
S )
ot g(x) gD (x)

Beweis: Wir verwenden die Taylor—Formel mit Lagrange—Restglied (8.4.8) fiir f
und g und erhalten

(8.4.11)

= ; l ) (%Y (v — +*)k f(nﬂ)(g) n+l _ f(n+1) (&) _syntl
f@)—ggk!f () (x =) g =) = g (=)
=0
bzw. ( 1)( :
g n+ é:, -
g(x) = W(x—x ) !
so daB 1)
10 SO e

g(x)  glmh(gr)’

wobei £, & natiirlich wieder von x abhiingen. Da g™V (x*) # 0 ist die Funktion
stetig in einer Umgebung von x*, man kann den Limes in (8.4.11) bilden und er
ergibt sich als Quotient der Limites, die wegen der Stetigkeit von f (n+1) ynd g("+D)
existieren und die Form wie auf der rechten Seite von (8.4.11) haben. O

Beispiel 8.4.15. Wir betrachten
sinx

lim
x—0 X

Das wire g, aber die Ableitungen von Zdhler und Nenner haben die Form cosx

und 1, also ist

. sinx . cosx cosO
lim = lim = =1.
x—0 X x—0 1 1

QOJa, das ist eine Funktion von x, denn die Zwischenstelle ¢ hdngt von x ab, und zwar stetig.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Definition 8.4.16 (Taylor—Reihe). Zu einer beliebig oft differenzierbaren Funktion
f I — Rund x( € I heiBt die POTENZREIHE

[} (n
Tf(x) = Z fn' (x — x0)" (8.4.12)
n=0 :

TAYLOR-REIHE zu f mit ENTWICKLUNGSPUNKT Xj.

Mit Taylorreihen kann so ziemlich alles schiefgehen, was schiefgehen kann, sie
kénnen

1. keinen positiven Konvergenzradius haben?!
2. konvergieren, aber nicht gegen f.

Fiir den zweiten Fall kann man ein Beispiel angeben.

Beispiel 8.4.17. Die Funktion f(x) = e‘l/x2, x > 0, ergdnzt durch f(0) = 0, hat
fiir xo = 0 Taylorreihe 7'f = 0 ohne selbst die Nullfunktion zu sein. Dies zeigt man
in zwei Schritten:

1. Fiir jedes n € N gibt es ein Polynom p,, so da3
FM(x) = pxH e, x>0 (8.4.13)

Das geht per Induktion {iber n, wobei der Fall n = 0 trivial ist. Ansonsten ist

n d - - 2 ’ — — — 2 _ _ 2 2
£ = T e = —pl T e 4 py (x5,
X X
also pp+1(x) = —x?2 pn(x) + 2x3 Pn(x).
2. Es ist
fM0)=0, neN. (8.4.14)

Dazu betrachtet man lediglich

-k Pn(y) _
= lim 3 =
y—o00 ey

2

lim £ (x) = lim p,(x ') e 0,

x—0 x—0

wobei wir y = 1/x gesetzt haben, so daB aus x — 0 ein y — oo wird und
dieser Limes existiert und ist 0, sogar unabhéngig davon, wie genau y — oo
geht.

Also ist die Taylorreihe eine Summe von Nullen, was trivialerweise sogar Konver-
genzradius co hat und somit konvergiert, nur eben leider nicht gegen f.

Taylorreihen kann man verwenden, um Funktionen in Reihen entwickeln und so
vielleicht auf wirklich oder sogar effizient berechnen zu kénnen. Bevor wir uns ein
Beispiel ansehen, zuerst noch ein wichtiges Resultat in diesem Zusammenhang.

2 Also nirgends konvergieren ausser an der trivialen Konvergenstelle x(, wo sie den Wert f(xo) hat.
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8.4 Potenzreihen und die Taylor—Formel

Satz 8.4.18 (Abelscher Grenzwertsatz). Sei ¢ eine Folge reeller Zahlen, fir die die
Reihe Xc konvergiert. Dann konvergiert die Potenzreihe

fx) = i cpx"

n=0

fiir alle x € [0,1] und f ist stetig auf [0,1].

Beweis: Da die Reihe konvergiert ist die Folge der c, beschrinkt??, die Reihe
konvergiert absolut fiir alle x < 1 und der Konvergenzradius p(f) ist damit > 1.
Interessant wird die Sache also nur fiir x = 1, deswegen auch der Name GRENz-

WERTSATZ. Da
@)= cn,
n=0

konvergiert die auch fiir x = 1, was {ibrig bleibt, ist

lim f(x) = f(1) = Z:; Cn. (8.4.15)

Definieren wir
[ee]
Sy = Z Ck,
k=n

so folgt
so = f(1), Sy — Sp+l = Cny lim s, = 0. (8.4.16)

n—oo

Insbesondere ist |s,| beschriankt, sagen wir |s,| < M, und die Reihe }] s5,x" konver-
giert nach dem inzwischen wohlvertrauten Argument fiir |x| < 1. Damit ist

(o] (o] (o] (o) o0
(1-x) Z spxt = Z spx"t — Z sy = Z spx’t — Z Sp_1x"
n=0

n=0 n=0 n=0 n=1
= 50+ ) (Sn—8n-1)X" = F(D) + Y (Sps1 — sp) x™
= f(1) =D ™= (1) = xf(x).
n=0

Sei nun € > 0 vorgegeben und ny € N so gewihlt, daB |s,| < & fiir n > ny. Dann

22Sjehe Beweis von Satz 8.4.2.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

setzen wir § := MLnO und erhalten fiir jedes x € (1 -6,1), daB3
(1-x) Z spx"| < (1 —x) Z s |x"

Z |sn| x” +(1 - x)z lsn| x" <6Mn0+8(1 X)

f D) -xf0)| =

>

0 n=ng n=ng
6 1 <e <e NI
x"0/(1-x)
< eg4+¢& X" < 2¢,
——
<1

was nichts anderes bedeutet als
fQQ) = lin}xf(x) = 1iHi f(x),

und genau das war ja zu zeigen.

O

Als Anwendung dieses Satzes jetzt die Reihenentwicklung einer wichtigen Funkti-

on.
Korollar 8.4.19 (LOGARITHMUSREIHE). Firx € (—1,1] gilt

2 3
nlx X
log(1+x) = Z( 1) —x—§+§—---

n=1

und damit auch

logx =loga + Z( -1)"" ez a)t

, O0<x<2a,a>0.
an
n=1

Beweis: Da

1
log(1+x) =log(1+x) —log(1+0)=1log(1+ t)‘x = /
N . t=0 0
=0
und da die Taylorreihe von f = (1+-)~! die Form*

[ee)

Tf(r>_2f(")<0> Z (1"

hat, ist

log(1+x)

/Ox(i( 1)"t )dt—Z( 1)”/ " dt
Z( 1)n lt

Il
/—\
)_A
p—
S

(8.4.17)

(8.4.18)

T+

%Die Ableitungen von f sind ™ = (=1)"n'1 + 1)1, n € Ny, wie man sich per Induktion

(Ubung!) leicht klarmacht.
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8.4 Potenzreihen und die Taylor—Formel

was (8.4.17) beweist, woraus (8.4.18) durch
logx =log(a+x—a)=1loga (1 + —) log a +log (1 + _a)
a

folgt. Bleibt nur noch das Verhalten bzw. die Stetigkeit am Rande und dafiir bend-
tigen wir Satz 8.4.18. Am linken Rand, x = -1, haben es wir mit der divergenten
harmonischen Reihe zu tun?4, am rechten Rand hingegen mit der alternierenden har-
monischen Reihe und die konvergiert bekanntlich nach dem LEIBNIZ-KRITERIUM
aus Satz 3.6.2. i

Eine Potenzreihenentwicklung haben wir noch, und zwar fiir eine durchaus nicht
unwichtige Funktion.

Satz 8.4.20. Fiir @ € R und |x| < 1 konvergiert die BINOMISCHE REIHE
— [« a Sa—k+1
1+x)* = ", = _ 8.4.19
LRI B S

Bemerkung 8.4.21. Fiir n := @ € Nist (}) gerade der normale Binomialkoeffizient:

a) a! _a(a/—l)---(oz—n+1)_ﬁa/—k+1
nl  n'a-n)! 1-2---n _k=1 ko7

und fiir n > «a enthilt das Produkt den Wert 0, so da3 aus der Reihe die wohlbe-
kannte endliche Summe wird. Interessant wird Satz 8.4.20 natiirlich fiir o ¢ N.

Beweis von Satz 8.4.20: Der Beweis gliedert sich in drei Schritte. Zuerst berechnen
wir die Taylorreihe mit Entwicklungspunkt 0 zu f(x) = (1 +x)“ als

5100 i(m m))w S0

n=0 n=0 \k=1

Danach zeigen wir mit dem QUOTIENTENKRITERIUM aus Satz 3.6.7, daB die Reihe
fiir [x| <1 konvergiert:

o4 n+l n+l n
(n-%)x . n a—k+1 rl k a—-n+1
(n)x" 1 k k=1a—k+1 n+1

und da % — 1 fiir n —» oo und x < 1, wird dieser Ausdruck fiir hinreichend
groBes n irgendwann kleiner als ein p < 1, weswegen die Reihe konvergiert.

Im dritten und letzten Schritt zeigen wir schlieBlich, da8 die Taylorreihe auch
wirklich gegen (1 +x)® konvergiert, wofiir wir uns das RESTGLIED aus (8.4.7) vor-
nehmen. Dieses hat die Form

Rinf() = /0 S 0" £ (1 dr
= (n+1) (n ‘j 1) /0 x(x 0"+ Ldr. (8.4.20)

2Kein Wunder, da ja logx — —oo fiir x — 0.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Fir0<r<x<1ist?

(1+7)* "1 < (1+1)? < max{1,2%} =: C,

——
>1
also
a X a —(x—t)’”lx
R, < 1 —N)"dt = 1 - 7
Reas@l s Gen( 5 e [Ta-mra-wen( f e A28
_ a n+l
B C(n+1)x

und da dieser Ausdruck ein Glied der konvergenten Taylorreihe ist, folgt

lim |[Ry1f(x)| =0, O0<x<1. (8.4.21)

Ein bisschen aufwendiger wird es fiir =1 < x < 0, wo wir wie in Bemerkung 8.4.10

die Integration ,umdrehen® miissen®, was zu

Roafe) = an| Y ) [0 a0 1
n+1 0 SN—— S~
—x—(x+0-1)=t —1-(x+0—-1)=1+1-x
a 0 1
= +1 "t+1-x)""dt
wen(, 7] [ res1-x
m+ | @ /0( ! )"(1+z )1 gy
= (n —_— —-X
n+1)J, \1+¢t—-x

fihrt. Da1 < 1+1¢—x < 1 ist, kénnen wir den zweiten Term im Integral wieder
durch C’ := max{1, 2%"!} abschitzen und erhalten

t n a |X|
‘— dt < (n+1) C’ / " dt,
1+t—x n+1 0
———

<[t

0
Run f(0)] < (n+1) (n‘jl)C' /

von wo aus wir wie oben weiterrechnen kénnen, um auch auf
lim |Ry+1f(x)| =0, -1<x<0. (8.4.22)
n—oo

zu kommen. Und der Fall x = 0 ist zu schwer, um im Rahmen einer Grundlagen-
vorlesung fiir Analysis behandelt zu werden?’. O

%Je nachdem, ob a positiv oder negativ ist.

%6Und es kann ja nicht schaden, das auch einmal in einem konkreten Fall durchzufiihren.

ZFiir alle, die diesen Satz glauben, gilt: Gehe zuriick zu Kapitel 1, gehe nicht in die Klausur, ziehe nicht
9 ECTS-Punkte ein.
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8.5 Fourierreihen

Neben den Taylorreihen, die in Sachen Konvergenz oftmals recht zickig und nicht
ganz einfach sind?®, gibt es noch einen zweiten wichtigen Typ von Reihenentwick-
lung, der zu einer besonderen Klasse von Funktionen gehort.

Definition 8.5.1 (Periodizitdt). Eine Funktion f : R — R heiflt PERIODISCH mit
PERIODE T oder kurz T-PERIODISCH, wenn

f(x+T) = f(x), x € R. (8.5.1)

Kennt man eine periodische Funktion auf einem Intervall [£,& + 7] der LANGE T,
so kennt man sie {iberall.

Da man aus einer 7—periodischen Funktion f ganz einfach eine 7’'—periodische
Funktion g gewinnen kann, indem man g = f (%) setzt?, reicht es, sich alles fiir
eine Periodenldnge anzusehen, so dafl wir uns beispielsweise fiir 7 = 27 entschei-
den kénnen und werden.

Definition 8.5.2. Der Torus T = R/2sZ ist die Menge aller Aquivalenzklassen
von R modulo 27, d.h. [x] = [y] genau dann, wenn x — y = 2k fiir ein passendes
k € Z. Der Torus ist ISOMORPH zu allen Intervallen der Linge 2m, beispielsweise
[-m, 7], wobei die Punkte —7 und 7 miteinander identifiziert werden.

Bemerkung 8.5.3. Jede 27—PERIODISCHE FUNKTION f kann also als f : T — R
oder f : T — C angesehen werden. Beispiele fiir Funktionen in C(T) sind die
KOMPLEXE EXPONENTIALFUNKTION x — ¢ sowie SINUS und COSINUS.

Definition 8.5.4 (Trigonometrische Polynome). Ein TRIGONOMETRISCHES POLY-
NOM vom GRAD n ist eine Funktion der Form

n

f(x) = % + > ayp coskx+ by sinkx, (8.5.2)
k=1
bzw. .
f(x) = Z cp et (8.5.3)
k=—n

Schreiben wir (8.5.3) als

J(x)

n
co+ Z cp € 4oy o7k

k=1

n
co+ Z cr(cos kx +isinkx) + c_r(cos kx —isin kx)
k=1
= co+ (cx+c_g) coskx+i(cp —c—g) sinkx,

ZFunktionen, deren Taylorreihe iiberall konvergiert, also Kovergenzradius oo hat, sind ganz beson-
dere Funktionen, denen man in der FUNKTIONENTHEORIE auch eine Menge Aufmerksamkeit
widmet.

YDenn dann ist g(- +77) = f(% -+T") = f(%) =g.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

dann folgt®
1 .
ag = ck+cCg, ck = glax—iby),
) = . k € Ny, 8.5.4
b = i(ck —ck), ck = glag+iby), 0 (8:5.4)

und damit sind (8.5.2) und (8.5.3) wirklich dquivalent.
Die nidchste Aussage sieht zuerst einmal ganz unschuldig aus, hat aber, wie wir
gleich sehen werden, weitreichende und sehr systematische Folgen.

Satz 8.5.5 (Orthogonalitit).

1. Fiir j, k € Z gilt’

1 T i 1 =k
_ ijx —ikx — 5., = J ’
on ) ere™dx =06j { 0. Pk (8.5.5)
2. Fir j,k € Ny gilt
1 /" 1 /"
—/ sin jx sin kx dx = —/ cos jx coskxdx = 6 (8.5.6)
T J_x TJ-n
sowie
1 T
— / sin jx cos kx dx = 0. (8.5.7)
T J-n

Beweis: Fiir j = k ist (8.5.5) nichts anderes als %fl = 1, fiir j # k hingegen
erhalten wir

o L 1 "
/ elx e—lkx dx :/ el(]_k)x dx = %el(]_k)x =0,
- -7 l(.] - k) X=TT

wobei wir die konkreten Werte noch nicht einmal auszurechnen brauchen, sondern
uns nur auf die 2r—Periodizitit beschrinken kénnen, siehe auch Ubung 8.5.1. Da-
mit ist 1) bewiesen und wir kénnen es skrupellos fiir 2) ausnutzen. Beispielsweise
ist32

1 Fis ‘ 1 b eijx +e—ijx eikx +e—ikx
— cos jx coskxdx = — dx
T J_x T J_x 2 2

1(1 / " i g 1 / " i-ox gy 1 / " itk=px g 1 / " i dx)
4\ J T J x mJ o T Jx

=0 =261 =261 =0

= djk,

30Und dies schliesst ag = 2¢¢ ein

31Dje , Funktion® ¢ hier bezeichnet man als KRONECKER—§.

32Bitte beriicksichtigen: j und k sind jetzt nur noch in Ny, also beide nichtnegativ, so daB immer
6j,—k =0ist.
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was fiir den Sinus ganz entsprechend funktioniert:

1 Fis o - 1 T eijx _ e—ijx eikx _ e—ikx
— sin jx sin kx dx = — dx
mJ_ _

- T J_x 2i 2i
- _1(1 / " itihr g 1 / " itk g 1 / " it g, L / " i+ dx)
4\ J_, T J s T J s T J_x
=0 =26 1 =26 11 =0
= Sx.

Das ist dann auch schon (8.5.6) und fiir (8.5.7) gehen wir ganz genauso vor:

1 Fis ' . 1 T eijx +e—ijx eikx _ e—ikx
— cos jx sinkx dx = — dx
T J_ _

- T J_x 2 2i
_ l(l / "G g _ 1 / " itk g, L / " itkeix gy X / " i dx)
4i\n J_, T J g 7/ - b/ g -
=0 =261 =261 =0
= 0.
O

Ubung 8.5.1 Zeigen Sie: Ist f eine differenzierbare, 2r—periodische Funktion, dann
gilt

/_: f'(x)dx =0.

¢
Damit besteht zwischen den trigonometrischen Funktionen und dem Integral eine
besonders enge Beziehung.

Definition 8.5.6 (Skalarprodukte & Orthogonalitit).

1. Eine Abbildung®® (-,-) : C(T) x C(T) — R heiBt SKALARPRODUKT, wenn sie
eine SYMMETRISCHE BILINEARFORM ist, d.h., wenn

a) (fi+f2,8) = (/1,8 +{fe,g) und (f, g1+ ga) = (f,g1) +(f,&2),
b) (Af,g)=(f,g) und (f,Ag) = Af,g),
c) (f.8) =48 [f)

erfiillt ist. 1a) und 1b) definieren eine Multilinearform, 1c) ist fiir das ,,SYMMETRISCH“
verantwortlich.

2. Eine Abbildung (:,-) : (T — C) X (T — C) — C heiit SKALARPRODUKT,
wenn sie eine SESQUILINEARFORM®? ist, d.h., wenn 1a) gilt und 1b) durch

(Af.8) = Af.8) (f,ag) =Af.8),  A€C, (8.5.8)

33Stetigkeit ist hier eine sehr willkiirliche Voraussetzung, die man nicht wirklich braucht, die uns

aber das Leben deutlich leichter macht, zumal wir kein LEBESGUE-INTEGRAL zur Verfligung
haben.

34,,Sesquz’ “ist Latein und steht fiir ,,Eineinhalb“.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

sowie 1c) durch
(f.8) =481 (8.5.9)

ersetzt wird. Dieser Fall umfasst die reelle Situation.

3. Ein Skalarprodukt heiB3t ENTARTET, wenn es ein f # 0 gibt, so daB3 (f, f) <0
ist. Normalerweise fordert man®, daB ein Skalarprodukt DEFINIT ist, d.h.,
daB3

f#0 = (f,f)>0 (8.5.10)

ist.
Proposition 8.5.7 (Skalarprodukte auf C(T)). Die Abbildungen
1 /" —_— 1 d —_—
o= [ red ud  (fen= g [ fwet

sind Skalarprodukte fiir integrierbare Funktionen auf'T und definit, wenn f, g stetig sind.

Beweis: Die Eigenschaften 1a) und 1b) sind aufgrund der Linearitét des Integrals
in beiden Fillen leicht nachgewiesen. Sind f, g reellwertig, dann ist

ogni=y [ rwetidi= [ fet =t n

fiir komplexwertige Funktionen ergibt sich

ogni= [ fwet = [ Flew dx= ey

Fiir die Definitheit bemerken wir zuerst einmal, daf3

Goin= [ 1w

und zwar ganz egal, ob f reell- oder komplexwertig ist. Ist nun f # 0, dann gibt
es &€ >0, und x € (-m, 1), so daB |(x)|? > & ist. Wegen der Stetigkeit von f gibt es
dann auch ¢ > 0 mit |f(x)|> > § fiir [x" — x| < 6 und da | f] > 0 ist damit

T x'+6
/ 1f ()2 dx > / IF ()2 dx > 262 =6 > 0.
- X' =0 S—— 2

>g/2

DaB fiir (-, -) alles ganz analog geht, muss hoffentlich nicht mehr besonders explizit
gesagt werden. m]

Damit kénnen wir Satz 8.5.5 in Skalarprodukt—Terminologie umschreiben.

Korollar 8.5.8. Es gilt

(cos j-,cosk-); = (sin j-,sink-); = 0, (cos j-,sink-); =0, J,k € Ny,
(8.5.11)
und
(exp(ij'), exp(ik-))2 =0 ks Jj,k € Z. (8.5.12)

$0Oftmals auch stillschweigend.
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8.5 Fourierreihen

Definition 8.5.9 (Othonormalsystem). Eine ABZAHLBARE FAMILIE oder FOLGE f,,
n € Ny, von Funktionen hei3t ORTHONORMALSYTEM fiir ein Skalarprodukt (-, -),
wenn

(fi.fx) =6, J.keN. (8.5.13)

Das Orthonormalsystem heifit VOLLSTANDIG in einem Vektorraum®® X von Funk
tionen, wenn es zu jedem f € X Koeflizienten a(f), k € Ny gibt, so daB3

=0 (8.5.14)

lim ”f - > ak() fi
k=0

2
gilt.

Kaum hat man neue Terminologie, schon kann man Korollar 8.5.8 nochmals um-
formulieren.

Korollar 8.5.10. Die Familien f, = ™, n € Z, und fo, = cosn-, fops1 = sinn-,
n € Ny, sind Orthonormalsysteme.

Wir werden jetzt noch zeigen, daB die beiden Orthonormalsysteme®” tatsichlich
vollstindig in C(T) sind und dazu ein klein wenig nette Theorie entwickeln. Dazu
schreiben wir jetzt kurz (-, -) fiir eines der beiden Skalarprodukte (-, -); oder (-, ).

Lemma 8.5.11 (Norm). Jedes Skalarprodukt -, -) induziert eine NorRM

Ifllz =N ). f e C(D), (8.5.15)
auf C(T), d.h., es gelten die NORMAXIOME
LA flle = 0und|flla=0 & f=0.
2. lAfllz = Al llAfllz, A € C.

S +glle < N fllz +1lgll2-

Beweis: 1) folgt aus der in Proposition 8.5.7 festgestellten Definitheit des Skalar-
produkts, 2) aus

IAfNE = Af,Afy = A {f, £y =121 f15,
=|2)?

und 3) aus

If+glls (fre.f+e = N+{.8+(g f)+(g.8

115+ (f, gy + (f, &) +llgll3 (8.5.16)

—————
=2R(f.g)

3Man kann also Funktionen addieren und mit Zahlen multiplizieren und bleibt in seinem Raum.
37Na gut, genau genommen ist es ja eigentlich nur eines, einmal reell, einmal komplex geschrieben.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

sowie der CAUCHY-SCHWARZ—UNGLEICHUNG:

IKfs @ < Nfll2 llglle, (8.5.17)

die fiir f = 0 oder g = 0 trivialerweise erfiillt ist®®. Mit* 1 = (f, g)/(g, g) erhalten
wir aus der Definitheit des inneren Produkts*

0

IA

If —ugls = (f —ug. f—ug) = {f, ) — 1{f.g) — ulg, f) +lul*(g, &

——
=(f.8)

_ 9% (f,g><f,g>+|<f,g>|2
8.8 (s.9)°
N——— ——
=[(f.8)1*/(g.8)
1(f. &)
llgllZ

I1£115 - 2R (5(f. 8)) + ul*(g. &) = IIfII3 (g.8)

1(f, &) .\ I<f, &)

_ 2
(g.8) (g.8) 71l

2
/113 =2

b

was sich direkt in (8.5.17) umformen lisst. Da R{f, g) < [{f, g)| ist, erhalten wir
durch Einsetzen von (8.5.17) in (8.5.16) dann die finale Abschétzung

IS +glls < IF15 + 21 fllallglle + llglls = (1f1l2 + llgll2)?
und somit 3). O

Definition 8.5.12 (Fourierkoeffizienten). Als RELLE FOURIERKOEFFIZIENTEN einer
Funktion f € C(T) bezeichnet man die Zahlen

1 Ve
ar(f) = (frcosk); =~ / (1) coske dr,
f o k € N, (8.5.18)
be(f) = (f.sink:); == / F£(¢) sin ke dt,
T -
als KOMPLEXE FOURIERKOEFFIZIENTEN hingegen
: 1 g —ikt
ce(f) = (f, exp(ik-)) = o f(H)e ¥ dr, k eZ. (8.5.19)
7 -

Ubung 8.5.2 Zeigen Sie: Ist f reellwertig, dann gilt fiir die ¢ aus (8.5.19) ¢4 (f) =
c-k(f)- o
Die Fourierkoeffizienten erméglichen es uns, eine Funktion mit Hilfe der trigono-

metrischen Polynome bestmoglich darzustellen. Und auch das gilt wieder in einem
wesentlich allgemeineren Kontext.

%Dann steht da 0 < 0, was man mit ein wenig gutem Willen durchaus glauben kann.

39Man beachte: Der Nenner dieses Ausdrucks, (g, g) ist immer reell.

“'Man kénnte das Ganze auch iiber die Cauchy—Schwarz-Ungleichung des Integrals zeigen, aber
dieser Beweis ist cooler und zeigt, dal das mit der Norm fiir jedes Skalarprodukt funktioniert.
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8.5 Fourierreihen

Satz 8.5.13 (Bestapproximation). Sei f;, n € Ny, ein ORTHONORMALSYSTEM zum Ska-
larprodukt (-, -) und seien ci(f) := (f, fx) die Fourierkoeffizienten von f. Dann ist fiir
allen € Ny

F=YeaWh| <|F-Yak|. an....a¢C (8.5.20)

k=0 2 k=0 2
Beweis: Fiir beliebige ay, . .., a, ist
n 2 n n
‘f—Zakfk = <f—Zakfk,f—Zakfk>

k=0 9 k=0 k=0

= Wfll5- > ax{f. fid— ) ax {feo £+ > ajan {fj, fx)

=cr(f) =cr(f) =0 jk

1113 = 2R > agec(f) + ) lawl?
k=0 k=0

A1 = > ek (DI + D ek (NP = 2R > axew(f) + D laxl?
k=0 k=0 k=0 k=0

7113 - S lex () + Y lex (f) = ax]?

>0
n n 2
> 13- D) le(HI = ”f =D elh £
k=0 k=0 9
was auch schon (8.5.20) ist. O

Ubung 8.5.3 Zeigen Sie, daB fiir jedes Orthogonalsystem und jedes f
2

'f_ick(f)fk

k=0

=113 =D eI (8.5.21)
k=0

2
gilt und beweisen Sie den SATZ VON PYTHAGORAS:

(frey=0 = lf+gly =715+ lgl (8.5.22)
¢
Aus dem Beweis von Satz 8.5.13 konnen wir eine weitere Schlussfolgerung ziehen.
Korollar 8.5.14 (Eindeutige Bestapproximation).
1. In (8.5.20) gilt genau dann Gleichheit, wenn ay = ci(f), k =0, ..., n, ist.

2. Die APPROXIMATIONSGUTE

n

f=> el fe

k=0

E.(f) = ,  neN, (8.5.23)

2

ist eine monoton fallende Folge in n.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Korollar 8.5.15 (Besselsche Ungleichung). Ist f,, n € Ny, ein Orthonormalsystem, so
gilt fiir die Fourierkoeffizienten c,(f) die BESSELSCHE UNGLEICHUNG

D lea(H < 1IFII3 (8.5.24)
n=0

und die Fourierreihe ), c,(f) fun konvergiert in der Norm || - ||o.
Beweis: Nach (8.5.21) ist

n 2

F= exlf) fi

k=0

n

= 17115 = D lex (NP,

9 k=0

0<

woraus (8.5.24) sofort folgt. Fiir die Konvergenz betrachten wir?!

2 0o 00
- <Z (D fis ) ck<f>fk>

9 k=n k=n

(o) (o)

= ch(f)m <fj,fk>:2|ck(f)|2_>0
Jok=n ~—— k=n
=5

oo

> el

k=n

fiir n — oo, da die Reihe Y |cx(f)|? konvergiert*?, O
Bemerkung 8.5.16 (Konvergenz).

1. Die Konvergenz der Fourierreihe zu f bedeutet aber noch lange nicht, da83
der Grenzwert auch wirklich f ist. Das einfachste Beispiel ist das Orthonor-
malsystem f, = cosn- und die Funktion f = sin, fiir die ¢,(f) = 0 fiir alle
n ist, und somit konvergiert die Fourierreihe gegen die Nullfunktion, nicht
gegen den Sinus.

2. Ausserdem konvergiert die Reihe nur im quadratischen Mittel und selbst
wenn jedes Glied f, einer Folge von Funktionen Eigenschaften wie Stetigkeit
oder Differenzierbarkeit besitzt, so muss sich das im Gegensatz zur gleich-
méBigen Konvergenz nicht auf die Grenzfunktion iibertragen. Ein Beispiel ist
die Folg f, : [-1,1] — R mit

-1
Ja(x) = nx, -
1,

=

IANFIA
= I=

<

S =

< x e [-1,1], n e N,
X

]

S =

die gegen die unstetige SIGNUMSFUNKTION f(x) = |§—| mit f(0) = 0 konver-
giert.

Jetzt zurtick zur Vollstdndigkeit aus Definition 8.5.9.

Wer’s ganz genau will, nimmt erst eine endliche Summe bis N und ldsst dann N — oo gehen.
#2Schliesslich hat sie nichtnegative Summenglieder und ist beschrénkt.
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8.5 Fourierreihen

Satz 8.5.17 (Vollstindigkeit). Fiir ein Orthonormalsystem .7 = {f, : n € Ny} in
einem FUNKTIONENRAUM X sind dquivalent:

1. .Z ist vollstindig.

2. Die Fourierreihe konvergiert gegen f':

n

F=> el fe

k=0

lim

n—0o00

=0, feX. (8.5.25)

2

3. Es gilt die PARSEVAL—IDENTITAT, die manchmal auch als VOLLSTANDIGKEITSRELATION
bezeichnet wird:

F15= D lea( A% feX. (8.5.26)
n=0

Beweis: Wir beginnen mit ,,1) = 2)“: Vollstdndigkeit heiB3t, da3 es eine Folge a; (f)
gibt, so daB es zu jedem & > 0 ein ng gibt mit

n

F=> ax(f) fi

k=0

n

F=> el fe

k=0

>

E >

2 2

nach Satz 8.5.13. Also konvergiert die Fourierreihe erst recht.
Fiir ,2) = 3)“ und ,,3) = 1)“ nutzen wir (8.5.21) in der Form

115 = D lex (I = En(f)
k=0

und da 2) gerade sagt, daBB E,,(f) — 0 geht, folgt auch die Identitét (8.5.26). Und ist
(8.5.26) erfiillt, dann geht E,(f) — 0 fiir n — oo, also konvergiert die Fourierreihe.
O

Korollar 8.5.18 (Orthogonalitit). Ist.% ein vollstindiges Orthonormalsystem in X, so
gilt?
(f> fu) =0, neNy e f=o. (8.5.27)

Damit sind die Fourierkoeffizienten injektiv.

Beweis: Die Richtung ,,<* ist offensichtlich und ,,=* folgt aus der Vollstindigkeit
und ¢, (f) =0, n € Ny. Wiren schlieBlich f, g Funktionen mit c¢,(f) = ¢,(g), dann
ist

cn(f—8)=(f—8&fu)={fsfu) =& fu) =culf) —cn(g) =0

und damit f — g = 0, also f = g, weswegen die Abbildung f — (c,(f) : n € Np)
INJEKTIV ist. O

Nachdem wir jetzt hoffentlich ein wenig verstehen, was vollstdndige Orthonormal-
systeme sind und konnen, wird es Zeit, uns klarzumachen, dafl wir bereits welche
kennen.

#3Mit dieser Eigenschaft kann man Vollstindigkeit sogar charakterisieren, braucht dazu aber ein
etwas besseres Integral und einen dazu passenden Funktionenraum.
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Satz 8.5.19 (Vollstindige Orthonormalsysteme). Die Familien
1. %1 :={1,cos,sin, cos2-,sin2-,...} = {cosn-, sinn-: n € Ny},
2. F9 :={exp(in-) : n € Ny},

sind vollstandige Orthonormalsysteme fiir C(T).

Fiir den Beweis, den wir nur fiir die Exponentialfunktion fithren werden** nehmen
wir uns erst einmal besonders einfache Treppenfunktionen vor und definieren die
SPRUNGFUNKTIONEN

0, -1 <x<a,

Sq(x) ::{ 1 d<x<n xeT, a€ (—-m,mn).

Fiir diese konnen wir die Vollstindigkeit mit ein bisschen Arbeit*> nachrechnen.

Lemma 8.5.20 (Sprungfunktionen & Vollstindigkeit). Fiir jedes a € (—m, ) gilt

(o)

Isalls = D len(sa) . (8.5.28)

n=0

Beweis: Zuerst rechnet man ganz einfach

o 1 [T g 1 /" T—a
”Sa“é:%/ Isa(t)lzdr:%/ 1dt = o (8.5.29)

aus, um dann auch c¢¢ = %* und, fiir n € Z \ {0},

1 g —int 1 g —int 1w
Cn(Sa) = ﬂ sa(t)e dt = ﬂ e dt = %e
- a
e

T

t=a
_ e—ina _ ,—inm
- 2rin
also
|C (S )|2 _ 1 (e—ina _ e—inrr) (eina _ einn) _ 1 9 — ein(n—a) _ ein(a—n)
e © 4n2n?  4n2n?
3 1 1 a4 pin(a=r) _1-cosn(n—a)
© 2n2n2 2n2n? 2 B 2n’n?
=cos n(n—a)
_ 1-cosnb
- 2n2nx?

#Dinge sind einfacher hinzuschreiben und fiir Sinus und Cosinus folgen die Resultate mit den
inzwischen wohlbekannten Methoden.

#Manchmal kommt man auch in der Mathematik um das Rechnen nicht herum, aber wenn dann
das rauskommt, was man wollte und wenn man dabei ein bisschen denken musste, dann kann
es fast Spass machen.
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8.5 Fourierreihen
mit b := 7 — a zu erhalten. Da |c,(s,)|? = |c_n(54)|?, ergibt sich

Z|cn<sa>| = lco(sa)l? +2Z|cn<sa>|

- b _ »* 1 1 b
_ 47T2 NQZ cosn ﬂ_z_z_ Z cosn

DaB die Reihe

o COS NX

n=1
gleichméBig und absolut konvergiert, folgt aus der Tatsache, daB | cos:| < 1 ist,
und es gilt

© o 1 X+, -t <x<0,
f(x) = - Z —=51 O x=0, xeT. (8.5.30)
n=1 X -, 0<x<m,

Schreibt man g fiir die Funktion auf der rechten Seite von (8.5.30), dann ist ndmlich

1 [ 1 /0 1 [
cn(g) = ;/ g(x) sinnx dx = ;/ g(x) sinnx dx + ;/ g(x) sinnx dx
_ 0

1 Ox+7 . 1 [("x-m .
= — sinnx dx + — sin nx dx
T J_n 2 T Jo 2
x+mcosnx|0 1 9 X — T cosnx|” 1 /"
= - + = cos nx dx — + = cos nx dx
2r n o lx=—n - 2r n =0 2/
1 1 N 1 /” d 1
= —— —— + = cos =——,
2n 2n 2 J_, e n
| ——
=0
und da die Reihe in (8.5.30) konvergiert46 ist
X
f(x)=f(-n) +/ (1) dt, x €T, (8.5.31)
-
und daher, fiir x <0,
t+m (t + m)2[" (x+7r)2
@ = sems [ Slar=pen s CE < pen s S
x=—m
sowie fiir x > 0,
Yt—m (t - n)2|" (x—n) n?
0 = s+ [ S di= 0+ = fO) -
0o 2 4 | N 4 4
=f(-m)+n2/4

2
= S+ BT

4Details beispielsweise in [10].
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

Bleibt noch die Bestimmung der Integrationskonstante f(—m). Dazu werfen wir
einen Blick auf

T X COS nX cos(2n+1)3 cos 2n%
_2y = 9) = -
f=g) = J=/2) Z:; n2 Z:; (2n+1)2 Z (2n)?
=0
1 < cos nmw
O CEe)
n=1
woraus wir mit
1 B T (—/2 + 7)? B n?
Lm0 = F(=3) = flom + T < pem +
endlich die Konstanten?’
f(=m) = Z( SUR S RS M- T E
T = ——, — = — S,
12 e 2
identifiziert haben. Der Rest ist Einsetzen?®:
- cosnb
D lensa)lP = 5+ — Z i B
n=0 n=1
\,—/ | ——
_x _(b-m)?%_ A2
=% =1
3 (r—a)? 1 1 (a*® n? _1+7r2—2a7r+a2—a2_1 a
B 472 6 x2\4 12] 4 472 T2 9r
_ nm-a
Y o
und das ist endlich (8.5.29). O

Die Funktionen s, sind Prototypen fiir Treppenfunktionen und so ldsst sich das
Ganze sehr einfach erweitern.

Korollar 8.5.21 (Treppenfunktionen & Vollstindigkeit). Fiir jede TREPPENFUNKTION
¢ €T[—n,n] ist

9115 = > len() . (8.5.33)
n=0

“"Wieder taucht 7 aus heiterem Himmel auf, diesmal mit der netten Formel

6
2

n=1

Sozusagen der ,,SECHSAPPEAL® von 7.
8Und die Erinnerung daran, daB b = & — a > 0 ist solange a € [, 7] erfiillt ist.
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Beweis: Fiir -7 <a < b < r gilt

X = Xla,b] = Sa — Sb

und damit
cik(x) = ck(sq) = ck(sp),
also
n ) n )
X = Z k(e = lsa—sp— Z (cx(sq) = cx(sp)) ™
k=0 92 k=0 2
n n
< fsa= ) else™ || +lso = D exlsn)e™ |
k=0 9 k=0 2
—0 —0

was nach Lemma 8.5.20 gegen 0 konvergiert und nach Satz 8.5.17 damit dquivalent
zur behaupteten Vollstdndigkeit ist. m]

Der Rest geht dann wieder recht kanonisch.
Beweis von Satz 8.5.19: Jedes f € C(T) ist stetig und damit INTEGRIERBAR. Dann
gibt es zu jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢,y € T(T) mit

“Nflle ¥ <f<dp<|flle  und [ (¥ (x) - ¢(x)) dx < &”.
Fir g := f — ¢ gilt dann
181> < 1¥ = 01> = o = ¢l 1y = ¢l < 2l fllcolty — g1,

———
<2|| flleo
und damit ist
2 a 2 d 2
lgll2 = / g2 dt < 20 flle / (1) = ¢(D] dt < 2l fllo 8.

Seien nun
n

Snf = Z Ck(f) eik"

k=0
die PARTIALSUMME der Fourierreihe und entsprechend S, g und S, ¢, dann ist

Suf =Sug + Suo.
Nach Korollar 8.5.21 gibt es ein ng, so daf3
||¢ - Sn¢||2 < 8’ n Z nO’

nach (8.5.21) is

n

llg = Sall3 = llgllz - Z lex (@) < ligllh < 211 f |
k=0
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und damit ist fiir n > ng

”f - Snf”Q = ”g +¢ - Sn(g + ¢)”2 < ”g - SngHQ + ||¢ - Sn¢||2
V2 fllwe <¢

< (\/MH)(&

Also ist
lim [1f =S, fll2 = 0
und damit ist die Vollstdndigkeit endlich bewiesen. O

Nachdem wir im Beweis letztlich nur Integrierbarkeit als Konsequenz der Stetigkeit
verwendet haben, gilt das Resultat auch in einem etwas allgemeineren Kontext.

Korollar 8.5.22 (Vollstindigkeit). Die Orthonormalsysteme aus Satz 8.5.19 sind voll-
standig fiir Riemann—integrierbare Funktionen aufT.

Es kann nicht schaden, die Ergebnisse des Kapitels nochmal zusammenfassen:
1. Jede Funktion f € C(T) definiert Fourierkoeffizienten.

2. Aus diesen Fourierkoeffizienten kann man eine FOURIERREIHE bilden, die in
der Norm || - || konvergiert und zwar gegen f. Genau das ist die Bedeutung
der Vollstindigkeit. Allerdings bedeutet das nicht, daB die Fourierreihen auch
GLEICHMASSIG KONVERGENT wiren. Dies wurde zwar relativ lange angenom-
men, aber 1873 gab Du Bois—Reyomond49 ein Beispiel einer Funktion aus
C(T) an, fiir das

n
Jim, ”f =D D e

k=0

=

o0

gilt. Um das zu beweisen, muss man ein bisschen (Fuktional-)Analysis be-
treiben, siehe [21, Satz 1.5]; auf alle Fille kann man aber dieses Beispiel und
die daraus resultierenden neuen Fragestellungen als ,,Geburtsstunde® der Ap-
PROXIMATIONSTHEORIE sehen.

3. Die Partialsummen der Fourierreihen sind die beste Ndherung, wieder in
der Norm || - ||2, die man mit den beteiligten trigonometrischen Polynomen
tiberhaupt erhalten kann.

Das hat auch eine musikalische Interpretation. Ein TON im musikalischen Kontext
ist ndmlich ein periodisches Ereignis mit Periode 1/w, wobei man w als FREQUENZ
bezeichnet und normalerweise in HERTZ angegeben: Hz = s~1. Dann kénnen wir
den Ton f als

ao(f)

f= + Z ar(f) cos(2knw-) + by (f) sin(2krw-) (8.5.34)

keN

#“Das ist nur eine Person, genauer Paul David Gustav Du Bois—Reyomond, der iibrigens Mathe-
matik und Medizin studiert hatte.
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8.5 Fourierreihen

schreiben, also als Uberlagerung von GRUNDTON und den als OBERTONE bezeichne-
ten Schwingungen, deren Frequenz ein ganzzahliges Vielfaches der des Grundtons
ist. Wir nehmen auflerdem der Einfachheit halber an, daB3 f nur aus Cosinusantei-
len besteht, also by (f) = 0, k € N, was man dadurch erreicht, daB} man sich f als
GERADE FUNKTION, also f(—f) = f(¢) vorstellt, und daB es keinen TINNITUS gibt,
daB also auch ag(f) = 0 ist.

Ubung 8.5.4 Zeigen Sie: Ist f € C(T) gerade, so ist by (f) =0, k € Ny. o

Die Fourierkoeflizienten bezeichnet man als SPEKTRUM dieses Tons und ihre Apli-

]
g

\ . .

‘\ \\
‘ Q“"Hili‘ljﬂw“”’:‘1“{;"

Abbildung 8.5.1: Spektrum zweier Dudelsackspielpfeifen mit unterschiedli-
cher Klangcharakteristik. Der Unterschied ist im Spektrum definitiv sichtbar.

tuden beschreiben die Klangcharakteristik des Instruments, siehe Abb 8.5.1. Gute
Literatur hierzu sind [2, 3] und natiirlich der Klassiker [14]. Allerdings ist rea-
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Abbildung 8.5.2: Klangfarben zweier verschiedener Pianos. Diese Werte sind
aber mit Vorsicht zu sehen, denn der Ton eines Pianos ist eben nicht peri-
odisch sondern klingt exponentiell ab.
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le Musik nur selten periodisch, denn ein konstanter Ton gilt da als eher nicht
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8 Folgen und Reihen von Funktionen

so spannend. Und selbst viele Instrumente, beispielsweise Saiteninstrumente, sind
nicht periodisch, sondern eher von der Form

f)=e"g(r), glt+1/w)=g(1).

Das fiihrt dann zu Spektren wie in Abb. 8.5.2, obwohl ein Pianoton eigentlich nur
3—4 wirklich signifikante Partialtone hat, alle ,hoherfrequenten Anteile sind eher
der Abklingrate geschuldet.

Auf der Basis der Fourierreihen kann man nun die Phinomene der KONSONANZ
und DI1sSONANZ von Ténen erkliren. Seien f, g Téne’® mit Fourierreihen®!

(o) oo

f(x) ~ Z ai(f) cos(2nwkx), g(x) ~ Z ar(g) cos(2nwkx), (8.5.35)

k=0 k=0
also mit SPEKTRUM c (f) bzw. cx(g). Erklingen zwei T6ne gleicher Frequen gleich-
zeitig, dann {iberlagern sich die Fourierreihen und man hort

(o)

(f+8)(x) ~ > (ax(f) +ax(g)) cos(2rwkx),

k=0

die Spektren addieren sich und die KLANGFARBE des Tones verdndert sich dadurch.
Hat nun g die doppelte Frequenz wie f, dann ist

glx) ~ Zak(g) cos(2m(2w)kx) ~ Zak(g) cos(2nrw2kx),
k=0 k=0

also

(f+8)(x) ~ Z { ak(le:(%/z(g), Z i ;E _1 } cos(2mwkx)
k=0 ’

und wir erhalten wieder denselben Ton wie f, aber mit anderer Klangfarbe. Die
OKTAVE hat also perfekte KONSONANZ. Ist g eine REINE QUINTE zu f, also ein Ton
mit Frequenz %w, dann ist

glx) ~ Zak(g) cos (27T§wkx)

k=0
(o] (o] 3

= Z agx(g) cos(2nw 3kx) + Z asi+1(g) cos (27rw (Bk + 5) x) ,
k=0 k=0

die Hilfte der Partialtone geht also in f auf, die andere Hilfte sitzt genau in der
Mitte zwischen diesen Partialténen. Das ist immer noch sehr konsonant und das
konsonanteste nichttriviale Intervall. Fiir Frequenz gw mit gekiirztem % ist entspre-

chend
00 -1

g(x) ~ Z aqr(g) cos(2nw pkx) + i agi+r(g) cos (27ra) (pk + %) x) .

k=0 r=1 k=0

(S

1l
—_

5Der Einfachheit 27—periodisch.
51 Richtige“ Gleichheit besteht ja nicht unbedingt, aber nach Korollar 8.5.18 besteht zumindest
eine 1 — 1-Beziehung zwischen Funktion und Reihe.
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8.5 Fourierreihen

Da p und g als TEILERFREMD vorausgesetzt sind, gibt es r € {1,...,g — 1} und
s € N, so daB®? pr — sq = 1 ist und fiir dieses spezielle r, s erhalten wir einen
Partialton

1
agi+r(g) cos (27rw ((p +85)k + —) x) ,
q
von g der nach Bemerkung 5.3.11 mit dem Partialton

a(prsyk (f) cos (2w ((p + 5)k) x)

den Zusammenklang

2a4k+r(8)a(p+s)k (f) cos (27rw ((p +5)k + 3) x) cos (271%)

generiert. Ist nun ¢ in einem gewissen Rahmen groB, so ist dies eine hochfrequente
Schwebung, die man auch als REIBUNG der Partialténe bezeichnet und die als
DissoNaNz wahrgenommen wird, ist ¢ zu gro83s, dann nimmt man diese Schwebung
einfach nicht mehr wahr. Wir fassen zusammen.

Satz 8.5.23 (Pythagordisches Credo). HARMONIE ist ein Frequenzverhdltnis, das einem
Bruch mit moglichst kleinem Nenner entspricht.

Das ist die BEZOUT-INDETITAT, die man in der (Computer-) Algebra kennenlernt und die recht
leicht zu beweisen ist, indem man sich den euklidischen Algorithmus genauer ansieht.
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