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Denn die Doktrin der geschlechtergerechten Sprache macht das Lesen
solchermassen ,gerechter” Texte nicht nur fast unertréglich. Sie basiert
auch auf einem linguistischen Grundirrtum, weil es das biologische Ge-
schlecht mit dem grammatischen Genus gleichsetzt.

C. Wirz, ,Neusprech fiir Fortgeschrittene®, NZZ Online, 12.7.2013

Die wahren Analphabeten sind schlieBlich diejenigen, die zwar lesen
kénnen, es aber nicht tun. Weil sie gerade fernsehen.

L. Volkert, SZ-Online, 11.7.2009

(a+b)! S [(a + b)a+b
a'b! abt -

And it didn’t stop being magic just because you found out how it was
done.

T. Pratchett, Wee Free Men

Wissen Sie, was ich an der Tugend nicht mag? Wer sich ehrlos verhélt
und nicht erwischt wird, der hat davon einen Vorteil. Wer sich aber
tugendsam verhilt, der hat in den meisten Féllen gar nichts davon. Das
ist der eigentliche Skandal!

H. Martenstein, Zeit Online, 19.1.2012
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Metrik und Topologie ]_

Division and multiplication were discovered. Algebra was invented and provided
in interesting diversion for a minute or two. And then he felt the fog of numbers
drift away, and looked up and saw the sparkling, distant mountains of calculus.

(T. Pratchett, Men at arms)

Bei der Untersuchung von Folgen und deren Konvergenz im Teil I dieser Vorle-
sung, [27], haben wir einen Abstandsbegriff auf angeordneten Korpern tiber den
ABSOLUTBETRAG eingefiihrt. In den Beweisen haben wir dann im wesentlichen ver-
wendet, daB3 der Betrag nichtnegativ ist und die Dreiecksungleichung erfiillt. Diese
Eigenschaft wollen wir jetzt etwas abstrahieren.

1.1 Metrische und normierte Raume

Wir beginnen mit der fundamentalen Definition.

Definition 1.1.1. Eine reellwertige Abbildung d : X X X — R auf einer Menge X
heiBt METRIK, wenn

1. dx,y) =0 x=y,
2. d(x,y)=d(y,x), x,y € X,
3. d(x,y) <d(x,2)+d(z,y), x,y,z € X.

Die Menge X heiflt METRISCHER RAUM, wenn es auf X eine Metrik gibt, die die
Eigenschaften 1)— 3) erfiillt.

Bemerkung 1.1.2 (Eigenschaften der Metriken).

1. Eine Metrik ist immer NICHTNEGATIV, d.h., d(x,y) > 0, was einfach aus 1)
und 3) folgt:
0=d(x,x) <d(x,y) +d(y,x) =2d(x,y).

Zusammen mit nochmals 1) liefert das insbesondere

d(x,y) >0, X #y. (1.1.1)

2. Eine Metrik ist eine Abstraktion des Abstandsbegriffs: Der Abstand zwischen
Objekten ist nichtnegativ, symmetrisch und immer héchstens so hoch wie bei
einem ,,Umweg“.



1 Metrik und Topologie

Beispiel 1.1.3 (Metriken).

1. Das Standardbeispiel ist sicherlich X = R mit d(x,y) = |x — y|. Die Eigen-
schaften aus Defintion 1.1.1 lassen sich dann einfach verifizieren.

2. Auf dem Folgenraum X = {a = (a, : n € N) : a, € {0,1}} der 0-1-Folgen kann

man die Metrik
"N _ - |ai’l _a},’ll
d(a,a’) = Zl 5

verwenden, die bis auf die Identitit 0.9 = 1 in etwa dem Betrag der Differenz
der zugehorigen dyadischen Zahlen

(o]
.ajag -+ = Z a,2™"
n=1

entspricht.

3. Eine ziemlich extreme Metrik, die sich auf jeder Menge X verwenden lisst,
ist die DISKRETE METRIK, die als

0, xX=Yy,

d(x,y) = { 1 x,yeX, (1.1.2)

definiert ist und die Axiome der Metrik ziemlich trivial erfiillt. Sie verhilt sich
manchmal etwas kontraintuitiv und wird in vielen Féllen als Gegenbeispiel
verwendet.

Auf Vektorrdiumen kann man noch ganz besondere Metriken definieren, indem
man den Begriff der LANGE abstrahiert.

Definition 1.1.4 (Norm). Eine Abbildung || - || : X — R auf einem VEKTORRAUM!
X tiber einem Korper K heifit NORM, wenn

1. ||x]| 20,x€ X und ||x|| =0 © x =0.

2. |lex|| = le| Ix]l, X € X, c e K.2

3. [lx+yll < llxll + iyl x, y € X.
Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm heifit NORMIERTER RAUM.
Beispiel 1.1.5 (Normen). Beispiele fiir Normen sind:

1. X =R und ||x|| = |x].

LAlso eine Menge, auf der man sinnvoll addieren und mit Kérperelementen multiplizieren kann,
fiir Details siehe z.B. [1, 4]. Wer wirklich an dieser Stelle noch nicht weiss, was ein Vektorraum
ist, sollte sich umgehend tiiber dieses fundamentale Konzept der Mathematik informieren.

Dies setzt voraus, daB es eine BETRAGSFUNKTION | - | : K — R, gibt. Fiir die komplexen Zahlen
C kennen wir sowas ja aus [27].



1.7 Metrische und normierte Riume

2. X =R" und

n
lelly= > bl oder lxlly =
j=1

In beiden Féllen besteht die Hauptarbeit darin, die Dreiecksungleichung 3)
in Definition 1.1.4 nachzuweisen. Fiir || - ||; ist das eine direkte Konsequenz
aus der Dreiecksungleichung fiir den Absolutbetrag, fiir || - |[¢ braucht man
die CAUCHY—SCHWARZ-UNGLEICHUNG.

3. X=C[0,1] und
I£11= max /(]

4. Ist X die Menge aller Polynome, also aller Funktionen der Form
f(x):ijxj, Ny 3 n =: deg f,
Jj=0

so kann man die Normen

deg f 1/2
- d = 2
171l = max 1] oder If] ; f

verwenden.

Ubung 1.1.1 Weisen Sie fiir alle Normen aus Beispiel 1.1.5 die Normaxiome nach.

¢
Lemma 1.1.6. Ist || - || eine Norm auf einem Vektorraum X, so ist d(x,y) = ||x —y|| eine
Metrik auf X, die man als von || - || INDUZIERTE METRIK bezeichnet.

Beweis: Da fiir jede Norm ||x —x|| = ||0]| = O]|x|| = O gilt, ist die Metrikeigenschaft
1) zu dem Normaxiom 1) dquivalent. Die Symmetrie ergibt sich aus

d(y,x) = [ly =x[l = [[(=Dx =)l = | = llx =yl = llx = yll = d(x, )
und die DREIECKSUNGLEICHUNG aus der Dreiecksungleichung:
d(x,y) = [lx =yl = [[(x =2) + (z =Yl < lx = zll + llz = ¥l = d(x,2) + d(z,y).

O
Durch Normen induzierte Metriken haben eine interessante Eigenschaft: Sie ska-
lieren, es gilt ndmlich

d(cx,cy) = [lex — eyl = [e| llx = yll = el d(x, y).

Damit ist auch schon klar, daf3 nicht alle Metriken von einer Norm induziert sind:
Die diskrete Metrik skaliert offensichtlich nicht, denn sie nimmt ja nur die Werte
0 und 1 an und ist daher auch nicht von einer Norm induziert.
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1.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Sobald wir auf einem metrischen Raum einen Abstandsbegriff haben, kénnen wir
anfangen, zwischen nahen und fernen Punkten und Umgebungen zu unterscheiden.
Von nun an sei X ein metrischer Raum, zumindest wenn nichts anderes gesagt wird.

Definition 1.2.1 (Kugeln). Zu x € X und r € R, definieren wir die OFFENE KUGEL
B.,(x) und die ABGESCHLOSSENE KUGEL B, (x) mit RADIUS r als

B, (x) ={yeX:d(x,y) <r}, B, (x)={yeX:d(x,y) <r}. (1.2.1)
Bemerkung 1.2.2. Die Kugeln sind MONOTON, das heif3t, fiir jedes x € X gilt
r<r = B.,(x) € B.,»(x) und B<,(x) C B<(x). (1.2.2)

Dies folgt wirklich trivialerweise aus (1.2.1), denn alle Punkte, die einen Abstand
< r < r’ von x haben, gehoéren natiirlich auch zur Kugel mit Radius r’.

Bemerkung 1.2.3. Wie genau sich die Montonie konkret benimmt, hingt aller-
dings sehr stark von der gewéhlten Metrik ab. Fiir die diskrete Metrik aus (1.1.2)
gilt beispielsweise

{x}, r<1,

B . (x) =
<r (%) {X , r>1.
Definition 1.2.4 (Offene und abgeschlossene Mengen).

1. Eine Menge Y C X heit OFFENE MENGE, wenn es zu jedem y € Y ein ¢ > 0
gibt, so daBl B..(y) C Y ist.

2. Eine Menge Y C X heiBt ABGESCHLOSSENE MENGE, wenn ihr KOMPLEMENT
X \ Y offen ist.

Die kanonischen und einfachsten Beispiele, die man immer parat haben sollte,
um sich diese Konzepte zu veranschaulichen, sind die Intervalle. Fiir komplexere
Fragen zu Metrik und Topologie sei [31] als Ergdnzung zu [9] empfohlen3

Beispiel 1.2.5 (Offene und abgeschlossene Mengen in R). Fiir die Intervalle in R
liefert unsere schone neue Terminologie ziemlich genau das, was man auch erwar-
ten wiirde:

1. Die offenen Intervalle (a, b) C R sind offene Mengen.
2. Die abgeschlossenen Intervalle [a, b] C R sind abgeschlossene Mengen.

3. Die halboffenen Intervalle [a, b) und (a, b] sind weder offen noch abgeschlos-
sen.

Insbesondere sollte man nicht den gerne begangenen Fehler wiederholen, anzuneh-
men, dafl Mengen normalerweise entweder offen oder abgeschlossen sein wiirden.

Die Topologie bietet noch kontraintuitivere und abgefahrenere Gegenbeispiele als die Analysis
und kann als ,,Analysis auf Speed“ angesehen werden.



1.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Unsere Notation ist tatsdchlich konsistent.

Proposition 1.2.6. Offene Kugeln sind offene Mengen, abgeschlossen Kugeln abgeschlos-
sene Mengen.

Beweis: Sei y € B.,(x), dann ist 7" := d(x, y) < r und fiir jedes z € B,_,~(y) liefert
die Dreiecksungleichung, daf3

d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) <r = Z € By (x),
~—_——  ——
=r’ <r-r’

und damit ist die offene Kugel offen. Fiir die zweite Hilfte miissen wir beweisen, daf3
X \ B<r(x) offen ist. Sei also y € X \ B<,(x), dann heiB3t das ja, daB r’' := d(y,x) > r
sein muss und fiir jedes z € B/, (y) ist*

d(z,x) 2d(x,y) =d(y,2) >r'=(r'=r)=r = By(y) € X\ B (x)

und damit ist das Komplement offen, also die abgeschlossene Kugel abgeschlossen.
O

Ubung 1.2.1 Zeigen Sie, daB
d(z,x) 2 d(x,y) =d(y,2),  xy,z€X,
gilt o
Satz 1.2.7 (Offene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt
1. X und 0 sind offene Mengen.
2. Jede abzihlbare Vereinigung von offenen Mengen ist wieder offen.
3. Jeder endliche Durchschnitt von offenen Mengen ist ebenfalls offen.

Beweis: Da mit x € X auch B.,(x) C X fiir jedes r > 0 ist, ist 1) erfiillt, denn fiir
die leere Menge gilt es trivialerweise.

Fiir 2) seien ¥; C X, j € N, offene Mengen. Ist nun x € |J; Y}, dann gibt es ein
J mit x € Y; und da Y; offen ist, gibt es ein &£ > 0 mit

B.(x)cY;c| )y
jeN

Dabei haben wir noch nicht einmal ausgenutzt, da3 wir es mit einer abzdhlbaren
Vereinigung zu hatten, das war nur aus Griinden der einfacheren Notation. In
der Tat ist offensichtlich jede Vereinigung, auch eine iiberabzihlbare, von offenen
Mengen wieder offen.

Fiir 3) betrachten wir Y7, ...,Y, und bemerken daf3 es wegen

n
xe(ly;, = xey, j=l...n
Jj=1

“Die gute alte DREIECKSUNGLEICHNUNG NACH UNTEN, siehe [27], gilt auch fiir Metriken
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und der Offenheit der Mengen Y7, ...,Y, Zahlen &1, ..., &, gibt, so daB
B<81(X)QY, j:1,...,fl.
Setzen wir nun

£ = min gj,
j=1,...n

dann ist wegen der Monotonieeigenschaft (1.2.2),
B<5(x)§B<gj(x) cY;, j=1,...,n,

und somit

B<8('x) c ﬁy'a

j=1
der Durchschnitt ist also offen. O

Unendliche Durchschnitte offener Mengen miissen nicht mehr offen sein, wie das
Beispiel X =R, ¥; = (—%, %) mit ﬂ‘]’il Y; = {0} zeigt.

Satz 1.2.8 (Abgeschlossene Mengen). Sei X ein metrischer Raum. Dann gilt
1. X und O sind abgeschlossene Mengen.
2. Jede endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist wieder abgeschlossen.
3. Jeder Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen ist ebenfalls abgeschlossen.

Beweis: Der Beweis ist im wesentlichen eine Komplementbildung von Satz 1.2.7.
Da X und 0 ja komplementér sind, folgt 1) direkt. Ansonsten bemerken wir, da8 fiir
beliebige Mengen Y;, j € J, wobei J je nach Situation eine endliche oder unendliche
INDEXMENGE ist, immer

xeﬂyj N erU(X\Yj) & xeX\U(X\Yj) (1.2.3)

jel jeJ jel
und
xel Jry e xe(X\Y) e xex\[X\¥) (124
jel jeJ jel
gilt, womit alles weitere direkt aus Satz 1.2.7 folgt. m|

Bemerkung 1.2.9 (Diskrete Metrik). Eine nette Folgerung ist, daB beziiglich der
diskreten Metrik alle Teilmengen offen und abgeschlossen sind. Die einpunktigen
Mengen sind offen, da B..(x) = {x} fiir alle x € X und alle ¢ < 1 erfiillt ist,
damit sind aber auch alle Teilmengen Y = (J,cy{y} offen und da jede Teilmenge
als Y = X \ (X \Y) geschrieben werden kann, ist auch jedes Y Komplement einer

offenen Menge und damit abgeschlossen.

Mit dem néchsten Begriff entfernen wir uns von den Kugeln zu allgemeineren
Mengen, die einen vorgegebenen Punkt x enthalten.

10



1.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 1.2.10. Eine Teilmenge U C X hei3t UMGEBUNG von x € X, wenn es
ein &€ > 0 gibt, so daBl B..(x) C U.

Bemerkung 1.2.11. Jede offene Kugel B..(x) um x ist eine Umgebung von x.

Definition 1.2.12 (Abschluss).
1. x € X heiBt BERGTHRPUNKT, KONTAKTPUNKT oder LiMIT POINT® zu einer
Menge Y C X, wenn fiir jede Umgebung U von x die Beziehung UNY # 0

erfiillt ist.
2. Der ABSCHLUSS Y von Y C X ist die Menge aller Kontaktpunkte an Y.

Bemerkung 1.2.13. Ist x € Y, so gilt trivialerweise U NY 2 {x} # 0 fiir jede
Umgebung von x und damit ist x ein Kontaktpunkt zu Y. Also: Jeder Punkt einer
Menge ist auch Kontaktpunkt zu dieser Menge.

Lemma 1.2.14 (Abschluss). FirY,Y’ C X gilt:

=Y.

~ll

. YCY und

N

YUY

’

2.Yu

h.<

3. Y ist abgeschlossen.

Beweis: Jedes y € Y ist natiirlich Kontaktpunkt, da fiir jede Umgebung U von ja
UNY 2 {y} # 0 erfiillt ist. Also ist Y C Y, was die erste Aussage in 1) ist. Fiir die

zweite Identitit wéihlgn wir x € ¥ und & > 0. Dann gibt es nach Definition einen
Punkt x1 € B<.(x) NY und mit &1 = ¢ — d(x,x1) > 0 gilt B, (x1) C B<z(x), denn
fiir jedes z € X mit d(x1,z) < &1 gilt nach der Dreiecksungleichung

d(x,z) <d(x,x1) +d(x1,2) <e—e1+&1 =¢.
Da x1 € Y ein Kontaktpunkt ist, existiert ein

Y > y € B<81('x1) - B<8('x)9

also y € B..(x), weswegen x € Y sein muss, also insgesamt Y C Y. Da die erste
Aussage von 1) aber auch ,,0“ liefert, muss letztlich Gleichheit gelten, womit 1)
komplett ist.

Fiir 2) nehmen wir an, es gdbe x € Y UY’ mit x ¢ Y und x ¢ Y’. Dann gibt es
g,&" > 0mit B.o(x)NY = By (x) NY’ = 0 und mit 7 = min{e, &’} gilt B.,,(x)NY =
B.y(x) NY" = 0 und somit auch B, (x) N (Y UY’) = 0, was im Widerspruch zu
x € Y UY’ steht.

Den Beweis von 3) verschieben wir auf spédter und beweisen ihn eleganter in
einem allgemeineren Kontext in Lemma 1.3.9. m]

Dartiber hinaus reproduziert der Abschluss abgeschlossene Mengen, bei denen
also in dieser Operatione nichts dazukommt.

*Dieser englische Terminus ist etwas irrefiihrend, denn er bedeutet nicht, daBl x Grenzwert einer
Folge ist.

11



1 Metrik und Topologie

Satz 1.2.15. IstY C X abgeschlossen, dann istY =Y.

Beweis: Sei Y abgeschlossen und x ¢ X, also x € X Y. Da diese Menge offen ist,
gibt es ein gy > 0, so daB fiir alle & < g

Bo.(x)CX\Y &  B.(x)NnY=0

gilt, also x kein Kontaktpunkt ist. Dies bedeutet aber, dal Kontaktpunkte notwen-
digerweise zu Y gehdren miissen, also ¥ C ¥ und mit 1) aus Lemma 1.2.14 erhalten
wir, daB3 Y =Y sein muss. |

Definition 1.2.16 (Rand). Ein Punkt x € X heiBt RANDPUNKT einer Menge Y C X,
wenn fiir jede Umgebung U von x

UNY#0£UN(X\Y) (1.2.5)

erfiillt ist. Die Menge aller Randpunkte nennt man den RAND von Y und schreibt
oY.

Da Definition 1.2.16 symmetrisch in ¥ und X \ Y ist, ist der Rand einer Menge
immer auch der Rand ihres Komplements, also

oY =9(X \Y). (1.2.6)
Beispiel 1.2.17 (Rand).

1. Wie die beiden Intervalle I; = (0,1) und /Iy = [0,1] mit Rindern 911 = 01y =
{0,1} zeigen, kann der Rand zur Menge gehoren oder auch nicht.

2. Ein anderes Beispiel sind die rationalen Zahlen Q und die irrationalen Zahlen
R\ Q in R mit der Betragsmetrik. Beide Mengen bestehen nur aus Randpunk-
ten, haben keine inneren Punkte® und ergeben doch zusammen ganz R.

Einen Teil dieser Mehrdeutigkeit 16st die folgende Aussage auf. Dabei verwenden

wir die Definition
Y\Z=YN(X)\2). (1.2.7)

Proposition 1.2.18 (Eigenschaften des Randes). Der Rand 0Y einer Menge Y C X
hat die folgenden Eigenschaften:

1. Y\ 0Y ist offen,
2. Y U 0Y ist abgeschlossen,
3. 0Y ist abgeschlossen.

Beweis: Fiir 1) wihlen wir einen Punkt x € Y \ dY und betrachten alle Kugeln7
B.e(x),0 <& <1, umx. Wiare nun B_.(x) N (X \Y) #0, 0 < £ <1, dann wire x
ein Randpunkt, also gibt es ein g9 > 0 mit B..(x) C Y fiir alle € < &). Ausserdem

6Siehe Definition 1.3.10.
"Die obere Schranke fiir den Radius ist vollig willkiirlich!

12



1.3 Topologische Riume

ist aber auch B..(x) NdY = 0, denn fiir jedes y € B..(x) NdY und jedes &’ < gg—¢
wiirde die Kugel B, (y) einerseits zu Y gehoren, andererseits aber Punkte aus X'\ Y
enthalten, was ein Widerspruch ist.

Fiir 2) bemerken wir zuerst, dal wegen (1.2.6)

X\ (Y uaYy)=(X\Y)Nn(X\dY)=(X\Y)N(X\d(X\Y))=(X\Y)\d(X\Y)

nach 1) offen ist, und damit ist Y U 9Y abgeschlossen.
3) folgt schliesslich aus

Y=Y UuaY)\ (Y\aY)= uaY)n(X\ (Y \daY)),

was als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen Mengen wieder abgeschlossen sein
muss. o

1.3 Topologische Raume

Das Konzept der offenen Menge wurde durch die Metrik, also einen Abstandsbgriff
eingefiihrt. Das kann man allerdings nochmals abstrahieren, indem man sich nur
auf die in Satz 1.2.7 hergeleiteten Eigenschaften beschrankt.

Definition 1.3.1 (Topologie). Ein System .7 von Teilmengen von X heifit Topro-
LOGIE, wenn

1. X,0 e 7.
2.T,T"e T =TnNnT € 7.

3. Ist T; € 7, i € I, fiir eine beliebige Indexmenge I, dann ist auch

| JTie 7. (1.3.1)

X heiBit TOPOLOGISCHER RAUM, wenn es auf X eine Topologie gibt. Ein Element
von .7 wird gerne auch als OFFENE MENGE bezeichnet.

Eine Teilmenge U C X heifit UMGEBUNG von x € X, wenn es ein T € .7 gibt, so
daBxeT CU.

Bemerkung 1.3.2. Man kann sich natiirlich fragen, ob es diese Abstraktionskaska-
de wirklich braucht®, und die Antwort ist wirklich »ja“. Es ist oftmals sehr wichtig,
sich klarzumachen, welche Eigenschaften eines Konzepts und einer Struktur man
wirklich braucht und in welcher Allgemeinheit Resultate gelten. Das wiederum ist
sowohl ein wichtiger Vermittlungsaspekt der Mathematik® als auch ein wichtiges
Konzept der Informatik, wo man sich ebenfalls sehr genau iiberlegen muss, auch
welchen Datentypen man denn da arbeitet. Und in guter Mathematik ist Abstrak-
tion erstaunlich selten ein Selbstzweck.

8Und sie ist weder lehrplanrelevant noch fiir technische Anwendungen der Informatik mit einem
direkten Nutzen verbunden.
9Man hat dann namlich wirklich verstanden, was man tut und nicht nur gezeigt, daB es korrekt ist.
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1 Metrik und Topologie

Jede Metrik definiert offene Mengen der Form B..(x) und diese erzeugen nach
Satz 1.2.7 eine Topologie. Das ERZEUGNIS einer Menge .7 ist das System bestehend
aus

N

(1. Tje7’. wd |[J7, 7c7,

j=1 T el
das wir erhalten, wenn die Menge .7’, die endlich, abzéihlbar oder iiberabzihl-
bar sein kann, unter endlicher Durchschnittsbildung und beliebiger Vereinigung
komplettieren, also die Durchschnitte und Vereinigungen mit dazunehmen.

Beispiel 1.3.3. Ist X ein metrischer Raum, dann ist .7 die Topologie, die von den
offenen Kugeln B_.(x), x € X, erzeugt wird.

Die grundlegenden Begriffe, die wir aus den metrischen Rdumen kennen, kénnen
wir nun auch auf topologische Riume iibertragen.

Definition 1.3.4 (Offen, abgeschlossen, Umgebung).

1. Eine Menge U C X heiBt UMGEBUNG von x € X, wenn es ein 7 € .7 mit
xeT C U gibt.

2. Eine Menge Y C X hei3t OFFEN, genauer OFFENE TEILMENGE! von X, wenn
es zu jedem y € Y eine Umgebung U gibt, so dal U C Y erfiillt ist.

3. Y C X heil3t ABGESCHLOSSEN, wenn X \ Y offen ist.

4. y € X heiffit KONTAKTPUNKT von Y C X, wenn U NY # () und RANDPUNKT
vonY,wenn UNY # 0 und U N (X \Y) # 0 fiir alle Umgebungen U von y
gilt.

Aber gibt es zu jeder Topologie auch eine Metrik oder ist ,Topologie® ein allge-
meineres Konzept als ,Metrik“?

Definition 1.3.5 (Hausdorff-Raum). Ein topologischer Raum X hei3t HAUSDORFF—
RAUM, wenn es zu jedem x # x’ € X Umgebungen U, U’ der beiden Punkte gibt,
fiir die U N U’ = 0 ist. Man sagt in diesem Fall auch, die Topologie wire PUNKTE-
TRENNEND.

Lemma 1.3.6. Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.

Beweis: Seien x # x" € X und ¢ < %d(x,x’). Dann sind die offenen Kugeln B_.(x)
und B..(x") disjunkt, da sich nach der Dreiecksungleichung fiir jedes y € B..(x) N
B.:(x") der Widerspruch

d(x,x') <d(x,y)+d(x',y) < 2e < d(x,x)
—— —
<& <&

ergeben wiirde. m]

9Im pedantischen Gegensatz zu ,OFFENE MENGE®, was ja in Definition 1.3.1 ein Element der
Topologie bezeichnet.
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1.3 Topologische Riume

Beispiel 1.3.7 (Indiskrete Topologie). Bei dieser minimalen Topologie auf X wihlt
man .7 = {0, X} und sieht leicht, daB alle Forderungen aus Definition 1.3.1 erfiillt
sind. Allerdings ist sie nicht punktetrennend und kann daher nicht durch eine
Metrik induziert sein. Die indiskrete Topologie ist eine Antipode der diskreten
Metrik, bei der ja .7 die Menge aller Teilmengen von X ist.

Bemerkung 1.3.8. Wir kénnen also die folgende ,, Inklusion® der bisher vorgestell-
ten Konzepte feshalten:

Normierter Raum C Metrischer Raum C Topologischer Raum

Im Kontext der Topologie ist nun ¥ C X eine OFFENE TEILMENGE!! von X, wenn
es zu jedem y € Y eine Umgebung 7 € .7 von y gibt, so da y € T c Y. Die
Umgebungen 7' € .7 verallgemeinern also die Rolle der Kugeln im metrischen

Raum. Damit verallgemeinert sich auch das Konzept der Beriihrpunkts und des
Abschlusses.

Ubung 1.3.1 Beweisen Sie Lemma 1.2.14 fiir topologische Riume. o

Und jetzt zeigt sich in sehr allgemeinem Kontext, daf3 der Abschluss immer abge-
schlossen ist!2.

Lemma 1.3.9 (Abschluss topologisch). Der AbschlussY einer Teilmenge Y C X eines
topologischen Raums ist abgeschlossen.

Beweis: Wir zeigen, daf das Komplement des Abschlusses offen ist. Dazu sei x €
X \ Y ein Punkt, der nicht zum Abschluss gehort!® und 7 eine offene Menge aus
der Topologie mit x € T. Dann gilt!*

TNY #0 = TNY £0. (1.3.2)

denn jedes y € T N Y mit y ¢ Y, wiare immer noch ein KONTAKTPUNKT an Y.
Das sieht man folgendermaBen ein: Fiir eine beliebige Umgebung 7 € .7 von y
gehort!® T NT’ C T ebenfalls zu 7 und enthilt y und damit, nach der Definition
eines Kontaktpunktes auch einen Punkt y’ € Y. Also ist

0+YN(IrnT)CcyYnT,

was impliziert, daB x ein Kontaktpunkt von Y ist, also x € Y. Das ist aber ein
Widerspruch zur Annahme und damit ist (1.3.2) bewiesen.

Da x immer noch kein Kontaktpunkt ist, gibt es aber mindestens ein 7 € .7 mit
x€Tund TNY = 0 und wegen (1.3.2)!6 ist auch T NY = 0 und damit ist X \ ¥
tatsdchlich offen. m]

Ubung 1.3.2 Geben Sie einen direkten Beweis der entsprechenden Aussage in
Lemma 1.2.14, natiirlich unter Verwendung der Beweisidee von Lemma 1.3.9. ¢

HWir unterscheiden jetzt also zwischen offenen Mengen, die uns die Topologie liefert und offenen
Teilmengen, die fiir jeden Punkt nochmals eine offene Menge enthalten, die ihrerseits wieder den
Punkt enthilt. Das ist zwar etwas aufwendiger, vermeidet aber Mehrdeutigkeiten.

12Sonst wire der Name ja wohl auch ausgesprochen bescheuert gewihlt.

13Und damit insbesondere kein Kontaktpunkt ist.

14Die Umkehrung hiervon ist trivialerweise auch richtig da ¥ C Y, nutzt uns aber nichts.

Hier nutzen wir das Axiom aus, daBl .7 unter Schnittbildung abgeschlossen ist!

16Riickwirts gelesen, wir verwenden die formale Negierung der Aussage.
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1 Metrik und Topologie

Definition 1.3.10 (Inneres). Ein Punkt y € ¥ C X heil3t INNERER PUNKT von Y,
wenn es eine Umgebung U und eine offene Menge T € .7 mity € T C U von X
gibt, so dal U C Y erfiillt ist. Die Menge aller inneren Punkte nennt man INNERES
von Y und schreibt Y°.

Das Innere einer Menge ist trivialerweise!” offen und es gilt die folgende nette
Identitét.

Lemma 1.3.11 (Rand). FirY C X gilt
AY =Y \Y°. (1.3.3)

Beweis: Da Y = Y U Y nach Lemma 1.2.14, ist natiirlich Y C Y. Ist nun y € Y
ein Randpunkt, dann gilt per definitionem fiir alle Umgebungen U von y, da83
UN(X\Y) # 0 ist, es gibt also keine Umgebung von y, die ganz in Y liegt, also
gehort y nicht zu Y°. Mit anderen Worten: 9Y C Y \ Y°. Sei umgekehrt y € ¥ \ Y°
und U eine Umgebung von y. Da y kein innerer Punkt von Y ist, gilt UN (X \Y) # 0
und da y € UNY ist, hat U mit ¥ und seinem Komplement nichtleeren Schnitt. Da
das fiir alle Umgebungen gilt, ist y € Y, also 9Y 2 Y\ Ye. O

1.4 Folgen, Konvergenz und Stetigkeit

Als nichstes konnen wir unsere Begrifflichkeiten aus dem letzten Semester fiir die
neue Terminologie umformulieren. Konvergenz ist ndmlich eine topologische Eigen-
schaft.

Definition 1.4.1 (Konvergenz). Eine Folge a = (a, : n € N) heiBt KONVERGENT
mit GRENZWERT a* € X, wenn es zu jeder Umgebung U von a* ein ng > 0 gibt, so
daB a, € U, n > ny.
Ein Punkt ¢ heift HAUFUNGSPUNKT der Folge a, wenn jede Umgebung U von
a* die Eigenschaft
#{n:a,eU} =00

hat.
Bemerkung 1.4.2 (Grenzwert & Haufungspunkt).

1. Man kann GRENZWERT und HAUFUNGSPUNKT auch anders beschreiben: In
jeder Umgebung eines Grenzwerts liegen FAST ALLE Folgenglieder, das heif3t,
alle bis auf endlich viele, in jeder Umgebung eines Haufungspunkts immer
noch unendlich viele.

2. Jeder Grenzwert ist auch Haufungspunkt, die Umkehrung gilt nicht.

3. Klassische Beispiele sind Folgen wie (—1)" oder auch Folgen wie

TR T
2723 234
die sogar abzdhlbar viele Hiufungspunkte hat, die sich ihrerseits wieder an
0 hiufen.

7Um jeden inneren Punkt gibt es eine Umgebung ...
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1.4 Folgen, Konvergenz und Stetigkeit

Kovergenz und Grenzwerte haben sehr viel mit Abgeschlossenheit zu tun.

Satz 1.4.3. Ist eine Teilmenge Y eines topologischen Raums X abgeschlossen, so gehirt fiir
alle in X konvergenten Folgen a C Y der Grenzwert a* ebenfalls zu Y. In metrischen
Raumen gilt auch die Umkehrung.

Beweis: Angenommen, Y wire abgeschlossen und a* € X \ Y, dann gibt es, da
diese Menge offen ist, eine Umgebung 7 € .7 von ¢* mit T NY =0, also a, ¢ T,
n € N, was einen Widerspruch zur Definition der Konvergenz darstellt.

Ist umgekehrt X ein metrischer Raum und Y nicht abgeschlossen, dann gibt es
einen Kontaktpunkt y € Y \ Y. Daher gilt die Kugeln B.1/,(y) NY # 0 und nach
Annahme y ¢ B.1/,(y) NY. Wir wéhlen a, beliebig in B.1/,(y) und erhalten wegen

() Bam®) = ),

neN

daB @ — y, im Widerspruch zur Annahme. Also miissen alle Kontaktpunkte zu ¥
gehoren, also Y =Y und damit ist ¥ abgeschlossen. m]

Wenn wir uns den Beweis ansehen, dann haben wir die Metrik dafiir genutzt,
eine Folge zu konstruieren, die gegen einen Randpunkt konvergiert, indem wir
eine Folge von immer kleineren verschachtelten Umgebungen gebildet haben, deren
Durchschnitt am Ende nur der Punkt selbst ist, und aus denen wir die Folgenglieder
bestimmt haben. In einer allgemeinen Topologie geht das nicht mehr und es gibt
natiirlich Félle, in denen alle offenen Mengen gro8 sind. Das zeigt das folgende
Beispiel, das man beispielsweise in [9] findet.

Beispiel 1.4.4. Fiir eine beliebige iberabzihlbare Mengel® X wihlen wir 7 als
Menge aller Mengen mit hichstens abzihlbarem?’ Komplement zusammen mit
der leeren Menge. Eine nichtleere offene Menge ist also von der Form 7' = X \ 7,
T’ abzihlbar.

1. .7 ist eine Topologie, denn?!
TiNT=(X\T)N(X\Ty) =X\ (T{UTy)

und

Uni=1J x\7)=x\

le.s les

N1,

V4

und endliche Vereinigungen und beliebige Durchschnitte abzdhlbarer Men-
gen sind abzihlbar.

2. Jede offene Menge ist tiberabzdhlbar, jede abgeschlossene Menge abzihlbar.

18Dje Notation ,a c Y steht fiir a, € Y, n € N.

19Beispielsweise ein Intervall in R.

20Das schliesst endliche Mengen und die leere Menge ein.

HADjese beiden Identititen bezeichnet man als De Morgansche Gesetze der Mengenarithmetik.
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1 Metrik und Topologie

3. Ist a eine konvergente Folge mit Grenzwert a*, dann ist?? die Menge T’ =
{an : an # a*} abzdhlbar und T = X \ T’ offen, so daB fast alle Folgenglieder
den Wert ¢* haben miissen, a, = a* fiir n > ny.

4. Damit liegt fiir jede konvergente Folge a C Y der Grenzwert ebenfalls in Y,
da er ja in fast allen Folgengliedern auftaucht.

5. Dies gilt auch fiir jedes 0 # T € .7, aber diese Mengen sind nicht abgeschlos-
sen.

Ubung 1.4.1 Definiert die Topologie aus Beispiel 1.4.4 einen Haussdorf-Raum? ¢

In beliebigen Topologien kann das mit der Konvergenz und den Grenzwerten auch
ein wenig ausarten.

Beispiel 1.4.5. In der indiskreten Topologie .7 = {0, X} ist jeder Punkt x € X
Grenzwert jeder Folge a: Jeder Punkt hat nur eine Umgebung?®, nimlich U = X
und in dieser Umgebung liegen sogar alle Glieder jeder Folge.

Natiirlich ist die INDISKRETE TOPOLOGIE ein extremes Beispiel einer Topologie
und schon ein wenig akademisch, aber es gibt eine Vielzahl von interessanten To-
pologien mit sehr tiberraschenden Eigenschaften, siehe [31]. Nur ist fiir sowas in ei-
ner Analysis—Vorlesung nicht wirklich Platz. Unter gewissen Voraussetzungen sind
Grenzwerte aber wieder ,brav®.

Satz 1.4.6 (Grenzwerte). In einem HAUSDORFF—RAuUM sind die Grenzwerte von Folgen
eindeutig.

Beweis: Seien x, x” Grenzwerte der Folge a, dann gibt es Umgebungen U, U’ von x
bzw. x’, so dal U N U’ = 0. Da beide Grenzwerte sind, gibt es ny und n;, so daB3
a, € U,n 2 ng,und a, € U’, n > ny, also

a, eUNnU =0, n > max{ng, ny},
was ein Widerspruch ist. m]

Bemerkung 1.4.7. Wenn X ein METRISCHER RAUM ist, dann gibt es mit Folgen
und Konvergenz also keine Probleme, denn metrische Rdume sind nach Satz 1.3.6
ja immer auch Hausdorff—-Rdume. Deswegen beschriankt man sich in der Analysis
oft auf metrische Rdume, siehe z.B. [28]. In topologischen Rdumen ist das offen-
sichtlich etwas anders.

Definition 1.4.8 (Stetigkeit). Eine Funktion f : X — X’ zwischen topologischen
Riumen X, X’ heifit STETIG24, wenn

f@¥) cf), YcCXx. (1.4.1)

In metrischen Rdumen ist das dazu dquivalent, daB fiir jede konvergente Folge
X, — x* in X auch

lim f(x,) = f(x") (1.4.2)
gilt.

%Das ist das coole an der Topologie.
230) ist keine Umgebung, da wir ja immer x € U fordern.
24Sjehe [15].
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1.5 Metrik, Cauchy, Vollstindigkeit

Die Aquivalenz von (1.4.1) und (1.4.2) im metrischen Fall liegt d_arin begriindet,
daBl wir wie im Beweis von Satz 1.4.3 jeden Kontaktpunkt y € Y als Grenzwert
einer Folge in Y darstellen kénnen, ganz egal, ob y € Y oder nicht.

Definition 1.4.9. Sei f : X — X’ eine Abbildung zwischen topologischen Riumen.
Das URBILD einer Teilmenge Y’ € X’ von X’ ist

X2 () ={xeX: f(x)eY'}. (1.4.3)
Satz 1.4.10 (Stetigkeit). Fir eine Funktion f : X — X' sind dquivalent:
1. f ist stetig,
2. Urbilder abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen,
3. Urbilder offener Mengen sind offen.

Beweis: , 1) = 2)“ Sei f stetig und ¥’ C X’ abgeschlossen mit Urbild® v, also
Y’ = f(Y). Widre y € Y \Y ein Kontaktpunkt, dann wire einerseits f(y) ¢ f(Y) =Y/,
da y nicht zum Urbild gehort, andererseits aber nach (1.4.1) aus Definition 1.4.8

fMef)=f¥)=Y =Y,

was einen Widerspruch darstellt. Somit ist ¥ = ¥ abgeschlossen.

» 2) = 3)“ Ist Y’ C X’ offen, dann ist X" \ Y’ abgeschlossen und damit auch
FHX N\ Y"), weswegen X \ f~1(X’\ Y’) wieder offen ist. Nun gilt aber fiir x € X
entweder f(x) € Y’ oder f(x) € X'\ Y’ und damit ist f~1(Y’) = X \ f4(X'\Y)
und daher offen. _

»3) = 1)“ Seiy e Y C X. Wire f(y) ¢ f(Y) dann gehort f(y) zu der offenen
Menge X’ \ f(Y), so daB y zu der offenen Menge f~1 (X’ \ f(Y)) gehort, die zu Y
disjunkt ist?®. Damit ist y aber kein Kontaktpunkt. |
Ubung 1.4.2 [Siehe [15]] Zeigen Sie: Eine Funktion f : X — X’ zwischen topologi-
schen Rdumen ist genau dann stetig, wenn es zu jedem x € X und jeder Umgebung
f(x) e U € X’ eine Umgebung x € U C X gibt, so daB3 f(U) C U’ ist.

Bemerkung: Diese Eigenschaft ist eine weitere Moglichkeit, Stetigkeit auf topologi-
schen Riumen zu definieren, siehe [11]. o

1.5 Metrik, Cauchy, Vollstandigkeit

Nach so viel Allgemeinheit?” werden wir wieder ein wenig konkreter und ziehen
uns auf metrische Raume zurtick. In diesem Kontext kann man wieder das Konzept
der Cauchy-Folge wiederholen.

2°Es kann durchaus passieren, daB f~1(¥’) = 0 ist, aber die leere Menge ist ja immer offen und
abgeschlossen und dann ist {iberhaupt nichts zu tun.

ZEntweder ist f(y) € Y/, dannist y € f~1(Y”), oder es gilt f(y) ¢ Y/, dann ist auch y ¢ f~1(Y")

%/Na gut, so wirklich allgemein war das noch nicht, man kann eine ganze Vorlesung iiber MENGEN-
WERTIGE TOPOLOGIE halten und dann immer noch ALGEBRAISCHE TOPOLOGIE draufsetzen.
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1 Metrik und Topologie

Definition 1.5.1 (Cauchy-Folge). Eine Folge a = (a, : n € N) in einem metrischen
Raum X heiffit CAUCHY-FOLGE, wenn es zu jedem & > 0 einen Index ny € N gibt,
so daB3

d(ay,a) < &, m,n > ng. (1.5.1)

Ubung 1.5.1 Zeigen Sie: Jede konvergente Folge ist eine Cauchy—Folge. Hinweis:
,Ubersetzen“ Sie den Beweis aus Teil I der Vorlesung, [27]. o

Definition 1.5.2 (Vollstindigkeit). Ein metrischer Raum X heifit VOLLSTANDIG,
wenn jede Cauchy-Folge einen Grenzwert hat. Die (metrische) VERVOLLSTANDI-
GUNG eines metrischen Raumes besteht aus der Menge aller Cauchy-Folgen in
diesem metrischen Raum mit der Aquivalenzklassenbildung beziiglich

a~d = lim d(ay,,a;) = 0.
n—oo
Bemerkung 1.5.3 (Vervollstindigung). Man kann zeigen, siehe [17], da3 die Ver-
vollstdndigung im wesentlichen eindeutig ist und daB3 X in seine Vervollstindigung
ISOMETRISCH eingebettet ist, d.h. die Metrik der Vervollstindigung ist eine Erwei-

terung der Metrik von X.

Bemerkung 1.5.4. Es ist wichtig, sich an dieser Stelle nochmals den Unterschied
zwischen VOLLSTANDIG und ABGESCHLOSSEN klarzumachen, denn beides hat ja
etwas mit Grenzwerten zu tun, die irgendwo dazugehoéren. Abgeschlossenheit ei-
ner Teilmenge bedeutet, daBl ein Grenzwert, der im ,libergeordneten“ metrischen
Raum existieren muss, in einer Teilmenge liegt, wenn alle Folgenglieder in die-
ser Teilmenge liegen, Vollstindigkeit hingegen, daB jede ,brave“ Folge in diesem
metrischen Raum auch einen Grenzwert hat.

Definition 1.5.5. Eine Teilmenge ¥ C X eines topologischen Raums X ist DICHT
in X, wenn Y = X, d.h., wenn es in jeder Umgebung jedes x € X auch ein y € Y
gibt.

Beispiel 1.5.6 (Dichte Teilmengen).

1. Q ist dicht in R. Das ist ein allgemeineres Prinzip: Jeder metrische Raum ist
dicht in seiner Vervollstindigung.

2. Die invertierbaren Matrizen sind sogar OFFEN UND DICHT in der Menge aller
quadratischen Matrizen?. Ist A eine beliebige Matrix, dann ist A + &/ fiir
hinreichend kleines & > 0 invertierbar. Offen bedeutet, daB fiir jede invertier-
bare Matrix A und ||B — A|| < € auch B invertierbar ist. Offene und dichte
Teilmengen sind also ,praktisch alles.

3. Die Polynome sind dicht in C[0, 1] beziiglich der Norm

Iflles = max 1 ()]

. o \1/2
2 Als Abstandsbegriff kann man beispielsweise die FROBENIUSNORM ||A||F := (Z aj k) verwen-

den, die die Matrix als Vektor auffasst und dessen euklidische Norm bestimmt.
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1.5 Metrik, Cauchy, Vollstindigkeit

In einem metrischen Raum kann man Vollstdndigkeit noch sehr schén auf eine
andere Weise beschreiben. Dazu bemerken wir, daf3 sich direkt aus den Axiomen
die Folgerung

x= ﬂ B .(x) = ﬂ B<.(x), xeX, (1.5.2)

>0 >0

ziehen ldsst: Jeder Punkt ist genau der Durchschnitt aller ihn umgebenden Kugeln,
wobei es egal ist, ob diese Kugeln offen oder abgeschlossen sind.

Satz 1.5.7 (Vollstindigkeit). Ein metrischer Raum X ist genau dann vollstindig, wenn
Jede Folge

B<g,(x1) D B<gy(x9) D -+, g1>&>--->0, limeg,=0, (1.5.3)

n—oo

von ineinander verschachtelten abgeschlossenen Kugeln die Eigenschaft
ﬂ Bey,(x)) # 0 (1.5.4)
j=1

hat.

Beweis: ,=“ Wir betrachten die Folge x,, n € N, der Zentren, die wegen der
Verschachtelung automatisch die Eigenschaft x,, € B, (x,), m > n,hat. Dag, — 0
gibt es daher zu jedem & > 0 einen Index ng, so daB3

d(xp,xpm) < &n <&, m > n > n,

die Folge der x, ist also eine CAUCHY-FOLGE und hat damit einen Grenzwert x*,
der fiir jedes n in B<,, (x,) liegen muss. Also gilt

ﬂBSsn(xn) 2 {x*} * 0.
n=1

»&“ Fiir eine Cauchy-Folge x = (x, : n € N) in X widhlen wir zu k € N Indizes
n(k) < n(k +1) € N so, daB d(x,(k),xn) < 27k=1 fiir alle m > n(k) ist*®. Mit

By == B_g1-k(xp(x)) bezeichnen wir die Kugel mit Radius 2/2K = 91-F ym Xp(k)- Fr
beliebige k < k’ und y € By gilt nun®
k-1
d(Xuk),y) < Z d(Xn(j)s Xn(j+1)) +d(Xn(kr), ¥)
=k
! <9-i-1 <91-K <9-k
k'—k-1
< 2 N giaph <ok gk <ol
j=0
——
<2

YDaB das moglich ist, folgt aus der Tatsache, daB x eine Cauchy-Folge ist.
30Wieder mal nur die gute alte Dreiecksungleichung.
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1 Metrik und Topologie

das heilt, By D By, k < k’. Der nach Voraussetzung nichtleere Schnitt

ﬁ B 2 {x"},
k=1

besteht aus Grenzwerten der Folge x, da fiir m > n(k)

* * 5
d(x*,xp) < d(X", Xpk)) +d(Xn(k)» Xm) < ok 0

<91-k <9-k-1
gilt und somit so daB fast alle Folgenglieder in jeder beliebig kleinen Umgebung
um x* liegen und die Folge damit konvergiert. m]

Zum Abschluss sehen wir uns noch eine wichtige Eigenschaft in metrischen Raum-
en an, die man zwar an dieser Stelle nicht unbedingt braucht, die aber dennoch
interessant ist.

Definition 1.5.8 (Kontraktion). Eine Abbildung f : X — X von einem metrischen
Raum in sich selbst heiBt KONTRAKTION, wenn es eine KONTRAKTIONSKONSTANTE
0 < p <1 gibt, so daB

d(f(x), f(x") < pd(x,x"),  xx"€X. (1.5.5)
Satz 1.5.9 (Banachscher Fixpunktsatz). Jede Kontraktion f : X — X auf einem
vollstandigen metrischen Raum X hat genau einen FIxPUNKT x*, d.h., genau einen Punkt
mit f(x*) = x".
Beweis: Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Seien x*, y* zwei verschiedene Fixpunk-
te, dann gilt

0<d(x",y) =d(f(x7), f()) < pd(x", y"),

was zum Widerspruch p > 1 fiihrt. Fiir die Existenz wéhlen wir irgendein xo € X
und bilden die Folge x, := f(x,-1), n € N. Dann ist

d(xXpe1,Xn) = d (f(xn), f(xnm1)) < pd (XnXn-1) < p? d (Xn-1, Xn—2)
= - =p"d(x1,x0),
und, nach der DREIECKSUNGLEICHUNG

d(xn+m’ xn) < d(xn+m, xn+m—1) + d(xn+m—1’ xn+m—2) +---+ d(xn+1, xn)
m—1

(pn+m—1 +pn+m—2 4. +p”) d(x1,x0) = d(x1,x0) p" Z pj
=0

IA

IA

& n
d(x1,x0) p" ZPJ = lp_p d(x1,x0).
=0

Damit ist die Folge der x, eine CAUCHY-FOLGE und da X vollstdndig ist, hat sie
einen Grenzwert x*. Fiir diesen gilt nun fiir jedes n

d(x*, f(x%) <d(x", xp41) +d(f(X7), xp41 ) < d(X", x041) + pd (X", x5),
——

=f(xn) —0
und da die rechte Seite der Ungleichung fiir wachsendes n beliebig klein werden
kann, die linke Seite aber unabhidngig von 7 ist, folgt, da d(x*, f(x*)) = 0, also

x* = f(x"). O
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1.6 Kompakte Mengen

1.6 Kompakte Mengen

Wir kehren nun noch einmal zur Topologie zuriick, um einen weiteren zentralen
Begriff einzufiihren.

Definition 1.6.1 (Kompaktheit).

1. Eine Teilmenge ¥ C X eines topologischen Raumes X heilt UBERDECKUNGS-
KOMPAKT, wenn es fiir jede UBERDECKUNG

YQUU

von Y mit offenen Mengen % eine endliche Teiliiberdeckung Ui, ..., U, € %
gibt, so daB3
YCcUiU---UU,.

2. Eine Menge Y C X heit FOLGENKOMPAKT, wenn jede Folge in Y eine kon-
vergente Teilfolge enthilt.

In beliebigen topologischen Riumen miissen Folgenkompaktheit und Uberdeckungs-
kompaktheit nicht dasselbe sein; ein Beispiel ist der unendliche Produktraum / I'mit
der PRODUKTTOPOLOGIE, der iiberdeckungskompakt, aber nicht folgenkompakt
ist, siehe [31]. Das zu beweisen®! fillt dann aber doch etwas aus dem Rahmen.
Unser ndchstes Ziel ist es, zu zeigen, daf in metrischen Rdumen beide Konzepte
dquivalent sind und wir daher einfach nur von KOMPAKT sprechen kénnen. Dazu
verlassen wir die allgemeinen Topologien und begeben uns wieder in die Welt der
Metriken.

Satz 1.6.2 (Kompaktheit). Eine Teilmenge eines metrischen Raums ist genau dann iiber-
deckungskompakt, wenn sie folgenkompakt ist.

Fiir den Beweis brauchen wir ein bisschen Terminologie.

Definition 1.6.3 (Netze & Topologie). In einem metrischen Raum X definieren
wir die folgenden Begriffe:

1. Eine Teilmenge A C Y heiBit e-NETZ fiir Y, falls es zu jedem y € Y eina € A
mit y € B..(a) gibt.

2. Y heifit TOTAL BESCHRANKT, wenn es fiir jedes € > 0 ein endliches e—Netz fiir

Y gibt.
3. Y heiBt beschriankt, wenn es eine Konstante M gibt, so daBl d(y,y’) < M ist.
Die GroBle
d(Y) := sup d(y,y") (1.6.1)
y,y'eY

bezeichnet man als DURCHMESSER von Y, die Gr6e

r(Y) :=inf sup d(y,y’) (1.6.2)
yey y'eY

als RADIUS von Y.

3Fiir die Kompaktheit von beliebigen Produktriumen benstigt man beispielsweise den Satz von
Tychonov, siehe [34].
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1 Metrik und Topologie

Ubung 1.6.1 Zeigen Sie: Bei Kugeln B gilt d(Y) = 2r(Y). Gibt es auch nichtleere
Mengen, bei denen d(Y) =r(Y) gilt? o

Jede total beschriankte Menge ist beschrinkt: Wir wihlen einfach ein & > 0 und
dazu ein endliches e-Netz, sagen wir mit N Elementen. Sind nun y, y’ € Y beliebig,
dann kénnen wir das Netz so umnumerieren, dal y € B..(a1) und y’ € B_.(ay),
also ist

d(v,y) <d(y,a1) +d(ai,ay) +d(y,ay) < 2& + max d(a,a’) =d(A) +2e.
a,a’ e

Wegen der Endlichkeit des Netzes ist dann d(A) < oo und damit auch d(Y) <
d(A) + 2¢ < co. Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.

Beispiel 1.6.4. Dazu betrachtet man den unendlichdimensionalen FOLGENRAUM

G={x=(xj:jeN):x; €R, x|l < oo}

o
el = > xjl.
j=1

Die EINHEITSKUGEL B1(0) = {x € ¢1 : ||x|| < 1} ist beschrinkt, da

mit der Norm

llx =x"ll1 < llxll + [IX' ]l £ 2,
aber die Einheitsfolgen32 e; mit

1, j=k
(ef)":‘sf":{ 0, Jj#k,

haben Abstand |le; — ex|l1 = 2, so daB es keine endlichen Netze fiir ¢ < 1 geben
kann, denn jeder von denen sollte schon in mindestens einer Kugel B..(a) um
ein a € A liegen, oder, umgekehrt, in jeder £-Kugel um jedes ¢; mindestens ein
Element von a. Und da fiir & < 1 die unendlich vielen Kugeln B.,(e;) disjunkt

sind, braucht man auch mindestens unendlich viele Elemente von A.

Totale Beschrédnktheit erlaubt eine sehr schone Beschreibung folgenkompakter Men-
gen.

Satz 1.6.5. Eine abgeschlossene MengeY C X in einem vollstindigen metrischen Raum
ist genau dann folgenkompakt, wenn sie total beschrinkt ist.

Beweis: ,=“: Sei Y folgenkompakt und nehmen wir an, es gebe ein &£ > 0 fiir das
kein endliches e—Netz existiert. Ausserdem wihlen wir irgendein y; € Y. Da es
kein endliches e—Netz gibt, gibt es yo € Y mit d(y1,y2) > &, dann auch y; mit
d(y1,y3) > € und d(y2,y3) > € und somit eine ganze Folge y; mit d(y;, yi) > &,
J # k. Das ist aber ein Widerspruch zur Existenz einer konvergenten Teilfolge mit
Limes y* da es da ja fiir jedes n > 0 Indizes j, k geben miisste, die

e <d(yj,yr) <d(y,y;)+d(y",yr) < 2n
—_— —

<n <n

32 Die interessieren ansonsten nur einmal im Jahr am 3. Oktober.
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1.6 Kompakte Mengen

erfiillen miissten, was fiir n < £/2 unmoéglich wird.

»&“Ist Y total beschriankt und y = (y, : n € N) eine Folge in Y, dann gibt es fiir
jedes k ein endliches —Netz Ay C Y. Da A nur endlich viele Elemente hat, gibt es
ein aj € Aj, so daB®3

#(B<1(a1) N {yn:n € N}) = oo,

es liegen also unendlich viele Folgenglieder in der Kugel B.j(a;). Diese Teilfolge
nennen wir y1 und finden mit genau diesem Argument ay € A und eine unendliche
Teilfolge y?, so daB y? € B, s2(a3) und generell eine unendliche Teilfolge yk mit

y* € Bi(a;), j=1,..., k.
J

Nun bilden wir die DIAGONALFOLGE y’ := (y} : n € N), die per Konstruktion die
Eigenschaft

, 2
d(yn’y:n)sza nSm,

hat, also eine CAUCHY-FOLGE ist und wegen der angenommenen Vollstdndigkeit
von X konvergieren muss und wegen der Abgeschlossenheit vonY auch zuY gehort.
O

Der Beweis von Satz 1.6.5 verwendet die Vollstindigkeit von X und die Abge-
schlossenheit von Y nur fiir die Richtung ,,<“, die erste Hilfte des Beweises funk-
tioniert in allen metrischen Raumen und ohne diese Voraussetzungen. Das kénnen
wir folgendermafen zusammenfassen.

Korollar 1.6.6. Jede folgenkompakte Teilmenge Y C X eines metrischen Raums ist total
beschrinkt.

Proposition 1.6.7. Jede iiberdeckungskompakte TeilmengeY C X eines metrischen Raums
ist abgeschlossen und beschrinkst.

Die Umkehrung von Proposition 1.6.7 gilt nicht, wie uns Beispiel 1.6.4 zeigt, denn
die Einheitskugel dort ist abgeschlossen und beschrinkt, aber eben nicht kompakt.
Beweis: Eine tiberdeckungskompakte Teilmenge ist immer sogar TOTAL BESCHRANKT:
Fiir beliebiges £ > 0 ist
v c| JBe(v)
x€Y
eine triviale Uberdeckung von Y durch ein e-Netz. Da wegen der Uberdeckungs-
kompaktheit eine endliche Teilmenge gentigt, ist ¥ total beschrinkt.
Fiir die Abgeschlossenheit betrachten zu x € X \ Y die offenen Mengen

1 [o0)
Un::{er:d(x,y)>—}, neN, = UU,,QY,
n
n=1
so daB % = {U, : n € N} eine OFFENE UBERDECKUNG von Y ist. Wegen der
Kompaktheit reicht davon eine endliche Teiliiberdeckung, sagen wirt* Uy, ..., Uy,

%3Der Kombinatoriker nennt das SCHUBFACHPRINZIP und wendet es gerne exzessiv an.
3Wir wihlen N als groBten von diesen endlich vielen Indizes und vergréBern die Uberdeckung
nur. Aber eigentlich auch nicht wirklich.
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1 Metrik und Topologie

so daB d(x,y) > % und fiir jedes € > % ist somit B..(x) NY = 0. Also ist X \ Y
offen und damit ¥ abgeschlossen. m]

Beweis von Satz 1.6.2: ,=“: Sei Y iiberdeckungskompakt und damit nach Pro-
position 1.6.7 auch ABGESCHLOSSEN und beschrinkt. Wir werden zeigen, daB3 ¥
vollstindig und total beschrinkt ist, den Rest erledigt dann Satz 1.6.5. Fiir ¢ > 0
verwenden wir die Uberdeckungskompaktheit der (trivialen) Uberdeckung

N
Y C UB<e(y) = Y C UB<a(yj)’

yey j=1

deren Zentren y; ein endliches e-NETZ fiir ¥ bilden, weswegen Y auch schon total
beschrinkt ist. Wire Y nicht vollstindig, dann gébe es nach Satz 1.5.7 eine ver-
schachtelte Folge By von nichtleeren, abgeschlossenen Kugeln mit leerem Schnitt,
deren Komplemente X \ By dann aber eine offene Uberdeckung von Y wiren. Dann
giibe es aber wegen der Uberdeckungskompaktheit von Y eine endliche Teilmen-
ge der X \ By, die bereits Y {iberdeckt und damit hitten bereits endlich viele der
By leeren Schnitt, es gibe also ein ko so dal By = 0, k > ko. Und das wére ein
Widerspruch.

,<: Sei Y folgenkompakt und % eine offene Uberdeckung von Y. Nach Korol-
lar 1.6.6 ist Y total beschrdnkt und es gibt zu jedem n € N ein endliches %—Netz
A,, fiir das

vel B_1(a) (1.6.3)

acA,

erfiillt ist>®. Wire nun Y nicht iiberdeckungskompakt, dann gibt es immer mindes-
tens ein a € A, fiir das B_1(a) nicht mit endlich vielen Elementen von % iiber-
deckt werden kann, und das wir a, nennen. Da Y folgenkompakt ist, enthilt a, per
Definitionem eine konvergente Teilfolge a, ) — a* € Y. Sei U* € % ein Element
der Uberdeckung mit a* € U*, dann gibt es ein & > 0, so daB auch B.(a*) C U*.
Wihlen wir aber nun & so, daBl n(k) > 2/e and d(a*, a,)) < £€/2, dann ist

d (a*sB<ﬁ(an(k))) sup {a’(a*,y) HRIS B<ﬁ(an(k))}
< d(a*,ank)) +sup {d(an(k),y) 1y € B<L(an(k))}
n(k)
<

nofo

< &

das heif3t,
B<ﬁ(an(k)) C B..(a") C U,

so daB diese Kugel sogar mit einem einzigen Element von % iiberdeckt werden
kann, was unserem Konstruktionsprinzip widerspricht, daB keine endliche Teilmen-
ge von 7 fiir eine Uberdeckung ausreichen wiirde. m|

% Bestimmte endliche Uberdeckungen gibt es immer, nimlich die in (1.6.3). Wir miissen aber zei-
gen, daB jede offene Uberdeckung, also insbesondere %, eine offene Teiliiberdeckung enthilt.
Das nur zur Erinnerung.
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1.6 Kompakte Mengen

Zugegeben, das war jetzt ein bisschen ldnglich und aufwendig, aber dafiir haben
wir jetzt auch eine Menge {iber kompakte Mengen und Rdume gelernt und kénnen
Kompaktheit nun wie folgt definieren.

Definition 1.6.8 (Kompaktheit). Eine Teilmenge ¥ C X eines metrischen Raums
X heifit KOMPAKT, wenn sie U BERDECKUNGSKOMPAKT oder FOLGENKOMPAKT ist®0.

Korollar 1.6.9. Jede kompakte Teilmenge Y eines metrischen Raums X ist abgeschlossen
und beschrinkt.

Proposition 1.6.10. Jede abgeschlossene Teilmenge Y' C Y einer kompakten Teilmenge
Y C X eines metrischen Raums X ist kompakt.

Beweis: Sei %/’ eine offene Uberdeckung von Y’. Dann ist®’
x\vyu | J v
Uew
eine offene Uberdeckung von X und damit auch von Y. Wegen der Kompaktheit
von Y reicht davon eine endliche Teiliiberdeckung
YC(X\Y)uUjU---UUy,
und damit ist Ui, LU 1’\, eine endliche Uberdeckung von Y. O

Satz 1.6.11 (Kompakta & Stetigkeit). Ist Y C X kompakt und f : X — X' stetig,
dann ist auch Y’ :== f(Y) C X’ kompakt.

Beweis: Fiir eine offene Uberdeckung %’ von Y’ ist % = {f(U’) : U' € %’}
nach Satz 1.4.10 eine offene Uberdeckung von Y, die eine endliche Teiliiberdeckung
Ui,...,Uy von Y enthalten muss. Die spielen wir wieder zuriick und erhalten die
endliche Uberdeckung U} =fU;),j=1,...,N,vonY = f(Y):

N N N
verflJrtwp|=Ur (o) =
j=1 j=1 j=1
um es dann auch explizit hinzuschreiben. O

Bemerkung 1.6.12. Anders ausgedriickt besagt Satz 1.6.11: Bilder kompakter Men-
gen unter stetigen Funktionen sind kompakt.

Definition 1.6.13 (GleichmiBige Stetigkeit). Eine Funktion f : X — X’ zwischen
zwei metrischen Rdumen heiBlt GLEICHMASSIG STETIG, wenn es zu jedem & > 0 ein
0 > 0 gibt, so daB3

d(x,x') <6 = d(f(x), f(x)) <e. (1.6.4)

GleichmiBige Stetigkeit ist ein metrischer, kein topologischer Begriff, im Gegensatz
zur Stetigkeit.

st ja, wie wir jetzt wissen, dasselbe.
37Weil es fast nicht auffillt: Hier brauchen wir, daB ¥’ abgeschlossen ist, denn dann ist X\ Y’ offen.
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1 Metrik und Topologie

Satz 1.6.14 (Kompakta & gleichmiBige Stetigkeit). Isz f : X — X' stetigundY C X
kompakt, dann ist f aufY gleichmafSig stetig.

Beweis: Zu & > O und y € Y ist A(y) := f1 (B<-(f(y))) eine offene Menge, die y
enthilt, so daB es 6(y) > 0 mit B.5(y) € A(y). Da

% =|_)Bys)(»)

yeyY

eine offene Uberdeckung des Kompaktums Y ist, gibt es eine endliche Teiliiberde-
ckung

U]:B<%6(y])(yj) = B<5](yj), j:1,...,N,

von Y. Mit 6 :=min{6; : j=1,...,N} und y,y" € Y mit d(y,y’) < 6 gibt es dann
ein j, so daB3 y € U, ist und es gilt

d(yj,y") <d(y;,y)+d(y,y") <26;=6(y;)
~——
<6j <5S5j

sowie d(y;,y) <0, < d(y;). Damit ist

d(f(y), fO)) <d(f). fy))+d (fy), f(Y)) < 2

nach der Definition von 6(y). |

1.7 Realismus

Nach so viel Abstraktion®® wollen wir wieder etwas konkreter werden und uns die
Begrifflichkeiten fiir den Spezialfall ansehen, daB ein endlichdimensionaler NOR-
MIERTER RAUM vorliegt, den wir immer mit dem R" identifizieren kénnen. Auf

diesem verwenden wir die Standardnormen®’
1/2
n n
2
bells= 3 bl ivllo = | D oxf | s Il s= max Pl (170)
J=1 J=1 o

die allesamte Spezial- bzw. Grenzfille der p—NORM

" 1/p
el = > P | . 1sp<e, (1.7.2)
j=1
sind, was sich im Fall n =1 alles auf ||x|| = |x| reduziert. Wenn die konkrete Norm

keine Rolle spielt, schreiben wir auch im R” einfach ||x||.

Ubung 1.7.1 Zeigen Sie: By C By C Bw. Oder fiir Mutige: B, C B, p < p’. o

3Nicht daB das in der Mathematik etwas schlechtes oder gar verwerfliches wire ...
3Es gibt Leute, die sagen, daB es auf dem R" eigentlich nur diese drei Normen bzw. diese drei
Werte von p gibt, alles andere ist kiinstlich.
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Abbildung 1.7.1: Die Einheitskugeln B, = {x : [[x][, < 1} im R? fiir p = 1 (griin), p = 2
(blau) und p = oo (rot). Diese Kugeln sind wirklich ineinander enthalten,
sie Ubung 1.7.1.

Beginnen wir mit dem allereinfachsten Fall, ndmlich mit R und || - || = | - |. Dann
sind die Kugeln

Bo(x)={yeR:|x—y|<r}=x—-r,x+r) und B (x)=[x—-r,x+r]

gerade die offenen und abgeschlossenen Intervalle der Lange 2r mit Mittelpunkt
x. Die offenen Mengen der Topologie sind dann alle endlichen Durchschnitte und
beliebige Vereinigungen der offenen Intervalle und alles, was man daraus wieder
per Durchschnitt und Vereinigung bilden kann und so weiter. Alle einpunktigen
Mengen sind abgeschlossen, da ihr Komplement

R \ {X} = (_Oo’x) U (X, OO)

Vereinigung von offenen Mengen ist.

Ubung 1.7.2 Zeigen Sie, daB fiir x € R die Mengen (—co, x) und (x, o) offen sind.
¢

Beispiel 1.7.1. Die offenen Kugeln B_y-« (2’;—;3), k=23,...,also B<%(%), B<%(g),
B_ 1 ( % , ... Uberdecken zusammen mit den offenen Kugeln (-0, 0) und (1, c0)
gerade R\ {1 - 27% : k € N}. Damit ist die Menge {1 - 2% : k € N} U {1}
abgeschlossen. Das kénnen wir aber nicht direkt aus den Axiomen folgern’, aber
das Komplement ist ja als Vereinigung offener Mengen offen.

{1-27%: k € N} U {1} ist auch kompakt, die ebenfalls beschrinkte Menge
{1-27%: k € N} hingegen nicht, da beispielsweise die Kugeln B_g«-3(1 — 27%),
k=1,2,..., eine offene Uberdeckung dieser Menge bilden, von der keine endliche
Teiliiberdeckung ausreicht. Eine beliebige offene Kugel um 1 herum ,schluckt®

andererseits fast alle Elemente der Menge und den Rest kann man mit endlich
vielen Kugeln tiberdecken.

“0Das geht nur fiir endliche Vereinigungen.

29
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Etwas spannender wird das im metrischen Raum X = [0, 1] mit dem kanonischen
Betrag. Hier sind die Kugeln

(x—r,x+71), x=r>0,x+r<1,

_ [0, x +7), x—r<0,x+r<1,

B (x) = (x—r,1], x-r=20,x+r>1,
[0,1], x-r<0,x+r>1,

der Schnitt der entsprechenden Kugeln in R mit [0,1]. Insbesondere sind hier
jetzt alle Intervalle der Form [0,x) und (x,1], x € [0,1] offen. X = [0,1] ist ein
KOMPAKTER METRISCHER RAUM, denn wir wissen ja aus Teil 1, dal der Raum
folgenkompakt und damit auch generell kompakt ist.

Beispiel 1.7.2. Q als Teilmenge von R oder als eigener topologischer Raum mit
der induzierten Metrik d(x, x") = |x — x’| hat auch nette Eigenschaften:

1. Q°=(R\Q)°=0.
2. 00 =9(R\ Q) =R.

3. Das Intervall [0,1] N Q ist weder in R noch in Q kompakt: In R ist es nicht
abgeschlossen, Q ist nicht vollstindig.

Kugeln im R" sind dann
Bo(x) ={y:lx=yll <r},  Bo(x)={y:llx-yll<r}
Die Gegenstiicke zu Intervallen sind, unabédngig von der Norm, die QUADER
[a, b] = [a1, b1] X - -X[ay, b,], a=(a1,...,a,),b=(b1,...,b,) €eR". (1.7.3)

Jede beschrinkte Menge*! Q c R” Lisst sich in einen Quader*? einpassen: Seix € Q
ein beliebiger Punkt, dann ist ||x — y|| fiir alle y € Q beschrdnkt und damit auch
Ixj =yl <Mj, j=1,...,n. Setzen wir M = (M, ..., M,), dann ist

QC [x—M,x+M].

Wir haben jetzt abgeschlossene Quader definiert, aber ganz analog kann man na-
tiirlich auch offene oder halboffenen Quader einfithren. Abgeschlossene Quader
spielen eine besondere Rolle.

Lemma 1.7.3 (Quader & Kompaktheit). Im R" sind abgeschlossene Quader kompakst.

Beweis: Wir zeigen Folgenkompaktheit. Dazu teilen wir den Quader [a, b] mit
Hilfe seines Mittelpunkts %(a + b) in 2" Teilquader der Form x + %[a,b], Xj €
{0, %(a j +bj)}. In mindestens einem der Teilquader finden sich unendlich viele
Folgenglieder, und diesen Quader nennen wir [a!, b!], wobei

1

1 :
b}—a}zQ(b?—a?.) = §(bj—a_,-), j=1,...,n.

“1Dje Schreibweise ,Q fiir Teilmengen des R” ist gebrduchlich und hat sich eingebiirgert.
#In der Computergrafik und Informatik spricht man hier gerne von der BOUNDING Box.
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Nun unterteilen wir [al, b1] wieder in 2" Teilquader finden einen Quader mit un-
endlich vielen Folgengliedern und so weiter und erhalten so eine Folge [a¥, b*] von
ineinander verschachtelten Teilquader mit Seitenlingen
b . — a .
k_ ok _ 20”4 .
bj_aj_2—k’ ]—1,...,I’l,k€N,
und wegen der Vollstindigkeit von R, damit auch der von R” liefert und das Argu-
ment aus Satz 1.5.7, daBl der Durchschnitt der Quader einen Punkt x* enthilt, der
Grenzwert der so konstruierten Teilfolge ist*?. m]

So einfach die Beobachtung ist, so schon sind die Folgerungen, die wir aus Lem-
ma 1.7.3 ziehen kénnen.

Korollar 1.7.4. Eine Teilmenge des R" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschriankt ist.

Beweis: Proposition 1.6.7 sagt, da3 die Richtung ,=* sogar ein einem allgemeine-
ren Kontext gilt. Fiir ,<“ sei Q c R" beschridnkt, dann gibt es einen abgeschlos-
senen Quader [a,b] 2 Q und nach Proposition 1.6.10 ist Q als abgeschlossene
Teilmenge** eines Kompaktums auch kompakt. m]

Korollar 1.7.5. Eine stetige Funktion f : X — R nimmt auf einer kompakten Teilmenge
K C X ihr Minimum und Maximum an.

Beweis: Da f stetig ist, ist f(K) nach Satz 1.6.11 eine kompakte Teilmenge von R
und damit nach Korollar 1.7.4 abgeschlossen und beschrinkt. Beschriankt bedeutet,
daB es ein M € R gibt, so daf

sup f(x) <M
xek

ist und ist x,, eine Folge mit f(x1) < f(x2) < --- und f(x,) — supg f(x), dann
enthilt diese Folge eine konvergente Teilfolge, deren Grenzwert

M >y" = lim f(xu)) = sup f(x)
k—o0 ek

erfiillt, also y* = maxg f(x). |

#3Sollte das jemandem bekannt vorkommen: Das ist auch das Argument aus dem SATZ VON
BOLZANO-WEIERSTRASS aus Teil 1 der Vorlesung.
#Denn Q war ja als abgeschlossen und beschrinkt vorausgesetzt.
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Kurven 2

The simplicities of natural laws arise through the complexities of the languages
we use for their expression.

(E. Wigner)

In diesem Kapitel sehen wir uns kurz Kurven an, also Funktionen von einem
Intervall in den R?, d > 1.

2.1 Definition und einfache Eigenschaften

Definition 2.1.1 (Kurve). Eine KURVE f ist eine STETIGE ABBILDUNG von einem
Intervall 7 in den R?, d > 1. Manchmal nennt man f auch eine PARAMETRISIERUNG
der Kurve und bezeichnet den GRaPH f (/) c R? als Kurve.

Eine Kurve lisst sich als VEKTOR! f = (fj :j=1,...,d) schreiben, die f; bezeich-
net man als KOMPONENTENFUNKTIONEN.

Beispiel 2.1.2. Eine POLYNOMIALE KURVE ist eine Kurve, bei der jede Komponen-
tenfunktion ein Polynom, sagen wir vom Grad? n ist. Damit ist

n
2

J1(x) k=0 n [ A1k n
fo=| + |= : = =) e,
Ja(x) < | 0\ awk k=0
Z aqrx
k=0
ein Vektor aus Polynomen und ein Polynom mit Vektoren als Koeffizienten sind

also dasselbe. Dies nutzt am im CAGD? auch kriftig aus.

Definition 2.1.3. Eine Kurve hei}t DIFFERENZIERBAR, wenn alle Komponenten-
funktionen differenzierbar sind. Die TANGENTE einer differenzierbaren Kurve ist

A
: (2.1.1)
i

IEigentlich reicht TUPEL, aber die Rechenoperationen des Vektorraums R¢ nutzen wir hier dank-
bar mit, also ist ,Vektor“ angemessen.

’Da es nur endlich viele Komponenten gibt, kénnen wir immer den hdchsten der auftretenden
Grade verwenden.

3Computer Aided Geometric Design
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2 Kurven

0.8

0

0.5

Abbildung 2.1.1: Die NEILSCHE PARABEL ist eine einfache polynomiale Kurve mit einer
sichtbaren Spitze und dort alles andere als glatt im geometrischen Sinne..

Beispiel 2.1.4 (Differenzierbare Kurven). Offensichtlich ist jede polynomiale Kur-
ve differenzierbar, sogar unendlich oft. Differenzierbare Kurven konnen aber Ecken
haben, wie die NEILSCHE PARABEL

3

f(X):(fcz)a x € [-1,1],

in Abb. 2.1.1 deutlich zeigt, wo wir eine Spitze fiir x = 0 haben. Sieht man ge-

nau hin, stellt man aber auch fest, daf f’(0) = ( 0 ) ist, und daB3 diese Stelle

0
differentialgeometrisch ,bose® ist.

Definition 2.1.5. x € I heiBt SINGULARER PUNKT der Kurve f : I — R? wenn
f'(x) =0 ist. Die Kurve heillt REGULAR, wenn f’(x) # 0, x € I, ist.

Bemerkung 2.1.6 (Parametrisierung). Den Unterschied zwischen einer Kurve als
Bild und deren Parametrisierung kann man sich sehr einfach am Beispiel

x" 1
f(X): :xn ) er:[O’l]’
x" 1

deren Bild f(/) fiir jedes n € N die Verbindungsstrecke zwischen (0,...,0) und
(1,...,1) ist. Die Tangenten hingegen unterscheiden sich je nach n, die Bahn wird
also sozusagen mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten abgefahren.

2.2 Bogenlange

Als nichstes wollen wir uns mit der LANGE einer Kurve beschiftigen, die, der
Einfachheit halber, auf einem kompakten Intervall / = [a, b] gegeben sein soll.
Geometrisch ist die Idee einfach: Wir tasten die Kurve ab, indem wir die Werte
f(xj), j=0,...,N, mit a = xo < x1 < -+ < xy = b verwenden und bestimmen
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2.2 Bogenlinge

Abbildung 2.2.2: Grobe Abtastung des Halbkreises f(x) = (sinx, cosx), x € [0, 7].

dann die Linge des dadurch gegebenen Streckenzugs, siehe Abb, 2.2.2, wobei sich
die Linge des Streckenzugs als

N
Lf(xo,x1,..,xn) = Y £ (o) = fxeen) g (22.1)
k=1

bestimmt. Diese Linge hdngt natiirlich von den gewéhlten Punkten x; ab, aber
intuitiv ist die Lange der Kurve der Grenzwert, der sich ergibt, wenn man die
Abtastung fein genug wihlt. Funktionen, fiir die das gilt, haben einen eigenen
Namen.

Definition 2.2.1 (Rektifizierbarkeit). Eine Kurve f : I — R heiBt REKTIFIZIERBAR
mit LANGE L, wenn es zu jedem & > 0 ein 6 > 0, so daB fiir alle Abtastungen
a=xp<---<xy=bmitlx;-x;1| <6, j=1,...,N, die Abschitzung

|Lf(-x0’x19 .. -axN) - Ll <é&

erfiillt ist. Die Linge einer rektifizierbaren Funktion bezeichnet man auch als Bo-
GENLANGE.

Ubung 2.2.1 Zeigen Sie: Fiir jede stetige Funktion f ist Lf(x¢,...,xy) < L. ¢

Fiir differenzierbare Funktionen kann man die Lange auch recht einfach berechnen.

Satz 2.2.2 (Bogenlinge). Jede stetig differenzierbare Kurve f : I — R ist rektifizierbar
mit Linge

L= /] 1 ()l d. 2.2.2)

Bevor wir den Satz beweisen, ein paar Bemerkungen.

Bemerkung 2.2.3 (Bogenlinge).
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2 Kurven

1. Die Berechnung der Bogenldnge wird in der Praxis dadurch ein wenig unan-
genehmer, daf im Integral eine Wurzel auftaucht:

L= /I\/(fl’(x))2+~-+ (f[;(x))de. (2.2.3)

2. Bei Teilen des Kreises ist die angenehmer, denn da haben wir
Pl cosx

A v
p sinx

3. Dabhinter steckt System! Wann immer die Tangenten einer Funktion f tiberall
Linge 1 haben, also || f’(x)||2 = 1, dann ist die Bogenldnge einfach die Breite
des Intervalls /. Wir werden noch sehen, dal man das immer ,erzwingen®
kann.

b b
dx:/ cos?x + sin? x dx:/ ldx=b-a.
2 a a
=V1=1

4. Ist f € CY(I) eine differenzierbare Funktion, dann kénnen wir uns den
GRrRAPH dieser Funktion ansehen und dessen Linge bestimmen, also die Bo-
genlinge der Kurve x — (x, f(x)) € R?, die sich dann als

L= /1 J1+ (f/(x))2 dx (2.2.4)

ergibt.

Jetzt machen wir uns aber an den Beweis von Satz 2.2.2, zuerst mit einer techni-
schen Bemerkung.

Lemma 2.2.4. Zu jeder stetig differenzierbaren Kurve f : 1 — RY, I kompakt* und
Jedem & > 0 gibt es 6 > 0, so dafs

J) - f(&x)

— = /(%)
X=X

x#+x,|x=x"| <6 = ‘

<e. (2.2.5)
2

Beweis: Die Funktionen fj’ sind stetig und damit wegen der Kompaktheit von /
auch GLEICHMASSIG STETIG auf I, also gibt es zu jedem & > 0 ein® § > 0 mit

lx—x'| <6 = |fi(x) = fi(x) <e, j=1,....d.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung® gibt es auBerdem Punkte & ;€
[x,x’], also insbesondere [£; — x| < ¢, mit

Jix) = fi(x)

x—=x

fi&),  j=1....d,

*Weil es im Beweis eine Rolle spielt, sagen wir es jetzt noch einmal explizit dazu.
SErst eines fiir jedes j und dann das kleinste unter diesen endlich vielen fiir alle.

% Analysis 1! Siehe beispielsweise [12, 49.1, S. 279]
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2.2 Bogenlinge

und damit
fi() = fi(x)

x—x'

)= f)| <

-

was letztlich die gewiinschte Abschitzung

f)-f&) -
R (Z

liefert. O

L) ﬁw%ﬁ(ﬁ) < Vae? = Ve

Beweis von Satz 2.2.2: Wir erinnern uns an die Anndherung des Integrals durch
eine RIEMANNSUMME, die wir in Teil 1 kennengelernt haben: Zu jedem & > 0 gibt
es Punkte a = xo < --- <xy =b, I = [a,b], mit [x; —x;_1| < J und

/Hfmhﬁ—zﬂfmmﬂm~mﬂ<s
j=1

Ist 6 auBerdem so klein, da3 es die Voraussetzungen von Lemma 2.2.4 erfiillt, dann
ist’

o0y —xjo) > [|f() = fxjm) = £ () g = x|
Il Gy = £ Ce-nlly = 17 Gep g = x|

und damit
/nfmmw—zmﬂm—<@ﬂm
j=1
b N
< |[ 17 lady= Y eplla by~
a ]:1
<&
N
£ I el (v = xj-1) = £ () = F(xj-1)l]
j=1
<e(xj—xj-1)
< ¢ 1+Z(xj -xj-1)|=e(1+b-a),
j=1
so daB3 die Kurve rektifizierbar ist und die angegebene Linge hat. m]

Bleibt nur noch die Frage nach einer nicht rektifizierbaren Kurve.

"Wieder einmal die Dreiecksungleichung nach unten ...
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2 Kurven

Abbildung 2.2.3: Die nicht rektifizierbare Kurve aus Beispiel 2.2.5.

Beispiel 2.2.5 (Nicht rektifizierbare Kurve). Die Kurve

X

f(X)=( ) x € (0,1],

n
)CCOSx

siehe Abb. 2.2.3, mit der stetigen Fortsetzung f(0) = (0,0) ist nicht rektifizierbar.
Dazu betrachtet man x; = %, k € N, zusammen mit den Endpunkten 0,1. Da

1 1 1
Sx) = ( %ccfskﬂ ) - z( (-1)f )
ist

1F (o) = f o)l

2 1\ 2
(1 1 ) +((—1V__(—1V’1)

k (k-1 k k-1

1 1) 9
_t — Z _—,
k k-1 (k—-1)2
also || f(xk+1) — f(xp) |2 = % Die Unterteilung basierend auf den Punkten

0,Xn, Xp-1,...,x1=1

hat daher die Linge

N
=

V2

—+
n

I\
| =

n—1
L=l Cllz+ Y If Ceian) = Gl = .
k=1

=~
1l
—
x~
1
—_

was sich nicht gleichmdBig in n beschrianken ldsst.

2.3 Reparametrisierung

Wenn uns nur die Form, also formal der GRAPH einer Kurve interessiert, dann ist
es ja reichlich irrelevant, wie die Kurve konkret parametrisiert ist und es gibt viele
in diesem Sinne dquivalente Darstellungen einer Kurve.
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2.3 Reparametrisierung

Definition 2.3.1 (Reparametrisierung). Eine Funktion ¢ : I’ — [ heifit REpa-
RAMETRISIERUNG einer Kurve f : I — RY wenn ¢ stetig und bijektiv ist. Die
Reparametrisierung heifit REGULAR, wenn ausserdem ¢ € C(I’) und ¢'(x) # 0,
x € I, erfiillt ist.

Bemerkung 2.3.2.

1. Offensichtlichist f(¢(I")) = f(I), eine Reparametrisierung dndert also nichts
an der Kurve als Punktmenge.

2. Bei der Tangente ist das schon anders, denn die KETTENREGEL liefert fiir
differenzierbares ¢, daf3

1000 = 6(0) ¢ ). @3.1)
X

3. Reguldre Reparametrisierungen kdnnen entweder ¢’ > 0 oder ¢’ < 0 erfiillen.
Im ersten Fall nennt man sie ORIENTIERUNGSTREU, fiir den anderen Fall gibt
es keinen eigenen allgemein gebrduchlichen Namen.

4. Sind f und ¢ regulir, so ist wegen (2.3.1) auch die reparametrisierte Kurve
f o ¢ regulir.

Zum Abschluss dieses Kapitels konstruieren wir eine besondere Reparametrisie-
rung®. Dazu betrachten wir fiir eine REGULARE KURVE f die Funktion

x o () = Lf(x) = / I Ollode,  xel,

die fiir jedes x € [a, b] =: I die BOGENLANGE der Kurve von a nach x misst. Da
Cx) =1 ON2>0, xel,

hat die Funktion ¢ = L f eine Inverse

@(s)
@ = Lf‘1 :[0,L] — 1, [0,L] >s= / Il ()|l dt, (2.3.2)

fir die

¢ (x) = =l (e)lzt,  xel0,Ll,

1
' (e(x))
gilt. Die Reparametrisierung f, := fo¢, die wir so erhalten, hat nun eine besondere

Eigenschaft.

Definition 2.3.3. Eine rektifizierbare Kurve f : I — R? heit BOGENLANGENPA-
RAMETRISIERT, wenn [ = [0, L] und Lf(x) = x, x € I, ist.

Proposition 2.3.4 (Bogenlingenparametrisierung). Eine differenzierbare Kurve f ist
genau dann bogenlingenparamtrisiert, wenn || f'(x)||2 =1, x € [0, L] ist.

8Um nicht zu sagen, die Reparametrisierung schlechthin.
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2 Kurven

Beweis: Ist f bogenlingenparametrisiert, dann ist

e=1f@ = [roha = 1=ge= L 1Ok =15

X 9.
X
Ist umgekehrt || f"(x)||2 = 1, dann ist
X X
i) = [ IOl dr= [ 1di=x.
0 —— 0
=1

|

Die Bogenlingenparametrisierung ist eine INTRINSISCHE EIGENSCHAFT der Kurve
und jede differenzierbare Kurve kann mit der Funktion ¢ aus (2.3.2) reparametri-
siert werden und erfiillt danach

@)l
170z

Zur geometrischen Darstellung einer Kurve” verwendet man daher in der Praxis
normalerweise eine Bogenlingenparametrisierung.

£ 2 = 1L (e(x) ¢"(x)lg

9

9Also wenn man sich eigentlich nur fiir deren Graph interessiert.
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Differentialrechnung in
mehreren Variablen 3
An educated Bavarian will admit to you that, academically speaking, the North

German is more correct; but he will continue to speak South German and to teach
it to his children.

(J. K. Jerome, Three Men on the Bummel)

Jetzt betrachten wir Funktionen

) R" - R
f'{x:(xl,...,xn) — f(x)

in mehreren Variablen. In der Analysis nennt man so etwas eine MULTIVARIATE
FUNKTION, in der Stochastik steht dieser Terminus hingegen fiir eine VEKTORWER-
TIGE FUNKTION, also eine KURVE in unserer Sprechweise!. Mit diesen Funktionen
wollen wir nun Differentialrechnung betreiben, nachdem die Stetigkeit ja im Kapi-
tel iiber metrische Raume abgehandelt wurde.

(3.0.1)

3.1 Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

Die Intuition der partiellen Ableitung nach x; ist sehr einfach: Wir betrachten die
anderen Variablen x1,...,x;_1,X41,...,X, als Konstanten und leiten die univariate
Funktion ab:

af

’
%: (xla-"9-x_]'—17"xj+1""5xl’l) .
J

Das geht natiirlich auch formal.

Definition 3.1.1 (Partielle Ableitung).

1. Mite; € R", j =1,...,n, bezeichnen wir den jten EINHEITSVEKTOR im R",
also
(ej)k = ejk =k, k=1,...,n.

2. Eine Funktion f : U — R, U C R" offen, heil3t PARTIELL DIFFERENZIERBAR
nach der jten Koordinate an x € U, wenn der Grenzwert?

af fx+hep) = f(x)
6xj h

(3.1.1)

)= i

existiert.

!Dies nur als weiterer Hinweis auf die durchaus babylonische Sprachverwirrung zwischen ver-
schiedenen Teilgebieten der Mathematik.
2Wieder mit der Grundannahme, daB / immer so klein ist, daB x + he j €U ist.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen
3. Die Funktion % f nennt man PARTIELLE ABLEITUNG von f nach x;. Ist diese
J
Funktion stetig, so heifit f STETIG PARTIELL DIFFERENZIERBAR.

4. Mit C1(U) bezeichnet man die Menge aller auf U stetig partiell differenzier-
baren Funktionen.

5. Der Vektor
O,
Vi=l  |)= (a_f(x) cj=1,...,n (3.1.2)
3 Xj
anf

heift GRADIENT von f an der Stelle x.

Die Definition ist wirklich klar und einfach, aber wir sollten uns das trotzdem an
ein paar Beispielen ansehen.

Beispiel 3.1.2.

1. Die partiellen Ableitungen der Funktion f(x,y,z) = x? +y3 -1 sind
0 0 0
—fey.) =2 ——f(ny2)=3"  —f(xy2)=0.
0x ay 0z
2. Fir f(x,y,z) = xy%z® ergibt sich entsprechend
0 0 0
—f(x,y,2) =y*2°, — f(x,¥,2) = 2xy2°, —f(x,y,2) = 3xy*2".
O0x ay 0z

Ubung 3.1.1 Geben Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f(x1,...,x,), fiir die
of .. _9f

= 0
ox1 0x, *

ist. o

Beispiel 3.1.3 (Lineare Funktionen). Eine LINEARE FUNKTION, genauer AFFINE
FUNKTION?, ist gegeben als

f(x):aTx+b:Zajxj+b, aceR", beR,
=1

wobei wir Vektoren jetzt immer als Spaltenvektoren sehen und ein INNERES PRO-
DUKT bzw. SKALARPRODUKT (x, y) — x7y verwenden®. Die partiallen Ableitungen
sind damit

of

ax.—aj, j:1,...,n,
J

also Vf =a.
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3.1 Partielle Ableitungen und Richtungsableitungen

Abbildung 3.1.1: Die Funktion f(x,y) = sinx cosx siny cosy aus Beispiel 3.1.4.
Da die partiellen Ableitungen ja ,ganz normale“ univariate Ableitungen sind, iibert-
ragen sich die Rechenregeln wir Produktregel und Kettenregel.
Beispiel 3.1.4 (Rechenregeln).
1. Der ,Eierkarton®
f(x,y) =sinxcosxsinycosy, (x,y) € [-n, ]2,

hat die partiellen Ableitungen

0
—f =sinycosy (COSQX — sin? x) , = sinx cos x (cos2 y - sin’ y) ,

ox G_y
die man ganz normal mit der PRODUKTREGEL bestimmt.

2. Die partiellen Ableitungen der Funktion

f(x) = llxll2 =

ergeben sich mit der KETTENREGEL als

~1/2
n

of 1 D) Xj .
—(x) == x4 2x; = ——, =1,...,n.
1P B e

Die partielle Ableitung ist eine univariate Ableitung in Koordinatenrichtung. Da
Koordinaten eigentlich etwas eher kiinstliches sind, kann man die Sache auch ko-
ordinatenfreier angehen.

3Will man ganz genau sein, so miisste man beim Vorhandensein eines konstanten Terms von einer
affinen Funktionen sprechen, trotzdem ist ,linear gebrauchlicher.
#Und gleich als Warnung: Ganz ohne lineare Algebra geht es in der Analysis II nicht mehr.

43



3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Definition 3.1.5 (Richtungsableitung). Eine Funktion f : U — R heifit RICH-
TUNGSDIFFERENZIERBAR in RICHTUNG y € R", wenn der Grenzwert

fx+hy) - f(x)
h

D, f(x) = }1111)% (3.1.3)

existiert. Die Funktion D, f heift RICHTUNGSABLEITUNG von f in Richtung y an
Stelle x.

Bemerkung 3.1.6. Die Richungsableitung erhilt man, indem man die univariate
Funktion

SRR (1) = flx+1y),
betrachtet und dann D, f(x) = f{(0) setzt.

Dank der univariaten Interpretation der Richtungsableitung kdnnen wir sofort den
Mittelwertsatz und einen Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung tibert-
ragen.

Definition 3.1.7. Fiir x, y € R" bezeichnen wir mit
[x,y] ={(1-a)x+ay:ae[0,1]} (3.1.4)

die KONVEXE HULLE der beiden Punkte bzw. den STRECKENZUG, der x und y ver-
bindet.

Satz 3.1.8. Firf: U - R,x € U undy € R" mit [x,y] c U gilt:
1. (Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung)

1
FO) - F(x) = /0 Dy f (x4 1y —x)) di (3.1.5)

2. (Mittelwertsatz) Ist D,_. [ stetig auf [x,y], dann gibt es ¢ € [x,y] so daf8
F() = f(x) =Dy f(&). (3.1.6)
Beweis: Wir setzen wieder f,(7) := f(x +¢(y — x)) und erhalten

L) =f&x),  [Q)=Ff),

sowie aus dem univariaten Hauptsatz, siehe [27],

1 1
FO) = ) = £,(1) = £,(0) = /0 () di = /0 Dy f e+ 1(y —x)) dr,

wie in (3.1.5) behauptet. Wenden wir darauf den MITTELWERTSATZ DER DIFFEREN-
TIALRECHNUNG

S = £00) = (1), 7€ (0,1),
dann folgt (3.1.6) direkt aus (3.1.5) mit & = x + 7(y — x). O

Die Identitdt (3.1.6) sieht ein wenig so aus, als wiirde die Entfernung zwischen x
und y keine Rolle spielen, sondern nur die Richtung. Dem ist natiirlich nicht so.
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3.2 Mehrfache partielle Ableitungen

Proposition 3.1.9. Die Richtungsableitung ist HOMOGEN in 'y, d.h.
Dy f(x) =AD,f(x), 1 eR. (3.1.7)

Beweis: Folgt direkt aus

f(x+hdy) = f(y) _ﬂf(x+/lhy)—f(y) __ﬂf(X+h’y)—f(y)
h B Ah o W

und dem Grenziibergang 4’ — 0. m]

3.2 Mehrfache partielle Ableitungen

Was man einfach machen kann, das lidsst sich natiirlich auch iterieren und fiihrt zu
mehrfachen partiellen Ableitungen. Der einfachste Fall ist die GEMISCHTE ABLEI-

TUNG )
g = 99 (3.2.1)
0xdy 0x dy
bzw. )
0 d o0
= ——f, 3.2.2
8y8xf ay ﬁxf ( )
und diese Unterscheidung ist durchaus sinnvoll.
Beispiel 3.2.1 (Gemischte Ableitungen). Die Funktion®
$2 _ 32
fy) =1 Ve (x.7) #0, (x,y) € [-1,1]% (3.2.3)
0, (x,y) =0
sieche Abb. 3.2.2, erfiillt°
8f x?—y? 2x(x? +y2) — 2x(x% - y?)
Y = +x
X2+ y2 (x2 + y2)2
4

xt +4x%y? -y
(x2 + y2)2

Y .
= Wy ((xz — ) +y%) + 4x2y2) =y
und damit 2L (O y) = —y. Analog erhilt man

8f x?—y? s —2y(x* +y?) — 2y(x* — y?)

2+ y2 (x2 + y2)2

G (O 6 ) - a2 = x

(Xy) = X

)C _ 4-X2y2 _ y4
(x2 + y2)2

(x2 +

5Sie geht als erstes Beispiel einer Funktion mit %;x f# % f auf Hermann Amandus Schwarz
(1873) zurtick, dessen Name auch in der Cauchy—-Schwarz—Ungleichung verewigt ist.
% Auch nochmal eine Méglichkeit, die Rechentechniken einzuiiben.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

also %(x, 0) = x, x # 0. Damit ist

0 0
0/ Yom-2L00 L,
(0,0) = lim £ X = lim —— = -1
0yox h—0 h h—0 h
und entsprechend
0 0
axay 0 = Jim n = lim == =1,
was insgesamt eben
o f o f
0,0 0,0
ayax( ) # 0x6y( )
liefert.
///////\\\

\
B\
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o o o o
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Abbildung 3.2.2: Die Funktion aus Beispiel 3.2.1. Sie sieht eigentlich sehr brav, glatt und
harmlos aus.

Trotzdem ist die Funktion aus (3.2.3) gliicklicherweise ein seltenes Beispiel. Im
Normalfall geht es dann doch gut.

2 2
Satz 3.2.2. Existieren die gemischten partiellen Ableitungen 86 I ound 1< <

X j0X) Oxpox;? = —
k < n, der Funktion f in einer Umgebung U eines Punktes x € R" und sind stetig in x,

dann gilt

A% f A% f
—(x) = ————(x). 3.2.4
Ox;0xy Ox0x; (x) ( )
Beweis: Seien h;, h; so gewihlt, da3
x+tjej+tkek€B<g(x)§U, |l‘j|£hj, ltr| < hy,

fiir eine in U enthaltene e~Umgebung von x, und seien 7;,7; # 0 entsprechend.
Dann ist die Funktion

p(t):=f ((xl, e X1 B X, e X)) + ek) - f (xl, . ,xj_l,t,xj+1,...,xn) ,
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3.2 Mehrfache partielle Ableitungen

nach Voraussetzung fiir alle ¢ € [x;,x; + ¢;] differenzierbar und nach dem’ Mit-
TELWERTSATZ DER DIFFERENTIALRECHNUNG ist

e(t+1;) — (1) =t; ¢'(§), £ € [xj,x;+1;].
Fiir den Ausdruck®
F(tj,tr) = f(x+tje;+trex) — f(x+tje;) — f(x +trer) + f(x)

0 0
= go(xj+tj)—<p(xj):tjgo’(gj):tj %(f"‘l‘kek)—%(f) )
j j

und € = (x1,...,X/-1,&/,Xj41, .. ., Xp) =X + (£ — x;)e; ergibt eine weitere Anwen-
dung des Mittelwertsatzes, daf3

F(tj,tr) =tt,

62
) 4 (&), & =&+ (& —xi)ers (3.2.5)
X 0x;

wobei & im (degenerierten)QQUADER Q liegt, der von x und x +1;e; +t;e; erzeugt
wird. Dieselbe Rechnung mit vertauschten Rollen von j und k liefert ebenfalls

F(tj,ty) =t;t O°f (&) & eQ (3.2.6)
Jo k J kaxJan ’ s <N
woraus!? 5 )
o°f . _ O .,
0x0x; (&) = Ox;0xy &)

folgt und da beide Funktionen stetig sind und

lim &= lim & =x
tjtg—0 tjtg—0

ist, folgt (3.2.4). O

Zweite partielle Ableitung kann man nun sehr schén in einer normalerweise!! sym-
metrischen Matrix anordnen:

o’f af o' f
a_x%(x) 0x10x9 (x) Tt 9x0xy, (x)
o f o*f o*f
Ox90x1 (x) a_xé(x) Tt Oxelxy, (x)
2 .
Hf(x) = x):j,k=1,...,n]= :
10 =g a7
o*f . o f o*f
0x,0x1 (X) 0x,0x9 (x) e E(x)

“Inzwischen fast schon altbewhrten . ..

8S0 etwas bezeichnet man als VORWARTSDIFFERENZ.

9Es ist kein n—dimensionaler Quader sondern nur ein zweidimensionales Rechteck.
10Wir haben ja tjtr # 0 vorausgesetzt, also konnen wir sie rausdividieren.

HTm Sinne von Satz 3.2.2.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Diese Matrix bezeichnet man als HESSE-MATRIX der Funktion f. Um beliebige
partielle Ableitungen héherer Ordnung beschreiben zu kénnen, brauchen wir ein
bisschen mehr Notation, denn bei Ausdriicken der Form

33 a*
-z d -z
0x;0x;0xy odet O0x;0x;0x0x¢

wird einem durchaus die Endlichkeit des Alphabets bewusst.

Definition 3.2.3 (Multiindizes & partielle Ableitungen).

1. Ein n-Tupel? @ = (e1,...,@,) € N{ heiBt MULTIINDEX. Seine LANGE oder
sein BETRAG ist die Zahl .
| = Za,-. (3.2.7)
i1
Die EINHEITSINDIZES sind €; = (64 : k=1,...,n), j=1,...,n.

2. Die FAKULTAT eines Multiindex « € Ng ist

al=a' @,

3. Die PARTIELLE ABLEITUNG der Ordnung « ist dann

ole! ol! oM Hn _( 0 )“1 ( 0

Ox® 6x§”~-6xff” ax(lll axy" 0x1 0x,,

)a,, . (3.2.8)

was natiirlich nur dann sinnvoll ist, wenn man die partiellen Ableitungen
nach den einzelnen Variablen vertauschen kann.

4. Mit CK(D), D € R" bezeichnen wir die Menge aller Funktionen, fiir die die
partiellen Ableitungen

ok f . .
(X), J1s -5 Jk 6{1’-“,”}5 x€D, (329)
Oxjy -+ Oxj,
existieren und STETIG sind.

Normalerweise verwendet man Multiindizes, um das MoNOM

a_ Lyl-;o an
XXt =X X,

zu definieren. Die partiellen Ableitungen erhélt man nach (3.2.8) dann, wenn man
die Variable x formal'® durch g—x ersetzt. So wird auch aus jedem PoLynom

p(x) = Z Pax?

n
weNO

12Es ist kein Vektor, da Nfj keinen VEKTORRAUM {iber irgendeinem Korper bildet!
13 Also mit Copy/Paste ohne nachzudenken.

48



3.3 Ableitungen

ein DIFFERENTIALOPERATOR
0 olel
D)= —| = —_—
p(D) p(ax) §np“axw
(YENO

Diese Notation ist auf jeden Fall dann sinnvoll, wenn wir Funktionen aus C¥(D)
betrachten.

Korollar 3.2.4 (Satz von Schwarz). Fir f € CX(D) sind alle partiellen Ableitungen
der Ordnung < k von der Reihenfolge der Differentiation unabhdingig.

Beweis: Da differenzierbare Funktionen immer stetig sind, ist C¥(D) c C ¥ (D) fiir
k" < k. Damit kénnen wir nach Satz 3.2.2 zwei beliebige benachbarte Eintrdge in
einer partiellen Ableitung wie in (3.2.9) vertauschen. Mit 1 < ¢ < k erhalten wir
somit

akf a[—l 62 6k—t’—1f
(9le T axjk - axh T axj[—l axj[ axj[ﬂ axj[+2 T axjk
[ —
€Ct*1(D)>C2(D)

0[—1 82 ak—f—lf

9
(9le T a‘xj(’—l a‘le’+1 axj(’ axj(’ﬂ T axjk

was wir solange wiederholen kénnen, bis die partielle Ableitung nach Variablen
sortiert und in die Form (3.2.8) gebracht ist. O

3.3 Ableitungen

Wir kdnnen jetzt zwar partiell differenzieren, aber richtig ableiten kénnen wir bisher
nicht. Um das Konzept der Ableitung auf den multivariaten Fall zu {ibertragen,
erinnern wir uns noch einmal, was die Ableitung in einer Variablen eigentlich war.
Dazu multiplizieren wir den Differenzenquotienten

fx+h) - f(x)  fx+h) - f(x)
h - h

f(x) = lim +e(h),  lime(h) =0,

mit & durch, was uns

fe(h) == f(x+h) = f(x)+hf'(x)+ (=he(h)), lim n(h) = —lim &(h) =0,
NI h—0 h h—0
=m(h)

(3.3.1)
liefert. Das kénnen wir nun wieder als eine Aussage {iber das Anderungsverhalten der
differenzierbaren Funktion an der Stelle x machen, das durch die AFFINE FUNKTION
hw— €(h) := f(x) + hf'(x) lokal so gut beschreiben wird, daf3 der Fehler

Jx(h) = £Ch) = n(h)

schneller als & gegen Null geht, nimlich n(h)/h — 0. Diese Idee konnen wir in
eine formale Definition packen.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Definition 3.3.1 (Ableitung).

1. Eine Funktion f : R” — R heiffit LINEARE FUNKTION, wenn sie von der Form

x — a’x und AFFINE FUNKTION, wenn sie von der Form x — a’x + b ist,

aeR" beR,ist.

2. Eine Funktion f : U — R heillt DIFFERENZIERBAR an der Stelle x € U, wenn
es eine lineare Funktion ¢ : x — a’x gibt, so daB

lim U@+h%zﬂw—fwﬂzo
lI2]|—0 | ]l

(3.3.2)

erfullt ist.

3. Die lineare Funktion f’ := D f = ¢ aus (3.3.2) heiBt ABLEITUNG, DIFFEREN-
TIAL'® oder sogar TOTALES DIFFERENTIAL von f an der Stelle x.

Bemerkung 3.3.2. In (3.3.2) war die Norm nicht weiter spezifiziert und man kann
natiirlich nun frage, ob die Definition von der Norm unabhingig ist. Ist sie na-
tiirlich, und der Grund ist die folgende, als NORMAQUIVALENZ bezeichnete Tatsa-
che:

Im R" sind alle Normen dquivalent, das heisst, fiir je zwei Normen || - || und
| - |I” gibt es Konstanten 0 < A < B so daf

Allxll < llxI” < Bllx|l,  x eR", (3.3.3)
gilt.

Das ist Analysis! Da die Einheitssphire S = {x € R" : ||x|| = 1} abgeschlossen'® und
|| - ||I" stetig ist, brauchen wir nur A = (minyeg Ixl) ™! und B = maxyes ||x]||’ setzen,
und (3.3.3) ist auch schon fiir x € S erfiillt. Ein beliebiges x # 0 schreiben wir dann
einfach als x = ||x||”§—|| und erhalten

Allx|l = Allx]l < Blx]|

XH<|| ||Hx x“ Bllx|
— I < ||X _— — | = X||.
1] 1] 1]

[ —
=[xl

Fiir x = 0 ist (3.3.3) trivialerweise erfiillt.

Ubung 3.3.1 Warum folgt aus der Normiquivalenz (3.3.3) die Wohldefiniertheit
von (3.3.2)? &

Satz 3.3.3 (Ableitung). Fiir eine in x € U differenzierbare Funktion f : U — R gilt:

1. Die Funktion ist stetig in x.

4Wie die aufmerksamen Leser sicherlich schon gemerkt haben, ist eine affine Funktion f genau
dann linear, wenn f(0) = 0 ist.

Im Kontext der nummerischen Falsographiereform auch gerne Differenzial.

16Die beiden Mengen {x : ||x|| < 1} und {x : ||x|| > 1} sind offen.
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3.3 Ableitungen

2. Die Ableitung D f ist eindeutig.

3. f ist PARTIELL DIFFERENZIERBAR.

4. Die Ableitung D f (x) hat die Form y — y'Vf(x).

5. f ist in jede Richtung RICHTUNGSDIFFERENZIERBAR mil

Dyf(x) =y'Vf(x)=(Df(x) (y),  yeR" (3.3.4)
Beweis: 1): Aus (3.3.2) folgt
0= lim | £ (x4 h) = £() = E0h)| = lim £+ h) = f(x) = C(h),
also!”
lim f(x +h) - f(x) = lim £(h) = }llig(l)aTh =0,

und damit ist auch

m f() = f(x) = lim )= f(0) =0,

weswegen f stetig ist.
2): Seien{y : x a{x, lo=x1 agx zwei lineare Funktionen, die (3.3.2) erfiillen.
Dann ist fiir 4 € R"

a) =6m) _ [(fx+h) = fx) = 6h) = (f(x+h) - f(x) - G(R))]

- lIAll2 - 1Al
[fxe+h) - fO) -] |fx+h) - fx) - B0
- 1Al 1Al
—0 —0

und damit fiir die spezielle Wahl & = A(a; — ag), 4 # 0,

j6(h) - ()| _ (a1 = a9)"A(a1 - ay)|

0 lim
lI2lla—0 (TP -0 || lla1 — azll2
Al lla1 — asl|3
= = |la1 — agl|2,

m-——-——"
-0 [A] [lay — agllz

woraus aj = ag und damit auch ¢; = (s folgt.
3): Fir h = h'e;, i’ € R\ {0}, erhalten wir, wieder mit £ : x a’x, aus (3.3.2),
daB

|f(x+h) - f(x) - L(h)|

0 = lim

h—0 l172]]2
. f(x+hey)—fx)=Che)| | f(x+hey)—flx) NWa;
= lim = lim -
=0 || h'—0 n n
fx+hep)— f(x) af
hrli)no hl a./ 6xj ('x) a.] 1)

7Rechenregeln fiir Grenzwerte aus Teil L.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

also ist f partiell differenzierbar mit Vf = a, was 4) auch gleich erledigt, da £(x) :
y = yla=y"Vf(x).
5): Fiir y # 0 erhalten wir ganz analog, daB

|f(x+hy) = f(x) = {(hy)|

0 = lim
h—0 lAyllo
po L |fGEh) = f0) haly| 1| fa ) = f@) |
im + = +a'y
h=0 ||y |l2 h h lIyllg [A—0 h
1
= —— |Dyf(x) =y Vf(x)|
lIylle

O

Wir fassen zusammen: Ist f differenzierbar, so existieren alle Richtungsableitun-
gen, also insbesondere auch die partiellen Ableitungen, und die Beziehung zwi-
schen beiden ist sehr einfach, wie in (3.3.4) zu sehen ist. Die Umkehrung gilt leider
nicht.

Abbildung 3.3.1: Die Funktion aus Beispiel 3.3.4 aus zwei verschiedenen Per-
spektiven. Rechts kann man die partiellen Ableitungen ganz gut erkennen.

Beispiel 3.3.4. Die Funktion

Xy
Y5 9> x’ ¢ 070 ’
f(x,y) :{ x% + y? (x.7) # (0,0) (3.3.5)
0, (x,y) = (0,0),
hat die partiellen Ableitungen

af (x% + y?)y — 2x%y s Of (x? + y?)x — 2xy?
—(x,y) = - — , und —(x,y) = 4 —
ox (x2 +y?)? dy (x2 + y?)?

was fiir (x,y) # (0,0) immer wohldefiniert ist und ansonsten direkt berechnet
werden kann:

7 =N e =

of .
7 (0 0) = fim
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3.3 Ableitungen
Damit ist V£(0,0) = 0. Fiir Richtungsableitungen mit uv # 0 gilt hingegen

| huv 1wy
D(u,v)f(o’o):}llli%Z(m_o):}lzlir(l)Zu2+V2_>Oo

was fiir u,v # 0 dann doch sehr stark von 0 = (u,v)'V£(0,0) verschieden ist.
Damit kann die Funktion nicht differenzierbar sein, zumal ausser den partiellen
Ableitungen gar keine Richtungsableitungen existieren.
Sieht man genau hin, ist die Funktion ja noch nicht einmal stetig, denn fiir (x, y) =
(hu, hv) mit der Normierung u? +v? = 1 ist
h?uv 11
P = e = € [ 3]

was fiir 4 — 0 genau dann 0 ergibt, wenn u# = 0 oder v = 0 erfiillt ist, also genau
dann, wenn man die Koordinatenrichtungen verwendet.

Hat die Nichtdifferenzierbarkeit also etwas damit zu tun, dall die meisten Rich-
tungsableitungen nicht existieren? Natiirlich nicht.

SN

s SRS

L7
LT ALT TR
oS NS
GATEES
\

775
2177447 4
LT
S
N "”ll"

Abbildung 3.3.3: Die viel glattere Funktion aus Beispiel 3.3.5. Man kann ihr schon anse-
hen, daB sie in alle Geradenrichtungen sehr brav ist, allerdings besteht
aufgrund der ,Knicke® trotzdem keine Moglichkeit, eine Tangentialebene
an den Punkt (0,0) zu legen.

Beispiel 3.3.5. Die Funktion

2 0,0
Sy =1 Zayp e F00 (3.3.6)
0, (x.5) = (0.0).

erfiillt fiir (x,y) = A(x",y"), [|(x’,y")]|2 = 1 die Identitit

h3x/y/2
R, y)llz

r 12

flxy) = x'y’”,
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

was fiir Stetigkeit im Ursprung sorgt. In jede Richtung (u, v) hat die Funktion dann
die Form

l‘BLtV2 MV2

1= @uy(1) = f((0,0) +1(u,v)) = f(tu,1v) = 2020  aa?

und wir bekommen

v2

, _u
D(M,V)f(oa O) = ‘)Du,v(o) - m’ (337)

das heif3t, die Funktion ist in jede Richtung RICHTUNGSDIFFERENZIERBAR, die Rich-
tungsableitungen sind stetig und hingen stetig von der Richtung ab. Trotzdem
erfiillen sie nicht

D(u,v)f(oa O) = (I/t, V) Vf(o’ 0) = 07
~————
=0
zumindest nicht, wenn uv # 0 ist. Man kann sich das mittels Abb. 3.3.3 auch sehr
schon veranschaulichen, wenn man einmal versucht, eine Tangente an die Stelle
(0,0) anzulegen, die die Fliche nur ,auf einer Seite“ beriihrt, wie man es von
Tangenten gewohnt ist'?.,

Nach so vielen negativen Beispielen jetzt endlich einmal eine positive Aussage in
Form einer hinreichenden Bedingung fiir Differenzierbarkeit.

Satz 3.3.6 (Differenzierbarkeit). Ist f : U — R in einer Umgebung U' C U von x
PARTIELL DIFFERENZIERBAR und sind alle partiellen Ableitungen 57]; in x stetig, dann ist

f an der Stelle x DIFFERENZIERBAR.

Beweis: Als Umgebung enthilt U’ eine offene Kugel B.s5(x) := {x" : [[x —x'||2 < 6}.
Fiir ein £ € B.5(0) setzen wir

J
y(”:=x+Z§kek, ji=1...,n,
k=1

was? y©@ = x, yW = x + £ und yV) — yUD = ¢, ¢, j =1,...,n, ergibt. Aus dem
univariaten Mittelwertsatz folgt daher

. . o .
f (y(J)) —f (y(]—l)) - % (y(J—l) + ijjej) &, 0;€[0,1], j=1,....n,
J
und somit
& : . L .
Fare) - F@ =D () = (40) = Y LU a0 6 338)
j=1 H 0N ——

—z()

19Djes ist aber nur eine HEURISTIK und ersetzt keinesfalls den Beweis.
20Die leere Summe hat per definitionem den Wert 0.
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3.3 Ableitungen

mit z/) € B_s(x), j =1,...,n. Damit ist

fare-s0 = N2 (0) g

j—l an

w6+ Z( L w-3 ()
j=1

j= 1 Y

= f(§>+2(—(> ek “‘))) &

Xj

und somit, fiir 6 — 0,

|f(x+8) - f(x) - £(&)]
€112

e 2 0~ () o] = 2l

Xj

( (1)) LI 0

Bx] €112
N——

—0 <1

da ||z = x|lg < ||€]l2 < 6. Das ist aber genau die Definition (3.3.2) der Differen-
zierbarkeit. O

Bemerkung 3.3.7 (Differenzierbarkeiten). Die Abhdngigkeiten fassen wir jetzt
nochmals zusammen:

STETIG PARTIELL DIFFERENZIERBAR = DIFFERENZIERBAR = PARTIELL
DIFFERENZIERBAR

wobei die Umkehrungen im Allgemeinen nicht gelten. Aber die Stetigkeit der Ablei-
tungen spielt in mehreren Variablen offenbar eine wesentlich bedeutendere Rolle.
Das erkldrt auch, warum man eine stetig partiell differenzierbare Funktion auch
kurz STETIG DIFFERENZIERBAR nennt. Ist ndmlich f stetig (partiell) differenzier-
bar an x, dann ist Vf stetig in x und damit hdngen auch die linearen Funktionen
Cv 1y = YV f(x') stetig von x” ab, das heiBt?!,

lim €y = lim y o Y V() =y o0 y (l/ilanf(x’)) =y IV f(x) = £,
Definition 3.3.8 (Stetig differenzierbar). Eine Funktion f : U — R auf einer
offenen Menge U C R" heiflt k—~MAL STETIG DIFFERENZIERBAR in x € U, wenn alle
partiellen Ableitungen (ﬁ—k(,, la| < k, der ORDNUNG £k existieren und in x stetig sind.
Mit C¥(Q), Q C R", bezeichnet man die Menge aller Funktionen, die in allen x € Q
k—mal stetig partiell differenzierbar sind.

Stetigkeit ist also ausgesprochen wichtig, wenn man sich mit partiellen Ableitungen
beschiftigen will. Allerdings ist es auch mit der Stetigkeit nicht so ganz einfach.

AWenn wir fiir die linearen Funktionen beispielsweise die Norm ||y — a”y|| := ||a||s verwenden.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen
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Abbildung 3.3.4: Die Funktion (3.3.9) aus Beispiel 3.3.9. Man sieht, da83 es eigentlich sogar
vier Unsteigkeiten gibt, nimlich die Kurven (+t,7%), die den Grenzwert
% haben und die beiden Kurven (+f, —?) mit Grenzwert —%.

Beispiel 3.3.9 (Stetigkeit). Die Funktion

Xy )% (0,0
fO,y) =9 xtey2 (x.y) #(0,0), (3.3.9)
0, (x,y) = (0,0),

ist entlang jeder Linie durch den Ursprung stetig. Fiir @ # 0, also fiir eine Gerade
mit Steigung « # 0 erhalten wir

at?

=1 s
44 22 12 +a?

(0

[t ar) =
t
und fiir die x-Achse (¢, 0) ist
f(t,0) =0, t#0,

genauso wie fiir die y-Achse (0,7), die dem Fall @ = o entsprechen wiirde. Trotz-
dem ist die Funktion nicht stetig an (0,0), denn fiir die Punkte der Form (x,y) =
(t,1?) erhalten wir
_ N
fy) = f(18) = = = 2.
so daB auch der Grenzwert entlang dieser Kurve % sein muss. Und das ist noch

nicht einmal die einzige Unstetigkeit, wie Abb. 3.3.4 zeigt.

Rechenregeln, insbesondere die KETTENREGEL, heben wir uns fiir spiter auf, wenn
wir Funktionen f : R” — R betrachten werden.

3.4 Die Taylorformel und hohere Ableitungen

Als nichstes machen wir uns an die Taylorformel fiir Funktionen in mehreren Varia-
blen. Diese wird wieder relativ einfach aus Richtungsableitungen und univariaten
Differentiationsregeln folgen.

56



3.4 Die Taylorformel und héhere Ableitungen

Proposition 3.4.1 (Mehrfache Richtungsableitungen). Ist f : U — R, U C R" offen,
k—mal stetig differenzierbar an x € U, dann gilt:

k! ok
DY f(x) = Z Jax{: (x)y*,  yeR. (3.4.1)
lo|l=k

Beweis: Induktion iiber k. Fiir £k =1 ist

D f(x) =TV f(x) = Z 0y, = > L

€, (3.4.2)
]_

und fiir k£ > 1 erhalten wir mittels der Induktionshypothese und (3.4.2)

k! o
DY f(x) =D,DEf(x) =Dy YT = Ly

[} a
s Ox
1 k! a f k! 8k+1f e
- Zy Ox€ Za'ﬁ“() ) Z;Izllk '6xa+fz (x) y*
o -
S s (k+1)' ak+1 )
-3y o = Y, Ly ’Zkﬂ
J=1 |ar|=k+1 J/" r|=k+1 !
_ (k+1)! @5
T al k+1 le
k+1
_ Z (k+1)'3k+1f() @
- '
ik &
was (3.4.1) von k auf k + 1 erweitert. O

Lemma 3.4.2 (Univariate Funktionen). Ist f : U — R, U C R" offen, k—mal stetig
differenzierbar an x € U und ist y € R" mit [x,x +y] C U, dann gilt fiir die Funktion

g:t f(x+ty), t € [0,1], (3.4.3)

die Identitit
gV () =Dif(x+1y),  j=0,....k (3.4.4)

Beweis: Der Fall £ = 1 ist uns bereits aus Bemerkung 3.1.6 bzw. aus dem Beweis
von Satz 3.1.8 bekannt. Der Rest ist Induktion mit dem Induktionsschritt

S0 = L0 = Dh i) = Sao)
I

=:gk (1)=fi (x+1y)
= Dyfi(x+1y) = DyDif(x+1ty) = DS f(x +1y).
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Satz 3.4.3 (Taylorformel). Fir f € C**1(Q) und x,y € Q mit? [x,y] C Q gibt es ein
& € [x,y], so daf$

1 gl 1 gl
fen =3 =L@y 3 2T e eas)
lo|<k lo|=k+1 "

Beweis: Mit den Vorarbeiten ist der Beweis der Taylorfomel tatsdchlich praktisch
univariat. Wir verwenden die Funktion
, { [0.1] — R

o faery, SO =f@. g =Flxey).

und eine univariate Taylorentwicklung?

k
e = Y g0 1 +

Jj=0

mg(kﬂ)(g)’ 0 € [0,1], (3.4.6)

in die wir nun nur noch (3.4.4) und (3.4.1) einsetzen miissen,

k

1, . 1
— — — oW J (k+1)
fla+y) =g ;oﬂg OV + 58 ©
K
= 2 7DV @+ DY+ y)
—0 ] N———
J p—
k . i
~ 109/, 1 (k+1)'61f @
= 2 el a2 Y T T ol oaa &)Y
J=0 |a|=j N |a|=k+1
=1/a!
um (3.4.5) zu erhalten. O

Es ist auf den ersten Blick ein bisschen unerfreulich, dal wir bei der Verallgemeine-
rung ins Mehrdimensionale pl6tzlich diese ganzen Summen in (3.4.5) bekommen.
Daher ist es ganz verniinftig, sich zu tiberlegen, ob das natiirliche Objekte sind oder
ob wir die Ableitungen einfach nur zu kompliziert ausgedriickt haben.

Zu diesem Zweck betrachten wir einmal das PoLynom

o p) = Dh = 3 28
PP L g
und stellen fest, daB3 fiir 4 € R
1 ok N f
pn=3 20wt =dee) B4
Lo @t ox N

=(Ay)71(Ay) =2l ly

22Das ist eine echte Forderung und am einfachsten zu vermeiden, indem man fordert, dafl Q eine
KONVEXE MENGE oder zumindest eine um x STERNFORMIGE MENGE ist. Konvexitit bedeutet, daf3
fiir beliebige y,y’ € Q auch [y,y’] € Q erfiillt ist, Sternformigkeit, daB zumindest [x,y] C Q,
y € Q, gilt.

23Siehe [27].
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3.4 Die Taylorformel und héhere Ableitungen

gilt, und somit p eine HOMOGENE FUNKTION der Ordnung k oder kurz k—HOMOGENE
FUNKTION ist, was durch f(Ax) = A f(x) definiert ist. Das homogene Polynom
y D’yC f(x) spielt damit also irgendwie die Rolle der k—ten Ableitung von f an
der Stelle, was konsistent mit der ABLEITUNG von f an der Stelle x ist, ndmlich
dem homogenen linearen Polynom y — D, f(x) = yTV f(x).

Allerdings zwingt uns niemand, in jedem Schritt in dieselbe Richtung abzulei-
ten, sondern wir kdnnten die Ableitunsgrichtung variieren. Dazu wéhlen wir eine
Matrix

yu ... Vik
R sy=| : - : |= [yu) ...y(k>]
Ynl - Ynk
mit Spalten yV),...,y®®) in denen die entsprechenden Richtungen sitzen. Dann
definieren wir
Dyf(x) =Dy - Dy f(x), (3.4.8)

und betrachten die?* Funktion
. ®R7)F <R S R,
D" f(x):
f( ) (y(1)79y(k)) = DYf(.X),
Diese Funktion hat schone Eigenschaften.

Lemma 3.4.4. Ist f an der Stelle x eine k—mal stetig differenzierbare Funktion, dann
gilt:

1. D* f(x) ist symmeTRISCH, d.h.,
DEF() [y 0,y W) = DEF o) (0D, R (3.4.9)

fiir jede Byekrion o : {1,...,k} — {1,...,k}.

2. D f(x) ist LINEAR in jeder Komponente: Fiir j = 1,. ..,k ist

Dk f(x) ( LayW g0 ) (3.4.10)

= oszf(x)(...,y(j),...)+,8Dkf(x) (...,z(j),...).

3. Die DraconarLe DX f(x)(y, . ..,y) ist k—homogen in y.

4. Es gilt

ok
DFf(x)(e1,....e1,. .. en ..., en) = e Z:(x), aeNd, ol =k.
—_——— —_———— X
a1 n

(3.4.11)

2. sozusagen multimultivariate
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis: 1) folgt aus der Tatsache, dal man bei differenzierbaren Funktionen die
Reihenfolge der partiellen Ableitungen und damit auch Richtungsableitungen ver-
tauschen darf:

n n
, O*f , Of
DyDy f = Z YiYk = Z YiYVk =DyDyf.
Jok=1

= Oxjxy Oxpx;

Fiir 2) nutzen wir die Linearitdt der Richtungsableitungen

Doyipf = (ay+B2)'Vf=ay'Vf+B'Vf=aD,f+BD.f

und 3) ergibt sich aus ebendieser Linearitit:

D*f(x)(Ay, Ay, ..., Ay) =AD* F(x)(y, Ay, ..., Ay) =--- = A" DEF(0)(y,...,y).

4) folgt schlieBlich aus der Tatsache, daB3 % = D,; und damit

ok f

0x®

:Dgll...Dan

epd
was nichts anderes als (3.4.11) ist. O

Definition 3.4.5 (Multilinearform). Eine Abbildung F : (R")* = R nennt man k—
LINEARFORM oder MULTILINEARFORM, wenn wenn sie linear in jeder Komponente
ist und symmetrisch, wenn sie invariant unter Vertauschung der Argumente ist.

Korollar 3.4.6. Die Funktion D* f(x) ist eine symmetrische Multilinearform. Jede k—
Linearform ist k—homogen auf der Diagonalen.

Beispiel 3.4.7 (Linearformen & Bilinearformen).

1. Eine 1-Linearform oder einfach nur LINEARFORM ist die bereits bekannte
Funktion der Form y — a’'y und bei der Ableitung ist dieses a nichts anderes
als Vf(x).

2. Eine BILINEARFORM hat immer die Gestalt
y -yl Ay, A € R™" (3.4.12)
wobei wir annehmen konnen, daBl A eine SYMMETRISCHE MATRIX ist: Da
T T o N _ ryT
y Ay=(y Ay) =y Ay,

ist

1 1 1 1
y Ay = §yTAy +=yT Ay = =y Ay + =y ATy =T

2 2 2

A+ AT
2

)y = yT Ay,

und die Matrix A ist in der Tat symmetrisch.
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3.4 Die Taylorformel und héhere Ableitungen

3. Im Falle zweiter Ableitungen ist

% f
A= L k=1,...,
O0x;0xy y "

die HESSEMATRIX, die ja von Haus aus symmetrisch ist, wenn die partiellen
zweiten Ableitungen stetig sind, siehe Korollar 3.2.4.

4. Matrizen A € R haben also eine Doppelfunktion: Sie konnen sowohl linea-
re Abbildungen R" — R" reprdsentieren als auch Bilinearformen R" X R" —
R. DaB das schon unterschiedliche Dinge sind, erkennt man nicht zuletzt an
der Tatsache, daf} fiir Bilineaformen die SYMMETRISIERUNG %(A + AT) aus-
reicht.

Jetzt miissen wir nur noch feststellen, da8 symmetrische Multilinearformen und
homogene Polynome eigentlich dasselbe sind. Diese schon lange vorher bekannte
Beobachtung hat um 1990 bei den Splinefunktionen fiir einiges Aufesehen gesorgt?
hat.

Satz 3.4.8 (Polarisierungsformel/Blossoming). Zu jedem k—homogenen Polynom p gibt
es genau eine k—Linearform P, so daf$ p(x) = P(x,...,x) und umgekehrt.

Beweis: ,—“: Fiir

p(x)i= ) pax”

la|<k’
ist

A p(Ax) = kz’/lj Z Pa X

=0 lal=j
| —
=Cj
ein Polynom in A, das mit A*p(x) genau dann iibereinstimmt, wenn

p()= ) Pax’,

lar=k

also wenn p ein HOMOGENES POLYNOM vom Grad & ist. Fiir dieses Polynom ist

1 1 < & ok
1) ) - L+ __2‘2‘ o, o __ 9P
P(y Y )_k!DYp(x)_k! A PR
j1:1 ]‘k:1 J1 Jk

a(jr,...,jr)=F#:je=Jj}y:j=1,...,n),

2*Wobei es allerdings die Anwendung dieses Prinzips war, die dann schon neue Einsichten gewzhrt
hat.

61



3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

eine von x unabhiéngige symmetrische k-Linearform, deren Diagonale sich nach
(3.4.1) fiir*® x € R” als

k
P(y,---,y)=kl!D'y‘p(X)= >, 20D D Pay" = p()

2 9xa
o e oxt
=a!pq
ergibt. Die Umkehrung ,,<“ ist Punkt 3) von Lemma 3.4.4. |

Damit kdnnen wir nun endlich sagen, was die k—te Ableitung ener Funktion f :
R" 2 U — R ist.

Definition 3.4.9 (Differenzierbarkeit).

1. Das k—te TAYLORPOLYNOM oder der JET der Ordnung k an eine k—mal stetig
(partiell) differenzerbare Funktion f mit ENTWICKLUNGSPUNKT x ist definiert
als

1 gl
Tof 1y Z — 8x“f(x) (y —x)°. (3.4.13)
la|<k

2. Ein Polynom p hat HOCHSTGRAD k, wenn es als

k k
Py = D pax®=) > pax”= ) pj(x) (3.4.14)
=0

la|<k Jj=0 |a|=k
————
=:pj(x)

geschrieben werden kann. Das homogene Polynom p; bezeichnen wir als j—
te HOMOGENE KOMPONENTE von p, j = 0,...,k, und die k—te homogene
Komponente27 pi heiBt LEITFORM von p.

3. Eine Funktion f : U — R heiflt k—~MAL DIFFERENZIERBAR an der Stelle x € U,
wenn es ein Polynom p = p, vom Grad k gibt, so da83

o LG = p(]
im T =0
h=0 |22l

(3.4.15)

ist. Die SYMMETRISCHE MULTILINEARFORM DF f(x), die der Leitform von p
entspricht, nennt man die k—TE ABLEITUNG von f.

Satz 3.4.10 (Differenzierbarkeit). Ist f : U — R, U C R" offen, k—mal differenzierbar
anx € U, so gilt:

1. f is j—mal differenzierbar an x, j = 0, ..., k. Insbesondere ist f stetig?®.

2. Das Polynom py aus (3.4.15) ist eindeutig. Damit ist die k—te Ableitung wohldefi-
niert.

2. .und unabhingig von ...

27 Also die von héchstem Grad.
%Das ist der Fall j = 0.
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3.4 Die Taylorformel und héhere Ableitungen

3. Ist f € CX(Q) fiir ein®® Q C U mit x € Q, dann ist p = Ty f.
Beweis: Eigentlich kopieren wir nur den Beweis von Satz 3.3.3. Fiir 1) schreiben
wir

p(h) =) peh®= > pah®+ D pax®=:pi(h)+ p(h)

la|<k |a|=k la|<k—1

und erhalten unter Ausnutzung der k~-Homogenitit von py, daB3

|f e+ h) —p(W)] _ |f(x+h) = pi(h) = p(h)|

I1All5~! 17015~
_ [+ =p(h)  pi(h) | [ f(x+h) = p(h)| | pr(h)
I1all5 ! [ a5t 17151
| fGn) = pe| |kl pe(h/ Al
I1all5~! 1All5~!
x+h)—-p(h
= LEE D P e L)
171l
und da das stetige Polynom® p; auf der Einheitskugel beschrinkt ist®!, ergibt sich
<M<oo
NS+ —p)| I f+R) —p(B)] f )
0 < lim < lim +lim ||h hl||h =0,
ing || s i Wl oG )
=0 =0

was bedeutet, daB3 f auch (k —1)-mal differenzierbar ist, damit aber auch (k —2)—
mal und so weiter.
Fiir 2) nehmen wir an, es gébe p und g, die beide (3.4.15) erfiillen, und kommen

iiber
lp(h) —q(W)| _ |f(x+h) - p(h) N |f(x+h) —q(h)] 50
1Al - Al Rl

auf

k
0 = lim |IRl;*(p(h) = g(h)) = lim [|2]]* Z;(”f(h) ~q;(h))
J:

k
= lim 1115 ,Z‘o 12115 (P (R/NIkll2) = g (h/lIRll2))

k
- h
= lim mE (- q; (—),
M;On 15" (i = a) | T

Diese Umgebung kann beliebig klein sein, sie muss nur offen sein.
30Polynome sind immer stetig!
31Siehe Korollar 1.7.5.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

und da ||h||£_k fiir h — 0 im Falle j = k gegen 1, ansonsten gegen oo, ,konvergiert®,

folgt p; =¢q;,j=0,...,k,also p=gq.
Fiir 3) benutzen wir die TAYLORFORMEL (3.4.5) aus Satz 3.4.3 in der Form

|| ||
Z 19 f(x)h“+zia f(x+0h)h“

fx+h) = i Ty
et a! Ox et a! Ox
1 (gl glel
= Tif+ Y —,( Lvom -2 (x))h“ 00,1,
ot ox@
und erhalten
|f(x+h) - T f ()] - 9! o'l o)
! R T P ] e AR e A [
Al a
1 |glel glal
= Z e ) (x + 0h) — f -0
— al| ox®
lal= . )
—0 <1
fiir A — 0. Der Rest ist die Eindeutigkeit aus 2). m|

Bemerkung 3.4.11 (Differenzierbarkeit). Wir fassen noch einmal zusammen:

1. Die Definition (3.4.15) sagt, uns, was k—malige Differenzierbarkeit wirklich
bedeutet3?:

Differenzierbarkeit ist dquivalent zu guter lokaler Approximierbarkeit
durch ein Polynom

Polynome sind ,brave® und elementare Funktionen und ,glatte“ Funktionen
erben daher deren Eigenschaften — zumindest lokal.

2. Diese gute Approximation ist so gut, dafl sie maximal von einem Polynom
erfiillt werden kann, das Summe der Ableitungen der Ordnungen O, ...,k
ist. Im ,Normalfall® der Existenz von stetigen partiellen Ableitungen, also
einer C¥K—Funktion ist dieses Polynom nichts anderes als das TAYLORPOLYNOM
der Ordnung k mit Entwicklungspunkt x, das wir nun auch in der beinahe
univariaten Form

k
Ty f(h) = Z %Df FG)(hy. .. h) (3.4.16)

schreiben kénnen.

3. Die Sache mit Differenzierbarkeit und guter Approximation tibertrdgt sich
auch von einem Punkt auf ganze Bereiche, aber das sind die klassischen
Sitze der Approximationstheorie, siehe z.B. [2, 3, 19, 24].

32Und hier noch einmal zum Ausschneiden und an die Wand héngen!

64



3.5 Ein Beispiel

3.5 Ein Beispiel

Nach all der abstrakten Theorie wollen wir uns nun einmal an einem expliziten
Beispiel ansehen, wie das wirklich funktioniert. Dazu betrachten wir die Funktion®?

f)=fuy)=e"?,  (ny) e[-L1]% (3.5.1)

an der Stelle u* = (x*, y*) = (—%, —%), siehe Abb. 3.5.5. Die partiellen Ableitungen

Abbildung 3.5.5: Die Funktion f aus (3.5.1). Nicht besonders spektakuldr, aber wir wollen
ja auch ein gutartiges Beispiel haben.

dieser Funktion sind

a_ff(X, y) = 2xex2‘y, a_ff(x’y) — oY
(9)6 ay

und damit ist die Ableitung an der Stelle ™ die lineare Funktion

Df(u) : (x,y) - Vf<u*>T( § ) = ¢i(-1, -1) ( § ) = —ei(x+)).

Damit ist
f@ +v) = fw*) =D f(u*)(v) +n(v)
bzw.
Fu* +v) = @) + D) (v) +m(v), '|7|1v(”v2) 0. (3.5.2)

=T f(v)

Das Taylorpolynom 77 f ist damit eine NAHERUNG ERSTER ORDNUNG an die Funk-
tion f, die Ableitung D!f(u*) hingegen eine beste Niherung erster Ordnung an
fw +v) - f(w) = f(u*+v) —Tof(v). Die Funktionsweise der Ableitung ist in
Abb 3.5.2 zu sehen.

%Die uns in Sachen Differenzierbarkeit keine Schwierigkeiten machen wird.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Abbildung 3.5.2: Die Funktion f und ihre erste Ableitung als TANGENTIAL-
EBENE, die den Graphen der Funktion an der Stelle ™ beriihrt.

Fiir die zweite Ableitung bilden wir zuerst einmal die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung,

o’f
0x2

o2 f 2 9?

2— X7 X2—
f(x,y)=(4x2+2)ex Y, axayf(X,)’):—Qxe 7, a—ny(X,)Oze Y,

und damit die HESSEMATRIX

Ax*+2 =2 | o, w31
—9x 1]6 : Hf(”)‘[l 1]6'

Die zugehorige BILINEARFORM D? f(u*) ist

o

Hf(x,y) =

RQXQ

* 3 3x9 +
> (u1,ug) M{Hf(u ) uy ei(xl, )’1)( X2 Y2 )

X9 + y2
3
= e+ (3xyxg + (x1y9 + x9y1) + y1Y2)

mit Diagonale
po(u) = D F(u*)(u,u) = el (3)62 +2xy + y2) . (3.5.3)

Derartige Funktionen bezeichnet man als PARABOLOID. Fiir diese Funktion ist
dann

n2(v)
Iv]|Z

f+v) = fu*)+ D f(u") + D f(u*)(v,v) +1a(v), -0,

(o

Sl

wir haben jetzt also unsere Ndherung erster Ordnung in eine Ndherung zweiter
Ordnung verbessert, die neben der STEIGUNG der Funktion f an u* auch die KRUM-
MUNG berticksichtigt.

Es ist ganz gut, sich einmal die Fehler der Taylorpolynome anzusehen. Das ist,
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Abbildung 3.5.3: Das Paraboloid py aus (3.5.3) (links) und die Approxima-
tion von f durch das Taylorpolynom zweiter Ordnung (rechts), das auch als

SCHMIEGEPARABEL bezeichnet wird.
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Abbildung 3.5.4: Abweichung der Taylorpolynome vom Grad 1 (links) und
Grad 2 (rechts). Man kann erahnen, daf3 die rechte Funktion in der Nihe von
u* ,flacher® ist, aber auf dem gesamten Bereich [-1, 1]2 ist der Fehler grofer.

siehe Abb. 3.5.4, erst einmal enttiuschend, denn auf dem Gesamtbereich [-1,1]?
ist der Fehler des Taylorpolynoms zweiter Ordnung signifikant groBer. Genau das
ist der Unterschied zwischen lokaler und globaler Approximation und Taylorpoly-
nome sind nur in der Nihe des Entwicklungspunkts mit steigender Ordnung auch

immer besser. Das sieht man ganz gut in Abb. 3.5.5.

Ein bisschen spannender und auch unanschaulicher wird es bei den dritten Ab-
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Abbildung 3.5.5: Abweichung der Taylorpolynome vom Grad 1 (links) und
Grad 2 (rechts) auf dem Bereich [—%, —%]2. Hier ist die deutlich bessere An-
niherung an der Stelle «* klar zu erkennen.

leitungen®!, wo wir wieder einmal zuerst die partiellen Ableitungen ausrechnen:

—(ZXJ; (x,y) = (8x° +12x) e 7, —aiggy (x,y) = (4% +2) "™
33 2_ 93 2_
ax—any(xJ’):Qxex Y, a_y];(x,y)=—ex Y,

die wir jetzt in einer dreidimensionalen Struktur anordnen kénnen, ndmlich einem
2 X 2 x 2-Wiirfel mit den beiden Ebenen

ik ik ik 8 N N ik 8
Ox0xdx  0x0x0 0x3  9x29 3ydxdx 0ydxd 0x20y  0xdy?
dxdydx  9xdydy 0x20y  9xdy? dydydx  dydydy axdyr  ay3

(3.5.4)

das heiflt, den symmetrischen Ebenen

8x3 +12x —4x% -2 9

2 —4x% -2 % 2
—4x% -2 2x e und [ ]

x*—y
2x -1 ¢ ’

Rechnen wir einmal die TRILINEARFORM D3 f(u*) aus: Mit den Einheitsvektoren

3t Aber dann sollte das Prinzip so klar sein, daB es keine vierten Ableitungen mehr braucht.
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ey = ( (1) ) und e, = ( (1) ) erhalten wir®®

D f(u*) (u1, ug, ug) = x1D° f (u*) (ex, ug, uz) + y1D° f (u*) (e, ug, u3)
= x1x02D° f (") (e, ex, uz) +x1y9D% f (u*) (e, ey, us)
+y102D° f () (ey, ex, uz) + y1y2D° f (u*) (ey, ey, us)
= x1x9x3 D° f(u") (ex, ex, ex) +x1x2y3 D° f (") ey, € €y)

Of _(u)=2L (> o " o "
=gnareas (4)=725 (") = gwgas ()= s ()

+x1y2x3 D° f (u*) (e, ey, €x) +x1y2y3 D° £ (1*) (ex, €y, €y)

Bxﬁyax( *)_(9 Z(jy( ) Bxﬁyay( *)_(9 dy 2( *)

+y1x9x3 D f(u )(eyaex’ ex) +y1xQYBD f(u )(ey’ €x, ey)

5 B af _af
_(9)(9x6x( *) Ox la) (u* ) ﬁy(’)xi)y( *) Ox0y2 (u*)

+y1y2x3D f(u )(ey’eyex) +y1y2y3D f(u )(ey»eyey)

23;3%(14*) 6x6y2( ") 6y8>6y O )__(” )
= Xixpry ooy (u”) + (x1x2y3 + X193 +y1xx3) o ( )
3

0x0y?

+(x1y2ys + y1X2y3 + y1y2X3) (u”) + y1y2ys3 8_y];(u*)’

was das Prinzip hinter den Multilinearformen klarmachen sollte: Zu der partiellen
. 61+kf
Ableitung - ayF

Diagonale ist dann
D3 f(u*) (u, u, u)

o3 3

_ 390 ”f
= 83(u)+3xy6x2(9

= el (—7x —3x2y—xy2—y)

(u*) kommen alle Kombinationen von j—mal x und k-mal y. Die

9*f
¥ 5y

3
2w+
X0y

(u*) + 3xy? (u)

Damit kénnen wir nun eine Ndherung dritter Ordnung bilden, siehe Abb. 3.5.6.
Hier sieht man sehr gut den Unterschied zwischen lokaler und globaler Approxi-
mation. Die Approximation auf dem ,kleinen“ Bereich [—— —%] um u” ist hingegen
schon ziemlich gut, wie Abb. 3.5.6 zeigt.

Vierte und hohere Ableitungen schenken wir uns dann, nur noch eine kurze

Bemerkung zu den dritten Ableitungen.

Bemerkung 3.5.1. Die dritten Ableitungen sind immer ein dreidimensionales Sche-
ma. Die GroBe und Anzahl der Ebenen ist hingegen immer 7, in drei Variablen
stapelt man also drei 3 X 3-Matrizen iibereinander und so weiter, wenn man sym-
metrische Trilinearformen betrachten will.

%Das sieht schlimmer aus als es ist und sollte uns helfen, das System dahinter zu erkennen.
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Abbildung 3.5.6: Die Diagonale der dritten Ableitung (inks) und das Taylor-
polynom der Ordnung 3 zusammen mit der Funktion (rechts). Man sieht, daf3
die globale Annidherung sogar eher schlechter als besser wird.

3.6 Parametrische Flachen

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir nun noch Funktionen f : R” — RY,
also die multivariaten Gegenstiicke zu den Kurven. Eine derartige Funktion kann
man entweder als PARAMETRISCHE FLACHE ansehen, wie sie im CAD benutzt wer-
den, oder aber physikalisch als ein VEKTORFELD interpretieren®®. Wir wollen hier
eher unphysikalisch an die Sache herangehen und die ,Kurvenanalogie® verwen-
den.

Beginnen wir mit den partiellen Ableitungen. Dazu betrachten wir die KURVE

[ [0,1] — R4,
t > f(x+ty),

tiber die wir sofort wvektorwertige Richtungsableitungen und partielle Ableitungen
definieren kdnnen.

Definition 3.6.1 (Partielle und Richtungsableitungen). Eine Funktion f : U — RY,
U c R" offen, heillt an der Stelle x € U

1. PARTIELL DIFFERENZIERBAR nach Xj, wenn

Of _ . flthe) = f) _

RY,
Ox; h—0 h

existiert.

2. RICHTUNGSDIFFERENZIERBAR in RICHTUNG y € R", wenn

fOHm) =)
h

%FEine vektorwertige Funktion auf einem Gebiet. Typische Beispiele sind Strémungen oder Ma-
gnetfelder, wo jedem Punkt eine vektorwertige FluBrichtung zugeordnet wird.

Dy f(x):= }llli%
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Abbildung 3.5.6: Approximation des Taylorpolynoms auf dem Bereich [—%, —%]. Wie Sie
sehen, sehen Sie fast nichts.

existiert.

Die partiellen bzw. Richtungsableitungen von f an der Stelle x sind also jetzt die
Ableitungen der KURVE g(t) = f(x +te;) bzw. g(t) = f(x +ty) an der Stelle # = 0.
Dies ist in der Tat so einfach wie es klingt. Schreiben wir f = (f; : j =1,...,d)
beziiglich seiner Komponenten, dann ist natiirlich

D, fi(x) =V i)y, j=1,....,d,

und daher
Dy fi(x) Vfi(x)Ty Vfi(x)"
Dyf(x) = : = : = : Y, (3.6.1)
Dyfn(x) an(X)Ty an(x)T
—_————
cRdxn

und da die Richtungsableitung ja von der Form , Ableitung X Richtung® ist, haben
wir einen guten Kandidaten fiir die Ableitung gefunden.

Definition 3.6.2 (Jacobimatrix). Fiir eine partiell differenzierbare Funktion f :
U — R4, U C R” offen, und x € U bezeichnen wir die Matrix

A 3f1
df; j=1,....d ‘9x1(x) (x)
') =Df@) =If ()= 7w 27| = N
s 3ﬁa>.u “%)
(3.6.2)

als JACOBIMATRIX von f an der Stelle x.

Fiir n = 1, also eine KURVE f : R — R? ist die Jacobimatrix dann also

df 1
(%)
ofi oj=l...d|_| E7_
s k:L””n]— |,
& ()
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

die Ableitung der Kurven stimmt also mit der Definition (2.1.1) iiberein. Fiir d = 1
und beliebiges n hingegen ist

8f(x),..., of

0_)61 0x,

Jf(x) = ()] =V,

so daBl das Konzept der Jacobimatrix in den beiden Féllen n = 1 und d = 1
konsistent ist. Die nichste Definition sollte uns bekannt vorkommen.

Definition 3.6.3. Eine Funktion f : U — R4, U c R" offen, heiit DIFFERENZIERBAR
an der Stelle x € U, wenn es eine lineare Abbildung ¢ : R" — R4 gibt, so daf

0 = lim
h—0 | All2

(3.6.3)

If e+ k) = ) = ey _ i [fi G ) = £306) = € ()]
= e

Eine lineare Abbildung ¢ : R” — R? kann aber als
t(y)=Ly, LeR™,

und natiirlich ist diese Matrix L = Jf(x), also die JACOBIMATRIX. Der Beweis ist
eine direkte Verallgemeinerung von Satz 3.3.3.

Bemerkung 3.6.4 (Jacobimatrix). Um es noch einmal klarzumachen: Die JacOBI-
MATRIX und damit die ABLEITUNG®” einer Funktion f : R” — R? hat als jte ZEILE
den transponierten Gradienten der Komponentenfunktion f;. Allerdings kommt es,
vor allem im Optimierungskontext, vor, dal3 es bequemer ist, mit der Transponier-
ten der Jacobimatrix zu arbeiten, also der Matrix, deren Spalten die Gradienten
sind. Und gelegentlich wird diese Matrix dann ebenfalls als ,Jacobimatrix“ bezeich-
net. Genau hinschauen kann daher nie schaden.

Ubung 3.6.1 Formulieren und beweisen Sie Satz 3.3.3 fiir Vektorfelder. o

Unter Verwendung der Jacobimatrix kénnen wir einen weiteren Klassiker der Dif-
ferentialrechnung formulieren.

Satz 3.6.5 (Kettenregel). Sind f : U - R", U CR" offen und g : V — R V C R™,
Funktionen mit f(U) C V, dieanx € U bzw. f(x) € V differenzierbar sind, dann ist die
zusammengesetzte Funktion g o f : R" — RY differenzierbar und es gilt

J(gof)(x)=Jg(f(x) Jf(x) (3.6.4)
— —
cRdxn cRdxm eRmXn

Beweis: Da f und g differenzierbar sind, ist fiir # € R” und #’ € R™

f(x+h)
gly+n)

fx)+Jf(x)h+o(h)
g(y)+Jg(y) ' +y (h'),

%"Noch genauer: Die Matrix, die diese Linearform beschreibt.
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3.6 Parametrische Flichen

mit ||@(h)]||2/]|h]]2 — O fiir A — 0 und ||y (R')||2/||F ||2 — O fiir A — 0. Damit ist
(go f)(x+h)=g(f(x) +Jf(x)h+p(h))
—_——

~—_——

=y =
g(f(x) +Jg(f(x)) (Jf(x) h+@(h) + ¢ (Jf(x) b+ @(h))
= g(f(x) +Jg(f(x) Jf(x) h+Jg(f(x)) e(h) + ¢ (Jf(x) h+@(h)).

Mit der Notation aus (3.6.7) und (3.6.8) erhalten wir sofort, daf3

J X h h
g (f(x) ¢(Mll2 _ < We(FeD)ls llemllz ’
lIAll2 Ml
—_——
—0
sowie, fiir hinreichend kleines3® ,
lle(h)ll2

IJf )R+ @) lla < (IIVF)l2 +

Al < (I f)Ml2 +1) [lAll2,  (3.6.5)
1Al

also auch®

Y (Uf@) h+e(h) Y (Jfx)h+e(h) I1/(x) h+e(h)lly

I 72ll2 W f@) R+ e, | 2ll2
Yy (Jf(x) h+@(h))
< W g, WD
—0
Damit ist
h
(g0 N+ 1) = g(F) +Ig(FON I () ke, LW o565
=(gof)(x) =J(gof)(x)

was genau die Behauptung des Satzes ist. m]

Ubung 3.6.2 Zeigen Sie: Fiir jede Matrix A € R™" ist die OPERATORNORM

Ax
Al = max [l Ax], = max 112 (3.6.7)
llxll2=1 llxl2
wohldefiniert und endlich und erfiillt die Ungleichung
lAx]lg < [[All2 [lx]l2- (3.6.8)
&

Korollar 3.6.6. Erﬁ'illen f» g die Bedingungen von Satz 3.6.5, dann ist

a(gof)j aff

()_ q(» 0, j=lodik=1n (369)

3Da limy,_o ll‘Tl(h]TI)zllz =0 ist, glbt esein ¢ > 0, so daB ”‘ﬂ(h’ﬁ)‘lz < 1 fiir alle || k|2 < 6 erfiillt sein muss.

3Nicht vergessen: Nach (3.6.5) gilt auch J f(x) h + ¢(h) — 0 fiir h — 0.
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3 Differentialrechnung in mehreren Variablen

Beweis: Folgt sofort aus

d(gof);
==L (x) = Jg(F @) IF )
Xk
und der Rechenregel fiir das Matrixprodukt, siehe [1, 4]. O

Die Kettenregel liefert eine interessante Beobachtung fiir homogene Funktionen,
siehe [33].

Satz 3.6.7 (Satz von Euler). Ist f : U — R ¢ine k—HoMoGENE FUNKTION und differen-
zierbar and x € U, dann ist

1w 8
f =7 ij %(x). (3.6.10)
j=1

Den Operator in (3.6.10) bezeichnet man auch als 6—OPERATOR.
Beweis: Wir differenzieren die Gleichung f(Ax) = A* f(x) nach A und erhalten mit
der Kettenregel

_ S Of
kA (x) = ,Zl 7 %

woraus (3.6.10) mit 4 = 1 folgt. |
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Extrema 4

[-..] die Mathematik ist eine ganze Welt fiir sich, und man muf reichlich lange
in ihr gelebt haben, um alles zu fiihlen, was in ihr notwendig ist.

(R. Musil, Die Verwirrungen des Zoglings Torlefs)

Als nichstes wollen wir uns mit Extremalstellen, also Minima und Maxima! von

Funktionen. Da wir dabei Stellen gr6Bten bzw. kleinsten Funktionswerts suchen,
sollte f nun wieder eine REELLWERTIGE FUNKTION sein und da wir Differentiation,
also eine lokale Eigenschaft, nutzen wollen, wird es auch nur um lokale Extrema
gehen.

Definition 4.0.1 (Extrema). Eine Stelle x € D hei3t MINIMALSTELLE bzw. MAXI-
MALSTELLE einer Funktion f : D — R, wenn es eine Umgebung U von x gibt, so
daB

f(x) < f(y) bzw. f(x) = f(y), yeUND, (4.0.1)

gilt. Der Wert f(x) heilt LOKALES MINIMUM bzw. LOKALES MAXIMUM von f in U.
Ist x Minimal- oder Maximalstelle?, dann nennt man x EXTREMALSTELLE und den
Wert f(x) EXTREMUM der Funktion f. Ein STRIKTES MAXIMUM bzw. ein STRIKTES
MiNimMuM liegt vor, wenn die Ungleichungen in (4.0.1) strikt erfiillt sind.

4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Aus Teil I kennen wird bereits eine notwendige Bedingung fiir die Existenz eines
Extremums an x, ndmlich f’(x) = 0. Und das iibertrdgt sich auch nahtlos auf
mehrere Variablen.

Satz 4.1.1 (Notwendige Bedingung). Ist f : U — R, U C R" offen, ¢ine partiell
differenzierbare Funktion und x € U ein lokales Extremum, dann ist V f(x) = 0.

Beweis: Reduktion auf den univariaten Fall. Da f partiell differnzierbar ist, sind
die Funktionen g; : t — f(x +te;), j =1,...,n, fiir t € (=0, ) fiir ein hinreichend
kleines® & differenzierbar. DaB x eine Extremalstelle von f ist, bedeutet, daB an
t = 0 ein Extremum derselben Art vorliegt und daher ist

) 0 :
O:gj(O):an(x), j=1,...,n,
J

1Man kann es leider nicht oft genug sagen: Singular Minimum/Maximum, Plural Minima/Maxima.
Ein Maxima findet man bestenfalls im Goldenen Blatt und selbst da ist es dann eine Maxima.

2Was sich nicht ausschlieBen muss!

®Die Menge U ist offen, es gibt also eine Kugel mit positivem Radius um x und in dieser ist § die
Liange der kiirzesten achsenparallelen Strecke.
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4 Extrema

was nichts anderes als Vf(x) = 0 ist. O

Wie in einer Variablen ist? f/(x) = 0 weder ein Garant fiir das Vorliegen eines Ex-
tremums, siehe Abb. 3.3.3, noch eine Méglichkeit, zwischen Minima und Maxima
zu unterscheiden. Dafiir bendtigen wir Methoden zweiter Ordnung.

Definition 4.1.2 (Definite Matrizen). Eine Matrix A € R"™" heiBit POSITIV DEFINIT,
wenn

ylAy >0, y e R"\ {0}, (4.1.1)

und POSITIV SEMIDEFINIT, wenn die Ungleichung in (4.1.1) mit ,,>“ erfiillt ist. Die
Matrix heiflt NEGATIV DEFINIT bzw. NEGATIV SEMIDEFINIT, wenn —A positiv definit
bzw. positiv semidefinit ist. Eine Matrix, die weder positiv noch negativ semidefinit
ist, heil3t INDEFINIT.

Bemerkung 4.1.3 (Definitheit).

1. Die Terminologie zur Definitheit ist nicht so ganz eindeutig: Im deutschspra-
chigen Raum unterscheidet® man eher zwischen definit und semidefinit, im
englischsprachigen Raum zwischen strikt definit und definit. Hier empfiehlt
es sich, immer nachzusehen, wie diese Eigenschaften in der jeweiligen Lite-
ratur definiert sind.

2. In vielen Fillen enthilt die Definition der Definitheit auch noch, daB3 A eine
SYMMETRISCHE MATRIX ist, also AT = A ist. Das ist fiir die Definition in
(4.1.1) zwar nicht notwendig, wird aber relevant, wenn man mit Matrizen

aus dem C™" arbeiten mochte, wo die Bedingung A = A? = AT daB A eine
HERMITESCHE MATRIX ist, dafiir sorgt, daB y” Ay reell und damit tiberhaupt
mit 0 vergleichbar ist.

3. Am einfachsten beschreibt man Definitheit tiber die Eigenwerte der Matrix.
Ein EIGENWERT von A ist eine Zahl A € C, zu der es ein y # 0 gibt, so daB3

Ax = Ax (4.1.2)
ist. Jede n x n—Matrix hat n Eigenwerte, eventuell mit passend gezihlter Viel-
fachheit und eine Matrix ist
positiv definit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind,
positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte > 0 sind,
negativ definit, wenn alle Eigenwerte < 0 sind,
negativ semidefinit, wenn alle Eigenwerte < 0 sind,

indefinit, wenn es mindestens einen positiven und mindestens einen negati-
ven Eigenwert gibt.

Ubung 4.1.1 Zeigen Sie:

“Nach Definition 3.6.2, genauer (3.6.2) ist f'(x) = Jf(x) = Df(x) = Vf(x)T auch eine zulissige
Schreibweise in mehreren Variablen!
SBzw. unterschied.
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4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen

1. Ist A positiv definit, soist a;; >0, j =1,...,n.

2. A ist genau dann positiv definit, wenn jede HAUPTUNTERMATRIX®

all ... aik
Ap = R k=1,...,n,

a1 ... Qg
positiv definit ist.

¢

Aus der Linearen Algebra kennt man’ das folgende Resultat, siehe z.B. [8, Theo-
rem 4, S. 307], das Definitheit tiber eine Sammlung von Vorzeichen ausdriickt.

Satz 4.1.4 (Minoren). Eine SYMMETRISCHE MATRIX A € R™" ist genau dann POSITIV
DEFINIT bzw. POSITIV SEMIDEFINIT, wenn alle HAUPTMINOREN®

aiji, .- a,-l,l-k
det : : , 1<ii<---<ix<n, k=1,...,n, (4.1.3)

igin -+ Qigig
positiv bzw. nichtnegativ sind.

Fiir (strikt) positiv definite Matrizen muss man sich deutlich weniger Determinan-
ten ansehen [8, Theorem 3, S. 306].

Satz 4.1.5 (Hauptminoren). Eine symmetrische Matrix A € R™" ist genau dann positiv
definit®, wenn fiir die (fiihrenden) Hauptminoren

aln ... Aadik
det Ay =det| : >0, k=1,...,n, (4.1.4)

arl ... Qgk
erfiillt ist.

Ersetzt man in (4.1.4) ,>“ durch ,,>“, dann ist das keine Charakterisierung positiv
semidefiniter Matrizen, das einfachste Gegenbeispiel ist die negativ semidefinite

Matrix A = (g _01), bei der det A; = det Ay = 0 ist. Und ja, daB (4.1.4) bereits
(4.1.3) impliziert, ist nicht offensichtlich.
Zur Erinnerung: Die DETERMINANTE det A einer Matrix A € R™" ist die eindeu-

tige ALTERNIERENDE MULTILINEARFORM in den Zeilen oder Spalten der Matrix,

®Englisch: PRINCIPAL SUBMATRIX

7Oder vielleicht auch nicht.

8Hauptminoren sind diejenigen Minoren, die durch Determinanten von Untermatrizen mit iden-
tischen Spalten- und Zeilenindizes gebildet werden. Allgemein ist ein MINOR die Determinante
einer quadratischen Untermatrix.

IAlso xT Ax > 0 fiir alle x # 0.
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4 Extrema

die die Normierung det/ = 1 erfiillt, siehe [4], oder kann auch explizit iiber die
LAPLACESCHE ENTWICKLUNGSREGEL

all] ... dip
detA = det
Ayl ... Apn
n ag ... Qagk-1 Ak+1 .. Q9p
= Y-D"ayedet| 1 o Lo | as)
k=1 anl ... Apk-1 Apk+l --. Qnn

Allerdings ist die Determinante zwar ein nettes theoretisches Hilfsmittel, fiir prak-
tische Rechnung jedoch ist sie ungeeignet, da sie numerisch hochgradig instabil
und recht aufwendig zu berechnen ist, siehe [13].

Mit Hilfe dieser Terminologie kénnen wir nun die Extremaleigenschaften beschrei-
ben. Wir machen das explizit fiir Minima, es ldsst sich aber sehr einfach auf Maxi-
ma iibertragen, wenn man bedenkt, dafl f an der Stelle x genau dann ein Maximum
hat, wenn —f an x ein Minimum hat. Mit anderen Worten: Aus positiv definit wird
in Satz 4.1.6 dann einfach ein negativ definit.

Satz 4.1.6. Fiir f € C2(D), D CR" undx € U C D, U offen, gilt:

1. Hat f an x ein LOKALES MINtmUM, dann ist V f(x) = 0 und die HESSEMATRIX
H f(x) ist positiv semidefinit.

2. Ist Vf(x) =0 und Hf(x) positiv definit’’, dann ist x ein STRIKTES LOKALES MINI-
MUM, d.h. es gibt eine Umgebung U’ von x, so daf8 f(x) < f (x"), x" e U'.

Beweis: Beide Resultate folgen aus der Definition 3.4.9 der zweiten Ableitung,
genauer aus der Tatsache, daB fiir hinreichend!! kleines h

In(h)|
|2

1
fx+h) =fX)+Vfx)T h+ 5hT Hf(x)h+n(h), -0, (4.1.6)
erfiillt ist, siehe Satz 3.4.10.
Fiir 1) nehmen wir an, daBl f an x ein lokales Minimum hat, daB3 also, nach
Satz 4.1.1, Vf(x) = 0 ist. Dann ist wegen der Minimalitdt und mit (4.1.6), fiir alle
hinreichend kleinen %

=0
0 < Jarm = f0) _f V@) htght Hf ) h+n(h) - [(x)
17211 12112
1THf(x) b n(h) _1( h )T (L) n(h)
2 a w2\l I Il +||h||§’
~——
—0

Tm strikten Sinne!
HDje Verbindungsstrecke [x, x + 4] muss ganz in U liegen.
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4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen

also

h\" h n(h)
) s o 1) 17
(nhn) 'Llf(x)(nhn)Z 2P (4.17)
~——
—0

und damit ist fiir ||y|| =1 und 7 > 0

n(ty)

Y HF()y 2 =27

also, mit t — 0, YT Hf(x)y > 0 fiir ||y|| = 1 und damit auch y" Hf(x)y > 0 fiir
y € R".

Fiir 2) sei nun H f(x) positiv definit und 4 # 0 klein genug, sowie V f(x) = 0. Da
Hf(x) positiv definit ist, ist y/ Hf(x)y > 0 fiir ||y||2 = 1 und da die Einheitskugel
KOMPAKT ist, ist

0 <m:= min y Hf(x)y. (4.1.8)
llyll2=1
Da auBerdem
im 10D _
h=0 || A|

ist, gibt es ein 6 > 0, so da3

n | _m

alle <6 — (4.1.9)
1Al 2
Mit (4.1.8) und (4.1.9) ist dann fiir ||A]|g < 6

1( h\ h\ n(h)
(x+h) - f(x)=hT Hf (x) h+n(h) = ||h|*(= (—) Hf(x) (—) +-—=1]>0,

/ / e (z () @\ ) )

——

>m >—m/2
und damit hat f an der Stelle x ein striktes lokales Minimum. O

Ubung 4.1.2 Gilt fiir ein striktes lokales Minimum V f(x) = 0 und H f(x) positiv
definit? o

Bemerkung 4.1.7. Satz 4.1.6 ist fast eine Charakterisierung fiir ein Minimum, aber
eben nur fast. Also notwendige Bedingung benétigen wir positive Semidefinitheit
der Hessematrix, dafiir aber unabhédnging davon, ob es sich um ein striktes Mini-
mum handelt oder nicht, fiir die hinreichende Bedingung benétigen wir die stirkere
positive Definitheit, bekommen aber im Gegenzug auch mehr dafiir, ndmlich ein
striktes Minimum.

Man kann nun fragen, ob positive Semidefinitheit in irgendeiner Form ein hinrei-
chendes Kriterium fiir ein Minimum sein kann und die Antwort ist zuerst einmal
ynein“: Man muss sich nur ein Polynom der Form

p()= ) pax®

|a|>3
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4 Extrema

ansehen, dessen Hessematrix an x = 0 die Nullmatrix ist, also positiv und negativ
semidefinit ist, das Polynom kann aber an der Stelle machen, was es will, von
striktem Minimum {iber einen Sattelpunkt zum strikten Maximum, ohne daB es
in der zweiten Ableitung sichtbar wire!?. Trotzdem kann einem auch im Fall von
Semidefinitheit die Hessematrix helfen, Extrematypen auszuschliessen.

Proposition 4.1.8. Fiir f € C? (D), D CR" undx € U C D, U offen, mit Vf(x) =0
gilt:

1. Hat Hf (x) einen positiven Eigenwert, so ist x kein LOKALES MAXiMUM.
2. Hat Hf (x) einen negativen Eigenwert, so ist x kein LOKALES MINIMUM.

Beweis: Wir zeigen nur 1), der Beweis von 2) funktioniert analog. Fiir einen nor-
malisierten EIGENVEKTOR y, |ly|| = 1 zum positiven EIGENWERT A > 0, also
Hf(x)y = Ay, ergibt sich durch Taylorentwicklung

fx+hy)=fx)+h VI fx)y+hTHF(E)y, &€ (0,hy),
N——
=0

und da
YHf(x)y =y (Ay) =yl =21>0

ist, ist auch y Hf(¢)y > 0 wenn |h| klein genug ist, sagen wir kleiner als 4y > 0.
Damit gilt

f)=fx+hy) =y Hf()y < f(x+hy),  |h| < ho,

weswegen x keine MAXIMALSTELLE von f sein kann. m]

Positive Definitheit der Hessematrix beschreibt eine weitere wichtige Eigenschaft
einer Funktion.

Definition 4.1.9 (Konvexitit).

1. Eine Menge Q C R" heit KONVEX, genauer KONVEXE MENGE, wenn
x,x €Q = QD [x,xX]={Q-a)x+ax’:a€[0,1].}. (4.1.10)
2. Eine Funktion f : Q — R heiflt KONVEX, genauer KONVEXE FUNKTION, wenn
fiir x,x’ € Q
f(l-ax+ax)<A-a) f(x)+afix), a € [0,1], (4.1.11)

und sie heit STRIKT KONVEX, wenn in (4.1.11) fiir @ € (0,1) die strikte
Ungleichung ,,<“ erfiillt ist.

3. Eine Funktion f heifit KONKAV!?, bzw. KONKAVE FUNKTION, wenn — f konvex
ist.

2Ein einfacheres Beispiel sind die univariaten Funktionen f(x) = x® und f(x) = +x*.

13Konkave Mengen gibt es nicht und insbesondere ist eine Menge nicht konkav, nur weil sie nicht
konvex ist.
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4.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Ubung 4.1.3 Zeigen Sie: f ist genau dann konvex, wenn fiir alle xo, . ..,x, € Q
und alle 0 < «, ..., @, mit @g +-- -+ a, =1 die Ungleichung
m m
f Z ajx;| < Z ajf(xj) (4.1.12)
j=0 j=0
erfillt ist. o

Aus Teil I kennen wir eine Beschreibung konvexer und konkaver Funktionen, ndmlich
f” = 0 bzw. f” < 0, siehe [27]. Da Konvexitit aber durch das Verhalten auf ei-
ner Geraden definiert ist, iibertrdgt sich diese Eigenschaft recht einfach in den
multivariaten Fall.

Satz 4.1.10 (Konvexitit). SeiQ C R” eine offene konvexe MENGE. Dann ist f € C%(Q)
genau dann eine KONVEXE FUNKTION, wenn H f (x) fiir alle x € Q POSITIV SEMIDEFINIT
ist.

Beweis: Sei x € Q. Da Q offen ist, gibt es zu jedem y € R" \ {0} ein 6 > 0, so daB
x £ 06y € Q. Nun ist f genau dann konvex, wenn fiir jede solche Wahl von x und y
die univariate Funktion

g:t f(x+1dy), te[-1,1],
konvex ist, das heif3t, wenn
0<g"(t)= 6 Dif(x+16y)
——
>0

ist also wenn fiir alle x,y € R"

2 —_ T
0<Djf(x)=y Hf(x)y
ist, also genau dann, wenn die HESSEMATRIX positiv semidefinit ist. m]

Bemerkung 4.1.11. Damit kénnen wir Extrema geometrischer wie folgt beschrei-
ben: Ein Minimum liegt vor, wenn der Gradient verschwindet und die Funktion
LOKAL KONVEX ist, ein Maximum, wenn der Gradient verschwindet und die Funk-
tion LOKAL KONKAV ist.

4.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Etwas spannender wird die Sache, wenn wir nicht mehr ,allgemeine“ lokale Extre-
ma zu beschreiben suchen, sondern die Extremalsuche auf einen Teilbereich des
R”" einschrianken.

Beispiel 4.2.1. Wir wollen die Funktion f(x,y) = ax + by, (a,b) # 0, auf dem
EINHEITSKREIS S? = {(x,y) : x* + y* = 1} oder der Einheitskreisscheibe D? =
{(x,y) : x* + y?> < 1} maximieren.
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4 Extrema

DaVf = ( Z ) # 0 ist, hat diese Funktion nach unseren bisherigen Beobachtungen
kein lokales Extremum, auf den beiden Kompakta S und D? hingegen natiirlich
schon. Diesen ,Widerspruch® wollen wir nun auflésen und eine allgemeine Theorie
fiir Extrema unter Nebenbedingungen herleiten. Dafiir verwenden wir Methoden
aus der Optimierung, siehe [29, 26], die nicht nur eleganter und elementarer als die
aus der Analysis [11] sind, sondern obendrein auch noch leistungsfihiger.

Ubung 4.2.1 Zeigen Sie: Auf dem n—dimensionalen EINHEITSWURFEL [—1,1]" hat
die Funktion f(x) = a’x, a € R", das Maximum ||a||1 = |a1| + - - - + |a,]. o

Beim Ableiten auf beschrinkten Gebieten miissen wir zuerst eine Verallgemeine-
rung der ,rechtsseitigen® und ,linksseitigen Ableitungen, wie man sie von den
Intervallen her kennt.

Definition 4.2.2 (Tangentialkegel). Zu Q C R" und x € Q bezeichnet man die
Menge aller y € R” zu denen es Folgen x; € Q und o} € R, gibt, so daB

lim x; = x, klim ap(xp—x)=y (4.2.1)

k—o0
erfiillt ist, als TANGENTIALKEGEL T (€2, x) von Q an der Stelle x.
Bemerkung 4.2.3.

1. Anschaulich gesprochen besteht der Tangentialkegel aus allen Richtungen,
die von x aus in die Menge € hinein zeigen, da es, zumindest im Grenzwert,
Punkte von der Form x + ay gibt.

2. Da man beide Seiten von (4.2.1) mit ||y|| multiplizieren kann, kénnen wir
immer annehmen, daB ||y|| = 1 ist, und zwar beziiglich welcher Norm auch
immer.

Beispiel 4.2.4. Wie sehen die Tangentialkegel fiir Q = [-1,1]? aus?

1. Ist (x,y) € (=1,1)? ein INNERER PUNKT des Quadrats, dann kénnen wir den
Punkt aus allen Richtungen erreichen und 7(L, (x,y)) = R". Das gilt immer
fiir innere Punkte.

2. Ist (x,y) € {£1} x (-1,1) bzw. (x,y) € (-1,1) X {£1} ein RANDPUNKT auf
einer KANTE des Quadrats, dann ist

T(Q,(x,y)) ={(u,v) : xu <0} bzw. T(Q,(x,y)) ={(u,v) : yv <0}
3. In einer ECKE (x,y) € {1} X {£1} ist schlieBlich
T(Q,(x,y)) ={(u,v) :xu <0,yv <0}.

Man sieht hier bereits, da der Tangentialkegel ganz massiv von der Stelle ab-

hingen kann!*,

14Er kann auch ziemlich wild und obskur werden, siehe [29].
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4.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Ubung 4.2.2 Bestimmen Sie T(S?,x), x € S?, und T(D?, x), x € D?. &

Mit Hilfe des Tangentialkegels konnen wir eine Verallgemeinerung des einen Teils
von Satz 4.1.6 erhalten.

Proposition 4.2.5. Hat f € C1(Q), Q c R", ¢in lokales Minimum bzw. Maximum an
x € Q, dann gilt

Vix)Ty>o, baw.  Vix)Ty<o, y € T(Q,x). (4.2.2)

Beweis: Zu y € T(Q,x) gibt es Folgen Q > x; — x und a; € Ry, k € N, mit
ay (xp —x) — y. Da x; — x bedeutet dies, daf3

ay — oo = lim — =0.
k—oo

Ist x ein lokales Minimum, so gilt fiir hinreichend groBes k € N, daf3

0 < flu)—fx)=f+0—x) - fx)=flx+a; (@b —x)) = f(x)
~—_———
=Yk
= f [x+aztve) - 1),
also auch®®
fx+atye) - fx)
< @;:1
e s plesetn) - plere)
k k

:Dyk—yf('fk)_)o

da f stetig differenzierbar ist. Wir haben also gezeigt, daBl unter der Annahme
eines Minimums
y e T(M,x) = Vix)Ty >0

gilt, was nichts anderes als (4.2.2) ist. Ein Maximum behandelt man anlog. O
Bemerkung 4.2.6.

1. Anschaulich ist Proposition 4.2.5 das, was man erwarten wiirde: Ein Rand-
punkt x eines Intervalls ist ein lokales Minimum, wenn an einem linken
Randpunkt f’(x) > 0, also die Funktion steigend oder an einem rechten
Randpunkt f’(x) < 0, also die Funktion fallend ist.

2. Den allgemeinen Fall erledigt dann der Tangentialkegel.

3. Ist x ein INNERER PUNKT, dann ist 7(Q, x) = R", also ist Vf(x) € T(€2, x) und
dann muss fiir ein Minimum 0 < +||V£(x)|l2 = Vf(x)T Vf(x) sein, was eben
nur mit V f(x) = 0 zu erreichen ist. Damit sind wir zuriick bei Satz 4.1.6.

LMit & € [x + a;lyk, X+ a/,;lyk] aufgrund des Mittelwertsatzes.
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4 Extrema

Als néchstes beschreiben wir auch die NEBENBEDINGUNGEN des Extremums tiber
Funktionen und zwar mittels g : R* — R” und % : R” — RY. Die zu betrachtende
Menge ist dann

Q={xeR":g(x)=0, h(x) = 0}. (4.2.3)

Das ,,>“ in (4.2.3) sollte man aber noch exakt erkldren.

Definition 4.2.7. Fiir zwei Vektoren'® u,v € R* verwenden wir die PARTIELLE
ORDNUNG u < v,wasu; <v;, j=1,...,k, bedeuten soll.

Bei den UNGLEICHUNGSNEBENBEDINGUNGEN /i unterscheiden wir zwei Typen, je

nachdem, ob wir uns im Inneren oder auf dem Rand der so definierten Menge
befinden.

Definition 4.2.8 (Aktive Nebenbedingungen). Eine Ungleichungsnebenbedingung
hj heiit AKTIV an x, wenn /;(x) = 0 ist. Die Menge der an x aktiven Nebenbedin-
gungen bezeichnen wir mit

Ap(x) :=={j : hj(x) = 0}. (4.2.4)

Als nédchstes brauchen wir ein Lemma, das ganz massiv an lineare Algebra erinnert,
das aber eigentlich eher als KONVEXE ANALYsIS' [23] anzusehen ist.

Lemma 4.2.9 (FARKAS-LEMMA). Fiir A € R und b € R¥ gibt es genau dann ein
0 < x € R mit’"® Ax = b, wenn

ATy >0 = by > 0. (4.2.5)
Beweis: ,=“ Ist Ax = b, x > 0, und ATy > 0, dann ist

bly=(Ax)Ty= xT ATy >0.
S~ ——
20 >0

Fiir ,<* bemerken wir zuerst, da3 es keine nichtnegative Losung von Ax = b gibt,
wenn der Vektor b € R¥ nicht zu

RF > K4 = AR = {Ax : x>0} (4.2.6)
gehort. Diese Menge ist ein KONVEXER KEGEL:
v,y € Ky = ay+a'y €Ky, a,a’ >0, (4.2.7)
denn wenn y = Ax und y’ = Ax’, dann ist

ay+ad'y =aAx+ad AX' = A(ax+ad' x).

16 Also ganz generisch.

7Wenn man denn iiberhaupt eine strikte Trennung der mathematischen Teilgebiete einfithren
mochte.

18Also eine NICHTNEGATIVE LOSUNG fiir das lineare Gleichungssystem. Im Kontext der linearen
Optimierung heisst sowas dann ZULASSIGER PUNKT.
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4.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Man kann nun zeigen, daB3 sich K4 als

N
KA:ﬂ{yeRk : v]TyZO} ={y:Vy >0}, Vis...,yn € RF, vV e RNk
=1
! (4.2.8)
schreiben lisst.

Sei jetzt (4.2.5) erfiillt und nehmen wir an, dal b ¢ K4. Nach unserer obigen
Bemerkung muB} es also ein v € {vy,...,vy} geben, so daB3 vI'b < 0 ist, woraus
mit (4.2.5)1Y folgt, daB auch A”v % 0 ist, daB es also mindestens ein ¢ € {1,...,n}
gibt, so daB (ATV)€ < 0 ist. Setzen wir nun x = ¢;, dann ist Ax € K4 und somit

T
0<vAx = (ATV) X = e? (ATV) = (ATV)[ <0,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Also muss b € K4 gelten. m]

Bemerkung 4.2.10. Die Zerlegung (4.2.8) und deren Beweis findet sich beispiels-
weise in [23, 29]. Fiir £ = € und invertierbares A kann man sich das leicht klarma-
chen, denn da ist ja x = A7ly und x > 0 bedeutet A™1y > 0, das heiBt, (4.2.8) ist
mit V = A~! erfiillbar. Im allgemeinen Fall muss man zuerst AR’ als eventuellen
Unterraum von R¥, charakterisiert durch WJT.y =0, also iw]T.y > 0, betrachten und
dann wieder nach in diesem Unterraum linear unabhidngigen Spalten suchen, die
man dann passend invertieren kann. Das ist dann auch schon fast ein Beweis von
(4.2.8), es muss nur noch sauber ausgearbeitet werden??.

Mit diesem Hilfsmittel konnen wir dann die Extrema unter Nebenbedingungen

beschreiben. Als ein technisches Hilfsmittel brauchen wir noch die LINEARISIERUNG
der Nebenbedingungen:

Vgi(x)Ty = O,j:1,...,p}
L(x)={yeR": J ) ) 4.2.9
*) {y VE)Ty 2 0, € Ay(x) (4.2.9)

Anschaulich enthélt L(x) die NORMALENRICHTUNGEN zu den Nebenbedingungen
mit korrekter ORIENTIERUNG, positiv dazu geht es dann ,in Richtung Menge Q.

Satz 4.2.11. Fiir Q = {x : g(x) = 0, h(x) > 0} sei x € Q eine MINIMALSTELLE von
feCH(), Q 2 Q offen, mit

{y 7ly >0,z € T(Q,x)} = {y Zly>0,z¢€ L(x)} . (4.2.10)

Dann existieren Vektoren A € RP und u € R, so daf

Il
(=)

) =" g (x) = " W (x)
" h(x)

(4.2.11)
(4.2.12)

I
(=)

9Von rechts nach links gelesen.
20Was iibrigens eine sehr schéne Ubung darstellt.
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4 Extrema

Beweis von Satz 4.2.11: Sei also x € Q eine Minimalstelle von f beziiglich €.
Nach Proposition 4.2.5 und der Annahme 4.2.10 heiBt dies, daB

Vix)Ty >0, y € L(x). (4.2.13)
Definieren wir A € R™, m := 2p + #A,(x) als?!

A = Alx) = [Jg(x)T, —Jg(x)T,th(x) : € Ah(x)]

981(x) 02, 9 080 om(x) Iy (x)
ox1 ot ox1 ox1 ot ox1 ox1 tet ox1
0g1(x) 9gp(x)  dg1(x) _Ogp(x) B (x) Ohyr (x)
0xn e 0xn 0xn e 0x, 0xn T Oxn

dann ist?? nach der Definition von L(x)
y € L(x) o ATy >0,
und wir kénnen (4.2.14) umschreiben in
ATz>0 = ZIVf(x) > 0. (4.2.14)
Nach dem FARKAS-LEMMA, Lemma 4.2.9, heifit dies aber, dafl die Menge
{yeR" : Ay=Vf(x),y =0}

nichtleer ist und somit gibt es ein

Yoy i 2p+#A
7:[71('),’}/1(.),71£) : ]:1,...,p,k€Ah(x)]€R+P+ h(X),

so daB3
3 1 - (2) 3
Vi) = A7=27§)ng(X)—Zyj Vgj(x) + Z Y Vh(x)
j=1 j=1 jeAL()
p
1 2 3
= Z(Vﬁ)—vﬁ- )) Veim+ > v Vhyx),
J ) G JEAR(X) ~—~—
=:4; =M

und mit u; = 0, j ¢ Au(x), ergibt sich 4.2.11. Die andere Folgerung, 4.2.12, sieht
man sofort, wenn man das innere Produkt ausschreibt:

plhG = > wphi+ >y hi(x) =0,
JEAR(x) N JEAR(x) T

Damit ist der Beweis auch schon komplett. O

HZur Erinnerung: g’(x) = Jg(x) erhalten wir dadurch, daB wir die Gradienten transponieren und
iibereinanderstapeln, und Jg (x)T durch ,Nebeneinanderstellen“ der Gradienten.
22Unter Verwendung der tiefliegenden Erkenntnis, daf x = 0 genau dann, wenn [x, —x]” > 0.
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4.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Bemerkung 4.2.12. Formulierung und Beweis von Satz 4.2.11 kommen aus der
Optimierungstheorie, genauer aus [29]. In der Analysis, beispielsweise in [11], ver-
wendet man den Satz {iber implizite Funktionen zum Beweis einer etwas schwiche-
ren Version, die nur Gleichheitsnebenbedingungen verwenden, dafiir aber ohne
die etwas komplexeren Tangentialkegel auskommt, kein Wunder, da Tangentialke-
gel ja vor allem bei Ungleichungsnebenbedingungen relevant werden. Wir werden
den Satz im néchsten Kapitel nochmals formulieren und den Beweis zumindest
skizzieren.

Bemerkung 4.2.13.

1. Die Bedingung (4.2.10) wird in der Optimierungstheorie als GUINGARD—
BEDINGUNG bezeichnet, siehe [29], und stellt eine Forderung an die ,Brav-
heit* der Nebenbedingungen dar.

2. Die Vektoren A und u bezeichnet man als LAGRANGEMULTIPLIKATOREN. Sie
reichern das Gleichungssystem (4.2.11) um weitere nichtlineare Variablen
neben x an, sind aber letztlich fiir die Lésung irrelevant.

3. Anschaulich betrachtet man gerne auch die LAGRANGFUNKTION

F(x) = f(x) + " g(x) + " h(x)

und sucht dann eine Nullstelle von deren Gradient, minimiert also global.
Warum das aber dann fiir die passenden Werte von A und u ein Minimum
unter Nebenbedingungen charakterisiert, wird daraus leider nicht ersichtlich.

4. In der ,Praxis“ wird die Suche nach Extrema unter Nebenbedingungen da-
durch gel6st, daB man ableitet und gleich Null setzt, also

f(x) - ATg (x) 0
gx) =0

(4.2.15)

nach x und A 16st und dann A vergisst. Das sagt natiirlich erst einmal gar
nichts, denn Lagrange-Multiplikatoren geben eine notwendige, aber eben kei-
ne hinreichende Bedingung fiir ein Extremum eines bestimmten Typs, bei-
spielsweise ein Minimum. Das muss zusdtzlich verifiziert werden.

Beispiel 4.2.14 (Fortsetzung von Beispiel 4.2.1). Fiir eine LINEARE FUNKTION f(x) =
a’x und die EINHEITSSPHARE S” := {x € R" : |[x||s = 1} ergibt sich mit g(x) =

2 2 ;
x{ + -+ +x, —1 die Forderung

al 2x1

0=Vf(x)—AVgx)=| : [—-| =a—2Ax
a, 2x,

und damit A # 0, denn sonst wire a = 0, und

4

=1,...,n.
2/17 _] s N

)Cj:
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4 Extrema

5 xlls =

Das setzen wir in die Nebenbendingung 1 ein und erhalten

S-S5

—||a|I§

also A = i%“allg, und damit

L4
X=+—:.
llall

Das sind tatsdchlich zwei Extremalpunkte, ndmlich das MINIMUM und das MAXI-
MUM von f auf dem Einheitskreis. Hier sieht man auch schon eine gro8e Schwiche
der LAGRANGEMULTIPLIKATOREN bei Gleichheitsbedingungen: Sie kénnen nicht
zwischen den Typen der Extrema unterscheiden.

Beispiel 4.2.15 (Fortsetzung von Beispiel 4.2.1). Nun betrachten wir die EINHEITS-
KUGEL S" := {x € R" : |lx|ly < 1}, also h(x) = 1 — ||x||3. Da** Vh = Vg ist, erhalten
wir ebenfalls?® wieder

0=a+2ux,

nun aber wegen (4.2.12) noch zusitzlich die Aktivierungsbedingung
0=ph() =p(1-Ik}) &  p=0 oder [xl2=1

p = 0 ist aber unméglich, da dann sofort a = 0 folgen wiirde, also muss |[[x|]2 =1
und g > 0 sein und aus
2 2
_ (nauQ)
2 2y

a a

1

1= [ = H_Z

folgt u = %||a||2 und damit

2u llall’
was jetzt das Minimum auch eindeutig identifiziert, und zwar auf dem Rand. Aller-
dings werden Lagrangemultiplikatoren fiir Ungleichungsbedingungen sehr schnell
komplizierter, weil man immer auch noch iiberpriifen muss, welche der Nebenbe-
dingungen aktiv ist und welche nicht.

Bemerkung 4.2.16. Satz 4.2.11 hat auch eine Variante fiir Maxima. Man kann
sich leicht tiberlegen, daB3 die Bedingung an die Ungleichungsnebenbedingungen
dann u € R? lauten muss, indem man in Satz 4.2.11 einfach f durch —f ersetzt
und Gleichung (4.2.11) mit —1 multipliziert, was das Vorzeichen von ¢ umdreht.

23Wie immer geht alles mit dem Quadrat einfacher: Quadratisch, praktisch, ...
24Der konstante Term iiberlebt die Ableitung nicht.
25 Ebenfalls bis auf das Vorzeichen.
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4.3 Ein bisschen Variationsrechnung

Beispiel 4.2.17. Als weiteres Beispiel betrachten wir die Minimierung der BILI-
NEARFORM f(x) = x! Bx, wobei wir die LINEARE NEBENBEDINGUNG g(x) = Ax — b
verwenden. Hierbei kénnen wir wieder annehmen, dafl B SYMMETRISCH ist, denn
sonst ersetzen wir B durch B’ = %(B + BT), wofiir ja

1
x'B'x==(x"Bx+ x"B'x )=x"Bx
92 ———

(xTBx)T=xTBx

gilt. Dann ist20
Vf(x) =2Bx und gx)=A

und damit erhalten wir aus Satz 4.2.11 die Bedingung

0=Vf(x)—A"g (x) =2Bx —A"A=2Bx - A"A=[2BA"]

V|

Zusammen mit der Nebenbedingung Ax = b fiihrt das dann zu dem linearen Glei-

chungssystem
2B AT |[x]_[0O b B+BT AT ][ x]_[0
A o0 |[a]T]p ] v A0 |[a|T b

im Falle einer nichtsymmetrischen Matrix B. Damit ldsst sich auch dieses Minimie-
rungsproblem sehr einfach 16sen.

Ubung 4.2.3 Zeigen Sie: Fiir die Bilinearform f(x) = %xTBx ist Vf(x) = (B+B")x.
&

4.3 Ein bisschen Variationsrechnung

Man kann Minimierungsprobleme noch ein wenig allgemeiner angehen, indem
man nicht eine Funktion beziiglich deren Argument im R” minimiert, sondern in-
dem man einen Ausdruck, der von einer Funktion abhéngt, beziiglich dieser Funkti-
on minimiert. Der zu minimierende Ausdruck ist dann eine Abbildung von einem
FUNKTIONENRAUM in die reellen Zahlen, also ein sogenanntes FUNKTIONAL. Die
Minimierung von Funktionalen beziiglich ist genau das Thema der VARIATIONS-
RECHNUNG — im Ubrigen ein sehr klassisches Gebiet der Analysis mit immens vie-
len Anwendungen. Sehen wir uns einmal kurz die wesentlichen Ideen an, und zwar
in der Darstellung von [10]. Ein VARIATIONSPROBLEM befasst sich zuerst einmal mit
der Minimierung eines Funktionals der Form

b
LIf] = / F(x.f. f') dx 4.3.1)

beziiglich der Funktion f, wobei F (x,y,)’) : R3> — R eine Funktion in den
formalen Variablen x, y, y’ ist.

ZWer’s nicht glaubt: Nachrechnen!
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4 Extrema

Beispiel 4.3.1 (Kiirzester Weg). Gesucht ist eine Funktion f mit f(a) = f,, f(b) =
f» und kiirzester Bogenldnge

'/ab A1+ f(x)2dx, = F(x,v,y) =+/1+ ()2

Das wesentliche Konzept hier ist das DIFFERENTIAL eines Funktionals, das einer
Ableitung des Funktionals nach der Argumentfunktion entspricht. Fiir ein Funk-
tional L fixieren wir f und betrachten fiir Funktionen / die Differenz

ApLLf]:=L1f+h]-L[f].

Wir nennen L DIFFERENZIERBAR an f, wenn es ein LINEARES FUNKTIONAL?? 6 L[] (f)
gibt, so daB

AWLLf] = SLIRI(f) +n(h), k%%%%=

Dazu brauchen wir also einen normierten Raum von Funktionen und es kann nicht
schaden, wenn der Funktionenraum auch vollstindig ist. Ein derartiger BANACH-
RAUM ist fiir ein kompaktes Intervall / C R beispielsweise

cD).  fIl= 1 flle = max| ()] (4.3.2)

oder )
k), =D 1Pl (4.3.3)

j=0

Lemma 4.3.2. Das Differential SL[-|(f) ist eindeutig.

Beweis: Giibe es zwei Differentiale & — 61L[h](f) und h +— 69L[h](f), dann wire
6[h] = 61L[h](f) — 62L[h](f) = ApLLf] —n1(h) — ApL[h] +n2(h) =na(h) —m(h)
und da §[-] ein lineares Funktional ist, ist fiir # > 0 und ||| =1

Colth] olth]  meh) - na(th)
=== =

also

m(th) = ma(th) _

S[h] =1
L] = lim 27|

und damit ist auch

o[h] = ||rl[ 6Th/IIRII] =0
fiir jedes h, also 6 = 0, das heiBt, 61 L[h](f) — ooL[h](f). O

Bemerkung 4.3.3. Das Funktional L[ f] ist normalerweise nich? DIFFERENZIERBAR,
sondern “nur” KONVEX, d.h.

L{Q-a)f+agl<A-a)L[f]+aLlL]lg], a € [0,1].

In diesem Fall betrachtet man nicht das Differential, sondern das sogenannte SUB-
DIFFERENTIAL, siehe z.B. [23], was die Dinge zwar schon etwas schwerer bzw. in-
teressanter aber nicht unmdoglich macht.

%’Diese Funktional entspricht der Richtungsableitung in Richtung /.
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4.3 Ein bisschen Variationsrechnung

Proposition 4.3.4. Wenn das Funktional L[f] an f* ein Minimum hat, dann ist
OL[h](f*) =0 fiir alle h.

Beweis: Ist f* eine Minimalstelle, dann ist fiir hinreichend kleines ||A||
O<L[f"+h]l-LL[f"]=06L[h]+n(h)

weswegen 0L[/] > 0 sein muB, da der andere Term schneller als ||| gegen Null
geht. Nun ist aber wegen der Linearitdt des Differentials die Bedingung

0 < SL[h] = ~6L[~h] <0

nur mit L[] = 0 zu erreichen. O

Die Bedingung an das Differential ist ja ganz schon, aber es ist in keinster Weise
klar, wie man sowas praktisch ausnutzen kénnte. Zu diesem Zweck verwenden wir
eine Taylor—Entwicklung von F' und erhalten aus der Definition von L

b
MLIf] = L[f+h]—L[f]=/ F o f+hf 4 ) —F (o fof) de
oF

b aF / V4 4
= / h—(x, f, f)+h x, f, f) dx+---
a Oy oy’
weswegen
b
SL[h] = / noF x, f, f)+ I or (x, f, f) dx (4.3.4)
a Oy oy’
ist.

Satz 4.3.5. Ist eine Funktion f Minimallisung, dann erfillt sie die EULER—LAGRANGE—

GLEICHUNG
0 OF

oF , N
a_y(x,f’f)_aa_y,(xaf,f)_o (4‘35)

des Variationsproblems.

Die Differentialgleichung 4.3.5 kann man dann mit den verschiedensten Verfahren
numerisch angehen kann.
Der Beweis von Satz 4.3.5 basiert auf dem folgenden elementaren Lemma.

Lemma 4.3.6. Erfiillen die Funktionen fy, . .., f, € Cla, b] die Identititen

b n
D H@ R (x) =0 (4.3.6)
Jj=0

a

fiir alle h € C"[a, b] mit h'))(a) = KV (b) =0, j =0,...,n, dann gilt

i(—l)f £ =0, xelabl. (4.3.7)

J=0
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4 Extrema

Beweis: Partielle Integration von

/ F(0) A (x) dx = (1) / £ (x) h(x) dx

zeigt, daB genau dann /a b f(x) k9 (x) dx = 0 fiir alle A, die am Rand verschwinden,
gilt, wenn .
0=fV = felljy

ist. Sei F; die (n — j)-te Stammfunktion von f;, also

X 1)
FJ-=/ / fi(t) dtidty---dt,_;,

dann ist natiirlich f; = F;n_j ) und partielle Integration liefert wieder einmal

b n n b , .
0 = [ Y nwarmar=Y [TE 0
a ]=0 ]=0 a
n b . b & :
- Y [V E@ R @ = (1 [ D0 8 0 ds
j=0 a a j=0
also
n . n—1 .

D) TF @ el = fu=- Y (-1VFj+p. pella

j=0 j=0
Damit ist f, mindestens eine C'~Funktion, denn alle Funktionen F 5 J=0,...,n-1,

auf der rechten Seite sind Stammfunktionen stetiger Funktionen. Nimmt man nun
die erste Ableitung, dann ist

n—2
fi=foa== ) (DI Fj+p’
-~

wieder eine C1-Funktion, kann also noch einmal differenziert werden und damit
ist
’
(fr; - fn—l) = fr:, - fr;—l

eine wohldefinierte stetige Funktion. Setzen wir dieses Argument induktiv fort, so
erhalten wir schlieBlich, daf3
_1)/ £
2V
J=0

eine stetige Funktion ist, und eine weitere partielle Integration zeigt, da3

bl n
0= / Z(—nf £ | h(x)dx =0, h(a) = h(b) =0,

J=0
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4.3 Ein bisschen Variationsrechnung

ist, und da das fiir alle stetigen / gilt, muB} die stetige Funktion in 4.3.7 in der Tat
auf ganz [a, b] verschwinden. O

Ubung 4.3.1 Zeigen Sie: Ist f stetig und erfiillt

b
/ f(x)h(x)dx =0, heCla,b], h(a)=nh(b)=0,

dann ist f = 0. o

Beweis von Satz 4.3.5: Wir wenden einfach Lemma 4.3.6 auf die Identitit

oF
oy’

b
OzéL[h]z/a h‘;—l;(x,f,f')+h' (x, f, f') dx

Jo N

an. O

Beispiel 4.3.7 (Kiirzester Weg, Teil II). In diesem Fall ist F (x,y,y’) = y1+ "2
und damit

oF 0 or 1 2y
dy 9y 2\1+y? 1 +y’2.
Die Euler-Lagrange—Gleichung lautet also
0 OF oF , f(x)
R = C = — . I, =
9 dy 9y (x, £, f)

V1+(f(x))?
oo [0 ) = 1] —Co
¢ 1+ (f1(x))? - F=z 1-¢

also ist f’ eine Konstante und die Funktion damit eine Gerade — die Konstante C

bestimmt sich dann aus den Randbedingungen, sollte aber nicht gerade +1 sein?®.

also

Bberlegen Sie sich, warum das nicht sein kann.
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Implizite Funktionen 5

Da ist das Problem, suche die Lisung;. Du kannst Sie durch reines Denken
finden; denn in der Mathematik gibt es kein Ignorabimus.

(D. Hilbert)

Eine iMPLIZITE FUNKTION gibt Beziehungen zwischen Variablen x und y nur auf
indirekte Weise an, nimlich als

F(x,y)=0, xeUCR" yeVCR", F:R™" — R, (5.0.1)
Insbesondere kann man ein beliebiges GLEICHUNGSSYSTEM

gilx)=h;(x), j=1,...,d, = G(x) =H(x)
& (G-H)(x)=0

als implizite Gleichung darstellen. Das Ziel bei der Behandlung impliziter Funktio-
nen besteht dann darin, einige Variablen in Abhingigkeit der anderen Variablen
auszudriicken, also eine Funktion f : R" — R™ zu finden, so daB3 mit der Notation
aus (5.0.1) dann

F(x, f(x)) =0, xeU, (5.0.2)

erfiillt ist. In diesem Kapitel werden wir herausfinden, unter welchen Vorausset-
zungen so etwas zumindest lokal moglich ist und wie man implizite Funktionen
nutzen kann.

5.1 Ein Ableitungstrick und Implizitierung
Bevor wir loslegen, ein einfaches Beispiel fiir implizite Funktionen.

Beispiel 5.1.1 (Kreise & Kugeln). Der Einheitskreis S? erfiillt die implizite Funk-
tion

0=F(x,y) =x2+y2-1 oder 0=F(x,y)=x*+y*-1.

Beide Gleichungen sind korrekt, aber bei der ersten ist F wegen der Wurzel nicht
differenzierbar. Beim AUFLOSEN nach y gelangt man zu der wohlbekannten Fallun-
terscheidung

y=felx) =+V1-x2,  xe[-1,1],
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9 Implizite Funktionen

es gibt also keine! Auflosung fiir alle x und es kann mehrere Losungszweige geben.
Analoges gilt fiir die Einheitssphédren S", die durch

n

F(x):Zx;l.—l

j=1
implizit gegeben sind.
Ein erster Vorteil impliziter Funktionen ist, da wir Funktionen manchmal sehr

einfach differenzieren kénnen, indem wir die KETTENREGEL ausnutzen. Sei also
f:R* - R™ und F : R™" — RY differenzierbare Funktionen mit F(x, f(x)) = 0

Dann setzen wir G(x) = F(x, f(x)) = F(g(x)), g(x) = und erhalten nach

X
J(x)
der Kettenregel (3.6.9)2 aus der Tatsache, daBl G(x) = 0 ist, fiir j = 1,...,d und
k=1,...,n die Rechnung

,_9G; 0
_(9_xk(x)_8_xk (g(x))
- Z—( () S )+Z—< (1) 28t
!,_/
=z—€ =bx,¢ =gxii

= s ; e NI 0 = 22 o) + (Fi ) 5/ 0)

also, wenn wir alles in einer Matrix zusammenfassen,

Fi(x, f(x)) = = Fy(x, f(x)) [ (%), (5.1.1)
~——
eRdxn cRdxm eRmxn

wobei F] die Ableitung bzw. die JACOBIMATRIX beziiglich der ersten n Variablen
X1,...,X, bezeichnet und F; die Ableitung nach den letzten m Variablen y1, ..., m.
Ist d = m und die dann QUADRATISCHE MATRIX FJ(x, f(x)) INVERTIERBAR, dann
ist sogar

f(x) = =Fj(x, f(x)) 7 F{(x, f(x)). (5.1.2)

Beispiel 5.1.2. Leiten wir doch einmal unsere impliziten Kreise F(x, y) = x2+y?-1
mit f(x) = £V1 —x? ab, dann ergibt sich, da hier d = m =1 ist, die Ableitung

)= =
VI —x2  VI-aZ

und das ganz ohne die Wurzel ableiten zu miissen.

1Relle, um genau zu sein. Aber Achtung: Differenzierbarkeit von komplexwertigen Funktionen ist
nicht so einfach und nennt sich dann FUNKTIONENTHEORIE, siehe [14].
Das ist auch gleich noch einmal eine schone Ubung im Umgang mit der Kettenregel.

96



5.1 Ein Ableitungstrick und Implizitierung

x0

Abbildung 5.1.1: Der ZWEIGELENKROBOTER. Die RegelgroBen sind die beiden Winkel «
und B, die zu regelnde GréBe ist der TooL CENTER POINT x(%).

Beispiel 5.1.3 (Roboter). Wir sehen uns einmal die KINEMATIK eines ganz ein-
fachen Roboters wie in Abb. 5.1.1 an und wollen wissen, wie der ToOOL CENTER
PoINT x® von den Winkeln @ und 8 abhingt®. Dazu bestimmen bestimmen wir
zuerst

2D = 5O 4 g cos @ ]
sin
und dann
@2 - @ cosa+f | _ (0 cosa cos(a + f)
X = xV+dy sina + 8 =x"V +d; sina sin(a + )
dy cos a + dg cos(a + f3)
_ 0) 1 9 .
=T [ disina+dysin(a+p8) | (e, p). (5.1.3)

Die Abbildung f : R? — R? heiBit (kinematische) VORWARTSTRANSFORMATION, die
Abbildung f1 entsprechend (kinematische) RGCKWARTSTRANSFORMATION.

Offensichtlich kann man in Beispiel 5.1.3 die Vorwértstransformation f : (o, 8) —
x® einfach und explizit angeben, die Riickwirtstransformation eher nicht. Um das
zu ermoglichen, verwenden wir eine implizite Darstellung.

Beispiel 5.1.4 (Roboter II). Durch eine einfache Umformung kénnen wir unser
Roboterproblem auch implizit schreiben, ndmlich als

F(x’¢) :F(xl,XQ,a’,ﬁ) :x—f(¢)
_ (0) dy cos a + dg cos(a + B)
YT dysina +dy sin(a + )

0

. (5.1.4)

Diese Funktion erfiillt dann

0=F(f(¢),9)=F x.f(x)).

3Wir machen das hier jetzt ,zu FuB“, es gibt dafiir eine sehr schone klassische Theorie auf der
Basis von Matrizenmultiplikationen, die man beispielsweise in [22] findet und die auch den
Standard in der Robotik darstellt.
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9 Implizite Funktionen

Es gibt sogar noch eine andere IMPLIZITIERUNG: Die Kenntnis der Winkel ist ndmlich
dquivalent zur Kenntnis des Punktes x, denn kennen wir x), dann sind @ und
B ja die Winkel zwischen xV — x(® und der x—Achse bzw. zwischen xV) — x(© und
x —x, Und fiir x(V) gibt es eine fast noch schénere implizite Funktion:

&2 = xV - xO)2

O:F(x,x(l)): ;
a3~ lx - x V|2

Diese Funktion stellt eine GEOMETRISCHE INVARIANTE? des Roboters dar: Die Ab-
stinde der betrachteten Punkte zueinander sind die Langen der Arme.

Beispiel 5.1.5 (Roboter III). Um die Umkehrung f~! der Vorwirtstransformation
zu berechnen, nutzen wir nur die implizite Definition (5.1.4) und (5.1.2), um

(f—l)’ (X) — —F(;(X, f_l(x))_l F);(X, ¢) — (f/(¢))—1 I
~—
=¢

zu erhalten. Haben wir nun eine (zeitabhingige) Kurve x(¢), t € [0,1], mit zu-
hehorigen Winkel ¢(z) abzufahren, dann ist

S o) = (7 G0) X0 = (7 o) X0

und damit

- ! d - ! 4 - ’
60 = 7 50 = 00+ [ L o) dr =00+ [ @@ ¥ (0
(6.1.5)
Da das Integral zur Bestimmung von ¢(#) nur die bekannten Werte ¢(7), 7 < ¢,
benétigt, kann man so iterativ die Winkelstellungen berechnen, insbesondere auch
numerisch, siehe [22].

Beispiel 5.1.6 (Roboter IV). Kiritisch sind fiir die Methode (5.1.5) allerdings SIN-
GULARE KONFIGURATIONEN, fiir die

—dy sina — dysin(a + B) —dg sin(a + )
dicosa+dgcos(a+pB) dycos(a+p)

0=f"(a.B) =

gilt. Schauen wir uns an, wann diese auftreten. Da wir bei der Determinante belie-
big Spalten zueinander addieren oder voneinander abziehen diirfen, ist

, B —dy sina  —dg sin(a + )
det f'(a, B) = det [ dicosa dycos(a+p)
= didy (cosa sin(a + B) — sina cos(a + B)) = didysin(a + 8 — a)
= d1d2 sin,B,

und eine Singularitét tritt fiir 5 € {0, 7} auf, also fiir den voll zusammengeklappten
Roboter und den komplett ausgestreckten Roboter und das sind auch genau die
beiden Situationen, die man vermeiden sollte.

4Und kann sehr systematisch fiir recht beliebige Roboter verwendet werden, was auch den Ein-
satz von Methoden der Computeralgebra erméglicht. Aber das ist auch wieder eine andere
Geschichte.
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9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

5.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

In diesem Abschnitt erhalten wir das wichtigste Resultat tiber implizite Funktionen,
das uns sagt, wann wir nach geeigneten Variablen auflésen kénnen.

Satz 5.2.1 (Satz iiber implizite Funktionen). ZuU C R" undV C R" sei F : UXV —
R™ STETIG DIFFERENZIERBAR. Weiter sei (x*,y*) € U XV ein Punkt mit F(x*,y*) = 0,
an dem die Matrix

’ aF'J . X
F=|—:j,k=1,...,m| e R"™" (5.2.1)
Y [ 0yk

INVERTIERBAR ist. Dann gibt esU', V' mitx* € U' C U und y* € V' C 'V, sowie eine stetig
differenzierbare Funktion f : U" — V' mit
f(x*)=y" und F(x,f(x))=0, xelU (5.2.2)
AufSerdem gilt
F(x,y)=0 & y=f(x), (x,y) e U x V. (5.2.3)
Bemerkung 5.2.2 (Implizite Funktionen).

1. Die Dimension von y und die Anzahl der Komponenten von F miissen jetzt
in Satz 5.2.1 {ibereinstimmen, denn sonst wire die Matrix in (5.2.1) nicht
quadratisch und damit auch nicht invertierbar.

2. Man kann das auch anders sehen: Die Anzahl der Komponenten von F gibt
die Anzahl der Variablen, nach denen man auflésen kann. Interpretiert man
F nun als GLEICHUNGSSYSTEM, dann heiflt das, daB man in jeder Gleichung
eine Variable ELIMINIEREN, also durch andere Variable ausdriicken und dann
in den anderen Gleichungen einsetzen kann. Diese Vorgehensweise kennt
man auch bei der naiven Losung von linearen Gleichungssystemen®

3. Die Mengen U’,V’ sorgen fiir eine LOKALISIERUNG der Invertierung. Die
Funktion f ist nicht global bestimmbar, sondern eben nur /lokal.

Bevor wir uns an den Beweis von Satz 5.2.1 machen, zuerst noch eine kleine Vor-
bemerkung.

Lemma 5.2.3. Ist F stetig differenzierbar und ist die Matrix Fy an einer Stelle (x,y)
invertierbar, so ist sie das auch in einer Umgebung von (x,y).

Beweis: Die Matrix ist genau dann invertierbar, wenn
det Fy(x,y) # 0
. . . . . . ¢ . or; .
ist. Diese Determinante ist ein Polynom in den m? Variablen W}i’ J,k=1,...,m,

die ihrerseits wieder stetige Funktionen sind. Damit ist det Fj(x,y) eine stetige
Funktion und damit gibt es ein 6 > 0, so daB3

llx" = x|
ly" =yl

2

/4 7 7 /4 1 7
} <0 = |detFy(x,y)—detFy(x,y)| < §|detFy(x,y)

5Wie es richtig geht, lernt man dann in einer Numerik-Vorlesung.
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9 Implizite Funktionen

und damit hat dann det Fj(x",y’) fiir alle solchen x’,y" dasselbe Vorzeichen wie
det Fy(x,y), kann also insbesondere nicht Null werden. Damit ist die Ableitung
aber in dieser Umgebung invertierbar. m]

Jetzt aber zum Beweis, der ein bisschen ldnglicher werden wird.
Beweis von Satz 5.2.1: Nach Voraussetzung ist die Matrix A := FJ(x", y*) inver-
tierbar und so kénnen wir die Funktion

G:(x,y) > y—-AT1F(x,y), (x,y) eUXYV, (5.2.4)
definieren, die
r _ -1 r Pk kY roox sN=1 oo w kN
Gy=1-A""F] = Gy(x",y") =1 - Fy(x",y") " Fy(x",y") =0

erfiillt. Wegen der Stetigkeit von F} gibt es daher Umgebungen® x* € Uy und y* € V;
des Punktes, so dal3

, 1
||Gy(x9 .V)” < 59 (xa y) € Ul X Vl’ (525)

wobei wir als Matrixnorm beispielsweise wieder die Operatornorm verwenden
konnen. Dann wihlen wir ein p € (0,1), so dal

Bp(y*) cWh

ist und eine offene Umgebung Uy C U; von x*, so daB3

sup [|G(x,y") =y < 5 (56.2.6)
xelUsy

Nach der Definition (5.2.4) ist
F(x,y)=0 < y=G(x,y)

und unsere implizite Funktion ist damit dquivalent zu einem FIXPUNKTPROBLEM.
Nach (5.2.5) gibt es fiir x € U1 und y,y’ € V1 ein iy € [y, y’] mit

IG(x,y) =G, y)Il = [|Gy(x.m) (y =) < |G| 1y =)
=

[

IA

LI
Sl =l

auf der Menge V; ist also G(x,-) eine Kontraktion fiir alle x € U;. Wihlen wir
x € Uy Cc U1 und y’ = y*, dann erhalten wir fiir y € B,(y*) da3

1G (x, y) = ¥l IIG(x Y) =G y)l +11G G, y) =yl

IIy Yyl +sup |G(x,y") =y < p
A/—/ xelUy

<p

IA

IA

<p/2

Die wir als Kugeln und damit konvex wéhlen kénnen.
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9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

so daB fiir jedes x € Uy die Funktion

g:y—Gx,y), B,(y*) = B,(y"),

eine KONTRAKTION auf B, (y*) ist. Nach Satz 1.5.9, bekannt als BANACHSCHER F1x-
PUNKTSATZ, hat damit die Funktion g fiir jedes x € Uy einen eindeutigen FIXPUNKT
f(x) mit der Eigenschaft

f(x) =G, f(x) e 0=F(x f(x))

und es gibt in B,(y*) auch keinen weiteren Fixpunkt, also auch kein weiteres y €
B,(y*) mit F(x,y) = 0. Zwischenfazit:

Es gibt eine lokale Funktion f : Uy — B,(y*) mit F(x, f(x)) = 0 und f(x) ist
der einzige passende Wert in B, (y*) zu x.

Nun miissen wir noch zeigen, dall f differenzierbar ist. Dies zeigen wir nur fiir
den ,Bezugspunkt® x*, da dieser beliebig ausgewihlt war’ gilt das fiir jede Stelle,
an der FJ invertierbar ist und nur solche betrachten wir ja. Wir setzen

Ay = Fl(x",y") e R™", Ay = Fi(x",y") € R™™
und erhalten aus der Differenzierbarkeit von F, daf3

F(x,y)

F(x*, ) +A;(x =x") + Ay (y = ¥*) + n(x, y)
| —
=0

n(x,y)

— 0, (5.2.7)
1 =x*, y = y*)ll2

= A(x=x)+A,(y-y)+nxy),
wobei A, invertierbar ist. Das liefert

0 = AJJ0O=AJ'F(x, f(x) = AT (Ac(x = x%) + Ay (f(x) = y*) +11(x, y))
AT A (x =2 + f(x) = y" + AT (2, ),

also

FOE+R) = f(x*) = fF(+h) =y =-AJ Ach— ATTp(x" + h, f(x* + h)). (5.2.8)
N——
=f'(x*)

Die hier gefundene Definition von f’(x*) ist bei genauem Hinsehen
f1) = =F (0, y) TR YY),

also nichts anderes als unsere bereits wohlbekannte Formel (5.1.2). Nach (5.2.8) ist
also f differenzierbar an x*, wenn

n(x*+h, f(x*+h))
| All2

Einzige Forderung war ja, daB FY an dieser Stelle invertierbar ist.

0. (5.2.9)
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9 Implizite Funktionen

Nach (5.2.7) gibt es U3 ¢ Uy und 0 < 0 < p, so daB fiir (x,y) € U3 X B, (y")

1 % k k *
GV < e [ = X7 y =yl < (Ie =x"{l2 + [ly = ¥"ll2) »

2/|A3M| 2/1A3 1|

siehe Ubung 5.2.1, und alle Punkte (x, f(x)), x € Us, liegen in Us X B, (y*). Dazu
wihlen wir erst o klein genug und dann U3 so, dal3 es klein genug ist und dann
zusitzlich (5.2.6) erfiillt®. Dann ist

1

7Gx, fFON I < oA

(Ilx = x"ll2 + 1LF () = y7ll2)

und damit nach (5.2.8)

If (" +h) = y* I < A ALKl + 1A n(x* + b, f(x*+ )|
AT AN 1Al + AT I G + B, f (2 + R)|

IA

_ 1 - * *
IAT AL RN+ ———= A (LAl + 11f (x* + h) = y¥[l2)
201A

_ 1 1 . .
(IIAyleII + 5) 1A+ SIF G+ ) = 37,

also

1FG+ B =yl < (20452 A+ 1) (1l (5.2.10)

woraus die Stetigkeit folgt. Damit ist dann aber

G + A fE+ I G + Ay f(7 + B

(A, fxe* +h) = y*[l Al + 11 (x* + h) = y*lle
A A )] I (/G S A G )| 1
IAll2 + (AT Al + 1) IA]l2 lIAll2 2| AFIA +2°
was (5.2.9) beweist und damit den Beweis der Differenzierbarkeit von f komplet-
tiert, aus der aber nach Satz 3.3.3 auch die Stetigkeit von f folgt. m]
Ubung 5.2.1 Zeigen Sie, daB ||(x,y)|l2 < |Ix]l2 + [ly]lo gilt. (Einzeiler) o

Eine Beobachtung des Beweises fassen wir nochmals zusammen.

Korollar 5.2.4 (Ableitung implizit definierter Funktion). Ist F : U XV — R diffe-
renzierbar, U C R",V C R™ und ist (x,y) € UXV mit F(x,y) = 0 und det Fj(x,y) # 0,
dann gilt fiir die implizit definierte Funktion® f : R" — R™

f(x) = =F}(x, f(x)) " F{(x, f(x)). (5.2.11)

Eine weitere Anwendung des Satzes {iber implizite Funktionen ist eine Formel fiir
die Ableitung der Inversen.

8Dazu miissen wir die Menge ja nur verkleinern.
9Die nach Satz 5.2.1 existiert.
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9.2 Der Satz iiber implizite Funktionen

Satz 5.2.5 (Ableitung der Umkehrfunktion). Ist f : U — R", U C R" offen, stetig
differenzierbar und erfiillt an der Stelle x € U die Bedingung det f'(x) # 0, dann ist f
in einer Umgebung von x invertierbar und die Umkehrfunktion {1 erfiillt

(r) e = ren™. (5.2.12)
Beweis: Wir betrachten die Funktion F : R** — R”, definiert durch
F(u,v) =u- f(v), u,v e R",
fiir die F(f(x),x) =0, x € R", und
Fowv)y=1,  Fuv)=-f)

gilt. Ist det f'(x) # 0, dann gibt es nach Satz 5.2.1 mit (u«*,v*) = (f(x),x) = (y,x)
eine eindeutige Funktion g mit

0=F(y,g80)=y=(fog)y), yeU>s f(x), (6.2.13)

so daB f eine Umkehrfunktion von g ist. Da det f’(x) # 0 ist und da f” stetig ist,
gilt det f'(x") # O auf einer ganzen offenen Umgebung U’ von x. Damit ist, fiir
x#x' el

f) = f&x)=f(€) (X =x) #0,
—— ——
det#0 #0

also ist f LOKAL INJEKTIV. Mit y = f(x’) in (5.2.13) erhalten wir dann f(x") =
f(g(f(x"))) und wegen der lokalen Injektivitit muss g(f(x")) = x” sein, g ist also
lokal auch eine Umkehrfunktion'® von f. AuBerdem gilt nach (5.2.11)

g0 =—(F.eoN) " Fly,g) = (f g™

=—f"(g(y)~! =1

und mit nochmals y = f(x) ergibt sich

FY @) =) = (Fe(f@)) ™ = (@)™

wie in (5.2.12) behauptet. O

Definition 5.2.6. Eine Stelle x € U C R”" heil3t SINGULARER PUNKT einer an x
differenzierbaren Funktion f : U — R", wenn det f’(x) = 0 ist.

Singuldre Punkte sind bei Funktionen R” — R” genauso unangenehm wie bei Kur-
ven, es ist immer besser, wenn x ein REGULARER PUNKT ist, also wenn det f’(x) # 0
ist.

OWir haben also folgendes bewiesen: Ist f eine Umkehrfunktion von g, dann ist auch g eine Umkehr-
Sfunktion von f, solange nur die Ableitungen nichtsinguldr sind.
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9 Implizite Funktionen

Bemerkung 5.2.7. Ein anderer Blickwinkel an implizite Funktionen ist, daf3 man
implizit gegebene Funktionen in vielen Féllen nach ,irgendwelchen® Variablen auf-
l6sen kann: Ist F : R* — R% d < n, eine stetig differenzierbare Funktion und
x € R” ein Punkt mit F(x) = 0, dann kann man die Matrix F’(x) € R¥" betrachten.
Hat diese Matrix d linear unabhingige Spalten, dann kénnen wir die zugehorigen
Komponenten von x in y € R¢ zusammenfassen und den Rest in ¥ € R"¢ zu-
sammenfassen. Nach einer Umnumerierung der Variablen erhalten wir dann eine
Funktion F : R"~9* — R9 mit

F(®y =0, detF5(x,5) #0

und damit gibt es wieder ein f : R"“¢ — R? mit F(X, (%)) = 0. Diese ausge-
wihlten Spalten miissen nicht eindeutig sein, es gibt also eventuell sogar mehrere
Moglichkeiten, nach einzelnen Variablen aufzul6sen.

Beispiel 5.2.8. Wir betrachten F(x,y) = x? +y% -1, also die implizite Definition
des Einheitkreises. Hier ist
F'(x,y) = [2x,2y],

wo fiir xy # 0 beide Spalten!! Determinanten # 0, man kann also nach x oder nach
y auflésen. Fiir x = 0 hingegen miissen wir nach y auflosen, denn x(y) ist an dieser
Stelle nicht eindeutig, da es ja immer +4/1 — yr ist. Analog fiir y = 0.

Beispiel 5.2.9 (Roboter III). Die ,abgefahrene“!? GroBe (f~1)" hat nun iibrigens
eine technische Bedeutung, denn sie gibt uns die Anderung der Winkel, also der
SteuergroBen, in Abhingikeit von der Anderung des Tool Center Point und liefert
damit eine Umrechnung von BEWEGUNGSGESCHWINDIGKEIT in WINKELGESCHWIN-
DIGKEIT. Das eine ist das, was der Benutzer gerne hitte, das andere das, was wir
steuern miissen. Etwas formaler: Der Roboter soll eine Kurve x(¢) = f(¢(t)) :=
f(a(t), B(t)) abfahren. Die so resultierende Bahngeschwindigkeit ist'® dann

[ x3(0) (1) ]
X (1) B'(1)

und fiir die Umkehrfunktion ¢(7) = f71(x(¢)) liefert das nun gerade

] =x'(1) = %(f o ¢)(1) = f(¢(1) ¢'(1) = f'(¢(1)) [

¢ = (1) Y0 = (@)™ ¥,

Das ist die praktische Anwendung von Satz 5.2.5, denn f’(¢(¢)) kénnen wir leicht
ausrechnen und invertieren!, x() ist die vorgegebene STELLGROSSE und dann ist
die geforderte Winkelstellung ¢(¢) nichts anderes als'® das Integral

o(1) = /0 o'(1) di - $(0) = /0 P60 ¥ (1) di - $(0).

11Das sind einfach nur die Zahlen 2x, 2y.

2Wie wir gleich sehen werden, gilt das sogar im Wortsinne.

13S0 kénnen wir auch noch einmal unsere Kettenregel iiben.

4Es sei denn, der Roboter fihrt in die singulire Position.

15Und ¢(0) ist die hoffentlich bekannte Position des Roboters zum Zeitunkt = 0, an dem die
Bewegung beginnt.
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Ubrigens gibt es nur eine LOKALE INVERSE von f, denn fiir jede nichtsigulire Stel-
lung des Roboters gibt es immer zwei Konfigurationen mit demselben Ergebnis x,
eine bei der x(!) oberhalb der Verbindungsgeraden zwischen x(¥’ und x liegt und
eine, bei der der Punkt darunter liegt.

5.3 Der Umkehrsatz

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist die Ant-
wort auf die Frage, wann sich eine Funktion F' : R” — R" umkehren lésst, also wann
die UMKEHRFUNKTION F~! existiert. Auch hier spielen die reguliren Punkte die
entscheidende Rolle. Das folgende Resultat ist eine Reformulierung von Satz 5.2.5
nach [11]. Bewiesen haben wir es aber schon vorher.

Satz 5.3.1 (UMKEHRSATZ). Ist f : U — R", U C R” stetig differenzierbar und x* € U
ein REGULARER PUNKT von f, d.h., det f'(x*) # 0, dann gibt es eine Umgebung U’ C U
von x* und eine Umgebung V von y* = f(x*), so daf f : U — V eine BYEKTION ist.
Insbesondere existiert aufV die UMKEHRABBILDUNG {1 : V — U’, die

() on=ren? (53.1)
erfullt.

Mit Hilfe des Umkehrsatzes lassen sich auch globale Eigenschaften einer Funktion
beweisen, die wir im Folgenden zusammenstellen wollen.

Satz 5.3.2. Ist f : U — R", U C R", U offen, eine stetig differenzierbare REGULARE
Funkrion, d.h. det f'(x) # 0, x € U, dann gilt:

1. f ist eine OFFENE ABBILDUNG'®:

U C U offen = FU") offen.

2. Es gilt das MaximumpRINZIP: Die Funktion x — || f(x)|| besitzt auf U kein Maxi-
mum.

3. Ist0 ¢ f(U), dann besitzt || f|| auch kein Minimum auf U.

4. Ist f NJEKTIV, dann ist die UMkEHRFUNKTION f~1 1 f(U) — R" stetig differenzier-
bar.

Bemerkung 5.3.3. Ist U beschrinkt und damit der ABSCHLUSS U KOMPAKT, dann
hat das Maximumprinzip eine stirkere Formulierung:

Die Funktion || f|| muss ihr Maximum auf dem Rand dU annehmen.

Dies folgt sofort aus Satz 5.3.2, da die stetige Funktion || f|| auf dem Kompaktum
U annehmen muss, auf der offenen Menge U selbst aber nicht — da bleibt dann nur
noch der Rand tibrig.

Beweis von Satz 5.3.2: 1): Seix € U’ C U und f(U’) > y := f(x). Nach dem
Umkehrsatz ist f auf einer offenen Menge U” C U’ um x eine Bijektion und f und
f71 sind stetig!”. Trivialerweise gilt fiir jedes V ¢ U”, wo f ebenfalls eine Bijektion

16Bitte nicht verwechseln: Bei einer stetigen Funktion sind die Urbilder, nicht die Bilder offener
Mengen offen.
17Sie sind ja sogar differenzierbar!
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9 Implizite Funktionen

ist, daB3
V=r71fw)

sein muss, und damit ist £(V) Urbild der offenen Menge V beziiglich £~ und offen,
da f~! stetig ist. Fiir jedes x € U’ gibt es also eine offene Umgebung V von x, so
daB f(V) offen ist, zu jedem f(x), x € U’, also eine offene Umgebung. Damit ist
f(U’) offen.

Fiir 2) nehmen wir an, x* sei eine MAXIMALSTELLE der Funktion g(x) = || f(x)]|,
das hei8t, || f(x*)|| = ||f(x)]l, x € U. Wire nun f(x*) = 0, dann wire || f(x)] = 0,
x € U, und damit f = 0, also auch f’ = 0 auf U, was aber nach Voraussetzung
ausgeschlossen ist. Also ist ||f(x*)|| # 0. Nach dem Umkehrsatz ist f auf einer
ganzen Umgebung von f(x*) umkehrbar, also gibt es eine offene Umgebung V von
f(x*) mit V € f(U), also auch ein p > 0 mit B, (f(x*)) € V C f(U). Damit ist
aber

y=f(x)+

f(X)—( )f(X)EB(X)Cf(U)

2IIf( ol 2IIf( ol

>0

es gibt also ein x € U mit y = f(x), und es ist

I Q= 1lyll =1l (1+ )f(X)II—(1+ )Ilf(X)||>||f(X)||

201 )l 2l el

>1

im Widerspruch zur Maximalitidt von || f(x*)||.

Der Beweis von 3) verlduft entsprechend, nur mit 1 - m und 4) ist eine di-
rekte Konsequenz aus dem Umkehrsatz, der ja die lokale stetige Differenzierbarkeit
an jedem Punkt zur Aussage hatte. m|

5.4 Nochmals Extrema unter Nebenbedingungen

Wie in Bemerkung 4.2.12 angekiindigt, wollen wir uns jetzt noch einmal den Satz
tiber Lagrange-Multiplikatoren ansehen und ihn mit Mitteln der Analysis, genauer
unter Ausnutzung des Satzes {iber implizite Funktionen, beweisen. Und das wird
sich als ausgesprochen einfach herausstellen.

Korollar 5.4.1. Zu U C R" seien die Funktionen f : R" — R und g : R* — R?,
p < n, stetig differenzierbar, und f besitze in x* € U ein lokales Extremum unter der
Nebenbedingung g(x*) = 0, an der g’ maximalen Rang p hat. Dann gibt es LAGRANGE—
MuULTIPLIKATOREN A € RP, so daf§

fx)=2"g'(x*) =0. (5.4.1)

Bemerkung 5.4.2. Wir fordern in Satz 5.4.1, dal} die Nebenbedingungen an der
Stelle x* NICHTDEGENERIERT sind, das heisst, die Matrix
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9.4 Nochmals Extrema unter Nebenbedingungen

hat den maximalen Rang p < n, so daB3 es eine quadratusche Teilmatrix

6 g J
s j.t=1,...,
gibt, deren Determinante von Null verschieden ist. Dazu brauchen wir, daf§ wir
nicht zu viele Nebenbedingungen haben, also p < n.

Beweis: Wir schreiben x = (y,z), y € R"P, z € RP, also g(x) = g(y, z) und nehmen
an, daB det g’ (x*) # 0 ist, sonst wiirden wir die Variablen einfach umbenennen.
Nach dem Satz iiber implizite Funktionen, Satz 5.2.1, gibt es dann eine Umgebung
U* von x*, in der alle x € U* mit g(x) = 0 von der Form x = (y, ¢(y)) sind.

Da nun f an x* ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g(x) = 0 hat,
hat

vy f(y,e()

ein lokales Extremum!® ohne Nebenbedingung und es gilt, unter Verwendung von
5.2.5,

(e
Il

W' (%) = [f £ () ;] ) = HED)+ L&) '(v7)
KO = 1) gL () T gl (x)

N——

=AT=(1,e 0 dnp)

Ausserdem gilt trivialerweise

L) = fLxgu(x) T gl(x),
N—
==AT=—(21,....,4p)

was sich zu
F &) =[] &) = [alg). Algl] (x) =27 ¢'(x%)
kombinieren lisst und auch schon den Satz beweist. O

Bemerkung 5.4.3. Die Idee des Beweises ist wirklich einfach und naheliegend:
Vermittels des Umkehrsatzes parametrisieren wir die Funktion lokal mit den n — p
freien Variablen und nutzen dann das Kriterium fiir ein lokales Extremum ohne
Nebenbedingungen. Der Rest ldsst sich so schon einfach hinschreiben und formal
verifizieren, weil wir die richtigen Konzepte und angemessene Notation verwenden.

Der analytische Beweis gilt nur fiir Gleichheitsbedingungen, deren Anzahl dariiber
hinaus kleiner als die Anzahl der Variablen sein muss. Bei Gleichheitsbedingungen
kann man immer A durch —A ersetzen, so daf3 es egal ist, ob man f’+1g" = 0 oder
f' —Ag" = 0 fordert und man sich nicht durch unteschiedliche Formulierungen in
der Literatur verwirren lassen muss. Was allerdings bleibt, ist die Frage, wie man
f/ + /lT g/:|
4
wirklich 16st, wenn f und g kompliziertere Funktionen sind. Zufillig befassen wir
uns mit dieser Frage im nidchsten Abschnitt.

0=

18Gleicher Art natiirlich.
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9 Implizite Funktionen

5.5 Das Newton—Verfahren

Der Beweis von Satz 5.2.1 liefert uns auch die wichtigste Idee fiir eines der zentralen
Resultate und eines der wichtigsten Verfahren der numerischen Mathematik. Wir
haben dort ja das Problem F(x) = 0 in das FIXPUNKTPROBLEM

x=G(x)=x—-AT1F(x), A e R (5.5.1)

umgewandelt, wobei A prinzipiell zuerst einmal eine beliebige INVERTIERBARE MA-
TRIX sein darf. Allerdings sollte A quadratisch sein, was nur dann funktioniert,
wenn F : U — R", U C R", eine Funktion mit genausovielen Komponenten wie
Variablen ist. Bei der Suche nach einem FIXPUNKT verwendet man dann die ITE-
RATION

(kD) G(x(k)) — (k) _ F’(x(k))_l F(x(k)), (5.5.2)

und fragt sich, wann x®) = x* mit F(x*) =0, d.h., G(x*) = x*. Dabei ist F/(x(¥))~1
eine Folge von Matrizen, die idealerweise gegen F’(x*) konvergiert, denn diese
Matrix war ja im Beweis von Satz 5.2.1 die ,richtige“ Wahl.

Definition 5.5.1 (Nullstellen). Ein Punkt x € U heiBBt NULLSTELLE von F : U —
R”, U C R”, wenn F(x) = 0 ist und EINFACHE NULLSTELLE, wenn! zusitzlich
det F’(x) # 0, also die Nullstelle kein SINGULARER PUNKT ist.

Bemerkung 5.5.2. Eine Nullstelle von F ist nichts anderes als eine GEMEINSAME
NULLSTELLE der Funktionen fi,..., f,. Einfache Nullstellen kennen wir auch fiir
univariate Funktionen, hier ist dann einfach f’(x) # 0 und die Funktion hat einen
VORZEICHENWECHSEL. Wie Ubung 5.5.1 zeigt, ist das in mehreren Variablen auch
nicht grof anders.

Ubung 5.5.1 Zeigen Sie: Hat F an x eine einfache Nullstelle, dann gibt es eine
offene Umgebung U’ von x, auf der F(x") # 0, x" € U’ \ {x} gilt. o

Lemma 5.5.3. Istx* € U ¢ine EINFACHE NULLSTELLE der zweimal stetig differenzierbaren
Funktion F : U — R", dann gibt es eine Umgebung x* € U’ C U und ein p € (0,1), so
daf$ G(U') C U’ und

IGx) =G <pllx=x1l,  xx" el (5.5.3)

wobei
G(x):=x—-F () F(x), xelU.

Beweis: Da F(x*) = 0 vorausgesetzt war, ist G(x*) = x* und ausserdem ist F’ auf
einer Umgebung U7 von x* invertierbar. Jetzt kommt wieder das ,Verkleinerungs-
spiel“ wie im Beweis von Satz 5.2.1: Da

G'(x)=1-F () F(x) = G'xN=1-Fx)1F &) =0,

Das setzt natiirlich voraus, daB F differenzierbar ist.
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9.5 Das Newton—Verfahren

gibgoes zu 0 < p < 1 eine konvexe Umgebung Us := B,(x*) c Uy, o > 0, von x*
mit

, 1 L
IG")llr < 5o und [IG(x) —x e <5 x € Ug.

9
Fiir x,x” € Uy ist dann mit Hilfe der Fixpunkteigenschaft und dank der Differen-

zierbarkeit gibt es ¢ € [x*,x], & € [x*,x’], so daB
1G(x) = G(xXN)l2 = IG(x) —x" +x* = G(X)]|
G’ (&) (x —=x7) = G"(£) (x" = xM)l;

< NIG7(€) (x = xXNlg + (G (&) = G (&) (" = xT)l
< NG @llF lIx =xllg + 1(G"(€) = G"(ENp lIx" = x|
| ———
<ip <n|D%*Gly, €¢I <o

1 1
< Pl =Xlla+onlD*Glye 1€ =€lls < {5p + 0 nID*Glye | lx = xls
N——

<[lx=x"ll2
1 on |D2G|U7m
—_ + _—

5 plix =l

siehe Ubung 5.5.2, insbesondere (5.5.5). Wihlen wir jetzt also den freien Parameter

o noch so, daf3
o

S
21’l|D2G|U,oo

dann ist U’ = Uy N B,(x*) die gesuchte Menge, auf der G eine KONTRAKTION ist.
O

Ubung 5.5.2 Die FROBENIUSNORM einer Matrix A € R"™" ist definiert als

|AllF = (5.5.4)
Zeigen Sie:
1. Die Frobeniusnorm ist eine NOrRM, d.h., sie erfiillt die Axiome aus Definiti-
on 1.1.4.
2. Die Frobeniusnorm und die EUKLIDISCHE NORM || - ||o auf dem R” sind VER-

TRAGLICH, das heif3t,
lAx[l2 < [AllF [lx][2.

3. Ist F : R" — R™" eine stetig differenzierbare matrixwertige Funktion und
U C R", soist

I1F(x) = F(x)lF < nsup  max ‘ “@)| I -2 le.
fEU .....
20Die Einschrinkung auf die euklidische Norm ,,||- || und die Frobeniusnorm fiir Matrizen hat rein

technische Griinde.
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9 Implizite Funktionen

4. Ist die Funktion F in 3) von der Form F = G’, G : R" — R", so ergibt sich

9%g,

G’ -G'(x < —x'||9. 5.5.5
|G (x) (X)lr <n Z‘Q,E’j,kfﬁi‘..,n ox, 07 | llx = x| ( )
= |D2F|Uoo

o

Der Rest ist dann im wesentlichen nur noch eine Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes, man muss allerdings noch ein bisschen aufpassen, daB F’(x(®)) so
nahe bei F’(x*) liegt, daB es da keine Schwierigkeiten gibt. Details dazu lernt man
in der Veranstaltung NUMERISCHE MATHEMATIK, siehe z.B. [16, 25, 32].

Korollar 5.5.4 (NEWTON-VERFAHREN). Hat die zweifach stetig differenzierbare Funk-
tion F : U — R", U € R" eine EINFACHE NULLSTELLE an x € U, dann gibt es eine
Umgebung U’ von x, so daf fiir alle Startwerte x©) € U’ die NEwToN—ITERATION (5.5.2)
gegen x konvergiert.

Die Geometrie des Newton—Verfahrens in einer Variablen ist einfach: Zu einem
gegebenen Punkt x(¥) schneidet man die TANGENTE an die Funktion f an dieser
Stelle mit der x—Achse und verwendet damit die NULLSTELLE dieser Ndherung als
neue Niherung fiir die Nullstelle — die Nullstellenbestimmung fiir lineare Funktio-
nen gilt ja als eher nicht ganz so schweres Problem. Da3 das am Ende dann so gut
funktioniert, liegt an der optimalen lokalen Anndherung der Funktion durch die
Ableitung. In der Tat ergibt sich die Iterationsvorschrift direkt aus Nullsetzen der

X2 3

x0 |
|

3 x1

Abbildung 5.5.2: Das NEWTON—VERFAHREN, genauer, die ersten beiden Schritte in diesem
Verfahren.

Tangentenformel:

= x(k) — ‘f(x(k))
F)

In mehreren Variablen liefert uns jedes f; einen Gradienten und die Gleichungen

0= () = &™)+ f/(x9) (x - x) e

0="C;(x) = f;(x )+ VEEI) T (x —x®),  j=1,...,n, (5.5.6)
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9.6 Anwendungen impliziter Funktionen

die einen n — 1-dimensionalen affinen Teilraum, also eine HYPEREBENE im R” (als
yParameterraum®) definiert. Der Schnitt dieser n Hyperenebenen ist GENERISCH,
also im Normalfall, ein Punkt, kann aber natiirlich beliebig degenerieren. Fasst
man nun (5.5.6) in einer Gleichung zusammen, so erhilt man wieder

0=Fx®)+ F (x%) (x —x®) & x=x® — F (x50 F(xR),

5.6 Anwendungen impliziter Funktionen

Eine Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen haben wir bei dem Roboter
ja schon kennengelernt, wo wir die Bahnplanung iiber die implizite, geometrische
Invariante der kinematischen Transformation durchfiihren konnten. Jetzt sehen wir
uns noch ein paar andere Anwendungen an.

Beispiel 5.6.1 (Hohenlinien). In einer digitalen Karte modelliert man die Héhen-
information zu einem Punkt (x, y), heute zumeist im WGS84—Referenzsystem an-
gegeben, das von GPS—Systemen ausgegeben wird, als Wert f(x,y) iiber dem RE-
FERENZELLIPSOID. Diese Punkte kann man fiir praktische Anwendungen als ebene
Punkte in einer geeigneten Parametrisierung ansehen, so daf3 die Hoheninforma-
tion also als f(x,y), x,y € U XV c R? angesehen werden kann.

Eine wichtige Information ist nun die HOHENLINIE zur Hohe £, also die Menge
aller Punkte mit f(x,y) = h bzw.

OZF(X,_)/) :f(x7y) - h.

Diese Hohenlinien sind dann zumeist geschlossene Kurven?!, die man gerne ermit-
teln mochte, man hitte also gerne eine Kurve 4(x) bzw. A(y) mit

0= F(x,h(x)) bzw. 0=F(h(y),y).
Ist nun
0# VF(x,y) =Vf(x,y),
dann kann man zumindest nach einer der beiden Variablen lokal aufl6sen und so

die Hohenlinie berechnen.

Beispiel 5.6.2 (Schnittberechnung). Sind zwei IMPLIZITE FLACHEN im R3 als f;(x) =
0 und fa(x) =0, x € R, gegeben, dann ist die Schnittkurve dieser beiden Flichen
implizit durch

o-ro-| 4

definiert. Kennt man nun einen Punkt x* auf dieser Schnittkurve, also F(x*) = 0,
und ist??
of;

oxy,

o, J=12
) k:2,3]

Die Hohendaten sind durchaus als stetig anzunehmen, auch wenn dies ein sehr vereinfachtes
Modell ist, ebenso wie das Modell der Funktion f(x,y), aber im ,normalen“ kartographischen
Kontext ist das in Ordnung.

2Der Einfachheit halber wihlen wir die letzten beiden Koorditnaten, generell miissten wir vor-
aussetzen, daBl F’(x*) vollen Rang hat und dann zwei Koordinaten wihlen, die zu linear unab-
hingigen Spalten von F’(x*) geh6ren. Aber man kann es auch iibertreiben.
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9 Implizite Funktionen

invertierbar, dann gibt es eine Funktion g : R — R? mit F(x1,g(x1)) =0,x1 € U 3
x], was genau eine lokale Parametrisierung der gesuchten Kurve ist. Nun ist

¢ =(F) "
aus F berechenbar und wir wissen, daf} fiir hinreichen kleines A
0=F (x]+h, g(x]+h)) =F (x]+h,gx])+hg'(&)) = F (x1+h,g(x]) + hg'(x]))

und damit erhalten wir ndherungsweise einen benachbarten Punkt auf der SCHNITT-
KURVE. Starten wir jetzt das NEWTON—VERFAHREN mit

YD = (B ) g+ kW) By (6 4y D) 30 =) + hg (),

dann konvergiert die Folge der y*) nach Korollar 5.5.4 gegen ein y mit
F(x{+h,y)=0 = y=g(x]+h),

und wir haben einen weiteren Punkt auf der Schnittkurve gefunden.
Wihlt man nun noch in jedem Punkt die Koordinaten k, ¥’ € {1, 2, 3} so, da3

O(rr) o)

oxy

(9 * a *
[a—)ﬁu) N (x¥)

Bxk,

so invertierbar wie mdéglich wird, dann wird das Ganze zu einem fast schon funk-
tionierenden Verfahren zur Bestimmung von Schnittkurven.

Beispiel 5.6.3 (Raytraycing). Auch beim RAYTRACING, also der Strahlverfolgung
zur Berechnung beleuchteter Szenen, siehe [5], sind implizite Funktionen leichter
zu handhaben. Auch hier stellt man eine Fliche im Raum als f(x) =0, f : R® > R,
dar, und modelliert einen SEHSTRAHL als Schnitt zweier Hyperebenen, also als

Ty
O:G@):[ﬁx “],
89X — €2

so daB sich der Schnittpunkt als Lésung von

f(x) w3 3
O_F(x)_[G(x)]’ F:R° —> R,
ergibt, wofiir sich als Berechnungsmethode wieder das NEWTON—VERFAHREN an-
bietet, die dann einen Punkt x* mit F(x*) = 0 liefert. Da man beim Raytraycing
dann Reflexionen berechnen muss, um den Strahl weiterzuverfolgen, brauchen wir
die NORMALE an die Fliche, also den Vektor, der auf die TANGENTIALEBENE senk-
recht steht. Um diese zu berechnen, nehmen wir an, daf3 g—)ﬁ; (x*) # 0ist und erhalten

eine lokale Funktion g : R> — R mit f(x1,x9, g(x1,x2)) = 0 und

PPN
g (x],x3) = (8—;;(x*)) flo(x*) e R,
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Die Tangentialebene ist dann die Menge aller Punkte x der Form

I

k

x=x"+
g (x],x3)

] h=:x*+Ah, h € R

Ist nun v € R3 die bis auf Normierung eindeutige nichttriviale Lésung von ATy =0,
dann ist

x=x"+Ah = vix=vIx*+ vIA h = vix —vIx* =0,
~——
=0

so daB3 v die gesuchte Normalenrichtung sein muss. Letztlich normiert man v dann
noch so, daB |[v||2 = 1 ist, die Richtung ist trickreicher, denn f(x) = 0 ist ja nur
die BEGRENZUNGSFLACHE des darzustellenden Objekts und hat keine Ahnung, wo
Innen oder Aussen ist.
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Ein bisschen Integration 6

Wenn ich allerdings Ihre Auffassung nicht ganz zuriickweisen kann, so muf ich
doch immerhin sagen, ja betonen, daf ich die allgemeinen Gesichtspunkte bei der
Aufrechterhaltung der Bestimmung zwar in Betracht zu ziehen, den Wortlaut
der Vorschrift aufs gewissenhafteste zu wahren aber verpflichtet bin, wiewohl ich
persinlich immerhin nicht abgeneigt ware, einer Auffassung mich anzuschliefSen,
die mit der Ihrigen im Prinzip iibereinkommt, mich indessen zu einem gerade
entgegengesetzten Schlusse fiihrt.

(K. LaBwitz, Aspira)

Nachdem wir uns recht gewissenhaft mit der Differentialrechnung auseinanderge-
setzt haben, wollen wir nun die Integration auch noch in mehreren Verdnderlichen
anreissen. Aus Zeitgriinden kann das allerdings nicht wirklich vollstindig und ab-
solut korrekt sein, daher ist ausdriicklich auf [11, 30] verwiesen, wo das alles kor-
rekt abgehandelt werden wird. Ziel dieses Kapitels ,Integration fiir Arme® soll die
Transformationsformel fiir Integrale sein, die ja fiir normale Riemannintegrale aus
der Analysis I bekannt sein sollte. Wir greifen auf jeden Fall darauf zurtick.

6.1 Mehrfache Riemann-Integrale

Beim mehrfachen Integral greifen wir zumindest bei Integralen iiber QUADER der
Form

Q:=hLx---x1I,=[a1,b1] X -+ [an, b,] CR", I; CR, (6.1.1)

auf eindimensionale Integration zurtick und bestimmen

[rwac = [ [ [ pen s dudnan
Q h In1 1,

::fn—l(xlvnsxn—l)

:/ ety xi) dxg - dxr =+ = fo
h I

als Wert des Integrals. Diese Form der Integration, die als CAVALIERI-PRINZIP be-
zeichnet wird, stellt uns allerdings vor ein kleines Problem, ndmlich die Frage,
wann und fiir welche Funktionen dieses Integral wirklich sinnvoll definiert ist und
vor allem die Reihenfolge, in der man integriert, bedeutsam ist oder nicht - denn
wer garantiert uns, daf die f; iiberhaupt integrierbar sind?

Um das besser zu machen, verallgemeinert man die Idee der Treppenfunktionen
und der Ober- und Untersummen aus der univariaten Riemannintegration, und
zwar auf Quader. Wir erinnern uns dazu an ein Konzept aus Teil 1 [27].
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6 Ein bisschen Integration

Definition 6.1.1 (ZERLEGUNG & TREPPENFUNKTION).

1. Eine endliche Menge X = {xo, ..., X, } heiBt ZERLEGUNG oder UNTERTEILUNG
eines Intervalls! I = [a, b], wenn

a=xp<x1<--<Xp41=>b. (6.1.2)

2. Eine Zerlegung eines Quaders Q ist dann X = X7 X ---X,, wobei X; =
{xj1,...,xjm, eine Zerlegung von I; ist. Die Teilquader sind dann definiert
als

I, = [xl,alaxl,w1+1]x[xn,ana xn,an+1] B (ala ceey an) =S u= (ﬂla coe a/Jm) .
(6.1.3)

3. Eine TREPPENFUNKTION zur Zerlegung X ist dann eine Funktion der Form?

d(x) = Z caxr, (x), xeR"\ X. (6.1.4)

0<a<pu

Da das Volumen des Quaderchens /, ja

n
V(I(t) = /Xla = 1—[ (xj,a_i+1 _-xj,aj)
J=1

ist, konnen wir das Integral der Treppenfunktion als

4¢(X) dx = Z Co /XIQ = Z Co ﬁ (xj,wj+1 _xj,a'j) (6.1.5)

asu asu j=1
definieren. Die Invarianz des Integrals einer Treppenfunktion beweist man exakt
wie in einer Variablen und man kann das OBERINTEGRAL

!
/ f(x)dx:inf{/qb(x)dx:qﬁzf}
) 0

und das UNTERINTEGRAL

N
/ f(x)dxzsup{/¢(x)dx:¢£f}
0 0

verwenden, um ganz analog Integrierbarkeit tiber Quadern zu definieren.

Definition 6.1.2. Eine Funktion f : Q — R heil}t INTEGRIERBAR, wenn sie be-
schrinkt ist und wenn

! T
/Q f(x)dx:/Q f(x)dx ::‘/Qf(x)dx (6.1.6)

gilt.

Wenn wir in diesem Kapitel von einem INTERVALL sprechen, dann soll das immer ein nichtdeg-
neriertes kompaktes Intervall sein, also I = [a, b], —c0 < a < b < 0.

Die Einschrinkung 0 < @ aus der Summe in (6.1.4) lassen wir in Zukunft weg, denn ein Multi-
index ist ja per definitionem nichtnegativ.
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6.1 Mehrfache Riemann-Integrale

Diese Definition erlaubt dann die hdppchenweise Integration Dimension fiir Di-
mension. Das ist eine direkt Folgerung aus dem folgenden Satz.
Satz 6.1.3 (Fubini). Sei Q = 01XQ9,Q; CR",j=1,2,ni+ng=n,und f : R" - R
eine auf Q integrierbare Funktion mit der Eigenschaft, daf8 f(-,xq) fiir jedes xog € R"
integrierbar ist. Dann ist die Funktion

gixg > f(x1,x9) dxy
01

integrierbar und es gilt

/ f(x) dx = / ( f(xl,x2) dxl) dxs. (617)
0 Q2 \JO1

Beweis: Da f integrierbar ist, gibt es® fiir & > 0 eine Zerlegung X, so daB die
Treppenfunktionen

p(x) = Y inf{f(x):x €Ly} x1,,  $(x)= D sup{f(x):x €} xi,
a<u asu

=meq(f) Mo (f)

</)sfswund0<f1//—/¢<8erfﬁllen.Nunist

/Q s@dr=Y S (v = S () (la) v (lay)

@y<py Q1S @9<Hy Q1S
Fiir jedes x;, € I, ist
Z mq(f)v (1) < Z inf {f(x) 1 x € Iy, xg = x5} v (Io)
1< 1<

und da f(-,x3) integrierbar ist, ist das ja die groBte Treppenfunktion zu dieser
Zerlegung. Also ist

/ o(x)dx < Z inf {g(x2) 1X9 € Iaz} v (102)
Q0 a9y
< Z sup {g(xg) 1 X9 € IaZ} v (Igy) < /Qw(x) dx,
(OR 1))

weswegen das Integral fQ2 g(x2) dxg existiert und

/g(x2)dx2=/ f(x1,x9) dx1dxg
() Q9 4O

ist. O

Dank Fubini ist die Integration iiber Wiirfel eine wirklich direkte Verallgemei-
nerung des univariaten Falls und die Beweise lassen sich fast wortlich {ibertragen.
Wihrend allerdings in einer Variablen die Intervalle eigentlich fast die einzigen
wirklich interessanten Integrationsbereiche waren, sind Quader schon eher spezi-
ell — was ist beispielsweise mit Kugeln?

3Das Standardargument aus der Analysis 1.
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6 Ein bisschen Integration

Definition 6.1.4.

1. Eine kompakte Menge Q C R" heiflt JORDAN-MESSBAR, wenn ygq auf einem
Quader Q 2 Q integrierbar ist. Das VOLUMEN von Q ist definiert als

V(Q):/de:/QXQ(X)dX.

2. Fir eine Jordan-messbare Menge definieren wir das Integral iiber € als

/ f(x)dx = /XQ(X) f(x)dx, QCo. (6.1.8)
Q 0

4

Ein Unterschied zum univariaten Fall ist die Existenz von nichttrivialen Null-
mengen.

Beispiel 6.1.5. Eine HYPEREBENE der Form H = {x:x; = c} ist Jordan-messbar
und hat MaB 0. Dazu betrachten wir Zerlegungen, die xjy = c—gund x; 4,1 = c+&

enthalten und setzen ¢ = 0 sowie ¢ = X[xjemtsaen]? dann ist
0= [owars [pwac=e[]ox-a
k#j

was beliebig klein wird.
I“Jbung 6.1.1 Zeigen Sie:Ist f : I — Q, I C R, Q C R", eine stetig differenzierbare
Kurve, dann ist /Q X7 (x)dx =0. o

Ein netter Effekt von der Integration iiber Jordan-messbare Mengen ist die Tat-
sache, daB es eine sehr einfache partielle Integration gibt, wenn man die Menge
etwas vergrofert.

Definition 6.1.6. Der TRAGER supp f einer Funktion f : R” — R ist definiert als
supp f :={x e R": f(x) # 0}. (6.1.9)

Satz 6.1.7. Ist Q C R" Jordan-messbar’ und Q ein Quader mit Q € Q°, dann gilt fiir
f.g € CH(Q) mit supp f C Q und supp f C Q, daf

/ —(x) g(x)dx = / f(x) %(x) dx, j=1,...,n. (6.1.10)
j

Beweis: Bezelchnen wir mit £; = (xl, e XL X, ,xn) die anderen Variablen
und Q; der zugehorige Quader, dann sagt uns der Satz von Fubini, Satz 6.1.6, daf

L5t = / / G (61) 8 (83) d d,
J,

- - [ 1w 3E e
0 Aj

da f(a;) = f(b;) = g(a;) = g(b;) =0 wegen supp f,g C Q°. O
4Und damit allen ...
5Und damit kompakt.

J

; 0
(f(x)g(x)b};iaj _‘/I'f(ﬁj’xj) % ()Zj,Xj) d)Cj d)?j
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6.2 Die Transformationsformel

6.2 Die Transformationsformel

Variablentransformationen spielen natiirlich auch in mehreren Variablen eine Rol-
le, beispielsweise bei Integraltransformationen und der mathematischen Behand-
lung von Computertomographie [21]. Das Resultat ist jetzt vergleichsweise einfach
hinzuschreiben, der Beweis, der sich im wesentlichen an [30] orientiert, ist aber
schon ein wenig aufwendiger®.

Satz 6.2.1 (TRANSFORMATIONSFORMEL). Sei Q Jordan-messbar, ¢ : Q — R" stetig
differenzierbar und reguldr, das heifSt, det ¢’ = 0 und sei f integrierbar auf ¢(Q). Dann
gilt

F(x) di = /Q (f o) (x) |det ¢’ ()] d. (6.2.1)

¢(Q)
6.2.1 Ein Ausflug in die Lineare Algebra

Die Grundlage des Beweises bildet das folgenden unscheinbare Lemma.

Lemma 6.2.2. Fiir A € R™" und_Jordan-messbares Q ist

/ dx = |det A| / dx. (6.2.2)
AQ Q

Bemerkung 6.2.3. Setzt man Q = [0, 1]", dann besagt (6.2.2), daB} das PARALLEL-
EPIPED’ A[0, 1]" mit den 2" Ecken

n
XGIZEJ'GJ', €c0,1", A=(a1 ... an),
=1

das Volumen |det A|. Die Determinante einer Matrix hat also eine geometrische
Interpretation als Volumen.

Dieses Lemma 6.2.2 beweist man nun wieder durch geeignete Methoden aus der
(numerischen) Linearen Algebra.

Definition 6.2.4. Eine Matrix A € R™" von der Form
A=1+yel, yeR" y; =0, je{l,...,n}, (6.2.3)
heiflt GAUSSMATRIX.
Lemma 6.2.5. Fiir ecine GaufSmatrix gilt
1 AT =1~ yel,

2. detA =1.

5Vor allem, wenn man ihn wirklich komplett und detailliert durchfiihren wiirde, was wir hier aber
nicht tun werden. Trotzdem wollen wir versuchen, zu verstehen, wo die Determinante herkommt
und was ihre Bedeutung ist

"Das ist das mehrdimensionale Gegenstiick zum Parallelogramm.
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6 Ein bisschen Integration

Beweis: 1) ergibt sich durch einfaches Nachrechnen:

(I+ye]T.) (I—ye]T.):I+yeJT-—yeJT-—y e]T-y e]T.zl,
——

:yj:

J1
fiir 2) schreiben wir y als y = y1 +y9 = | 0 | + , §1 € R/ $9 € R*/ und
0

bemerken, daf3

(143167 (14 v2]) = 1+ Ga+ya)e] 431 €]z €f = (1+3]).
N——
=0

Da die beiden Dreiecksmatrizen auf der linken Seite dieser Zerlegung Determinan-
te 1 haben, gilt dies auch fiir ihr Produkt. m]

Proposition 6.2.6 (GauB-Elimination). Jede invertierbare Matrix A € R™" lisst sich

als
dq

A= ﬁ (1 - yjef) pp, D= .. |, (6.2.4)
j=1 d,

schreiben, wobei d; # 0, j =1,...,n, und P eine PERMUTATIONSMATRIX® ist.

Beweis: Wir betrachten die erste Zeile von A und vertauschen gegebenenfalls zwei
Spalten, um sicherzustellen, dal aj; # 0, was wir durch Rechtsmultiplikation mit ei-
ner Permutationsmatrix P; wie in (6.2.6) erreichen kénnen, denn andernfalls hitte
die Matrix eine Nullzeile und wire nicht invertierbar. Nehmen wir der Einfachheit
halber aber an, die Permutation wiére hier nicht nétig. Dann setzen wir

0
1 |—axe
yi=—
ain
—d1n
und betrachten
T
. atll ; ail] * ... ¥k
_ aa
T 9 " % 0 *
An—1: ]+y1€1 A= . =
T _am T
ap, — 4y 0 = ... =

8Zur Erinnerung (oder auch nicht), das ist eine Matrix, die in jeder Zeile und jeder Spalte genau
eine 1 enthélt und sonst iiberall 0 ist.
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6.2 Die Transformationsformel

Danach machen wir dasselbe mit der zweiten Spalte, dann mit der dritten und so
weiter und erhalten am Ende eine Folge von Matrizen

di1 x ... %
An_k:(I+y1ef)---(1+yke£)A dig * ... *
Das fiihrt letztlich zu einer Zerlegung9
(I + yle{) ‘e (I + ykez) AP =D, (6.2.5)
was sich mit Lemma 6.2.5 1) sofort in (6.2.4) umformen l&sst. O

Bemerkung 6.2.7. Ja, Proposition 6.2.6 ist die altbekannte GauB-Elimination, al-
lerdings bringen wir hier, im Gegensatz zur Vorgehensweise in der Numerik die
Matrix auf Diagonal- und nicht auf Dreiecksgestalt. Mehr dazu beispielsweise in
[25]. Mit ein paar Details zu den Permutationsmatrizen aus Ubung 6.2.1 kann man
den Beweis dann auch fiir den allgemeinen Fall vervollstandigen.

Ubung 6.2.1 Zeigen Sie:

1. Die Inverse einer Permutationsmatrix ist wieder eine Permutationsmatrix.
Hinweis: Versuchen Sie es mal mit P7.

2. IstR™" 5 A = (a1 ... an), a; € R", dann erhélt man die Matrix A’ bei der
die Spalten j, k vertauscht sind als

A=A (I —(ej—ex)(ej — ek)T) . (6.2.6)

3. Die Vertauschungsmatrizen aus (6.2.6) sind Permutationsmatrizen.

¢

Der Nutzen der Matrixzerlegung aus Proposition 6.2.6 fiir unsere Zwecke be-
steht nun darin, daB wir Lemma 6.2.2 nur fiir drei Typen von Matrizen verifizieren
miissen, der Rest ergibt sich einfach aus der Zerlegung einer beliebigen Matrix.
Beweis von Lemma 6.2.2: Wir beginnen mit dem Fall Q = Q. Nach Fubini ist
/P 0= /P fiir jede Permutationsmatrix!’, fiir Diagonalmatrizen erhalten wir

diby dnby
/ dx:/ / dxndx1=|d1dn|/:|detD|/dx
DQ dl(ll dnan Q Q

9Und jetzt auch mit Permutation.
10Es ist ja nur eine Vertauschung der Variablen, also der Integrationsreihenfolge.
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6 Ein bisschen Integration

und fiir Matrizen der Form A =1 - yeJT., yj =0, mit Ax = x +Xx;y, aus Fubini und
der Translationsinvarianz des Riemnann-Integrals, daf3

b1+y1x, bp+ynx;
/ dx = / / / dxy - - dxy dx;
AQ ar+y1x; antynX;

>l d X XeI,

bj b bn
/ / / dxn~--dx1dxj:/dx.
aj a a, 0

Ein beliebiges Q tiberdecken wir fiir vorgegebenes £ > 0 mit disjunkten Quadern,

N
a=|Jo, 0;ng;=0, j#k
=1
dergestalt dal

N N
dx — / dx| < g, / dx — / dx| < & (6.2.7)
[) JZ; 0 AQ Z AQ;

Dann ist AQ C [ JAQ; und

/ dx—|detA|/dx
AQ Q
N N
< / dx—Z/ dx+|detA|/dx—Z/ dx| < (1+|det A|) &,
AQ AQ; Q j=17Q;

J=1

und da ¢ beliebig war, gilt (6.2.2) nun fiir unsere drei Matrixtypen.

Jetzt kommt Proposition 6.2.6 ins Spiel, wonach wir jedes invertierbare A € R™"
als Faktorisierung A = Aj---A, in Diagonal, GauB3- und Permutationsmatrizen
schereiben kénnen und damit komplettiert die einfache Beobachtung

/ dx = / dx = |det A1| dx
AQ Al(AZ AmQ)
= :l_[detA|/dx—|detA|/dx
j=1
den Beweis. o

6.2.2 Die Beweisskizze

Der Beweis selbst lduft per Induktion {iber die Diemension » und macht ein paar
vereinfachende Annahmen:

1. Es geniigt, Satz 6.2.1 fiir beliebig kleine offene Teilmengen U C Q zu zeigen,
mit einer offenen Uberdeckung!! kann man das dann passend zusammenset-
zen, wenn man die Uberlappungen richtig handhabt.

1Q ist messbar, also kompakt, somit reicht eine endliche Anzahl von offenen Mengen.
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6.2 Die Transformationsformel

2. Es geniigt, die Formel fiir f = 1 zu beweisen, den Rest erledigen Treppen-
funktionen: mit m(f, Q) :=inf,cp f(x) erhdlt man

m

Ymson [ =3 0) L., 1detg ol

=
< 2 L, Ueowldag@lae= [ oo dagwlay

und mit M(f, Q) := SUp,.co f(x) ganz analog

Y [ s [ (opwdetywlax
j=1 0; p71Q
Da das aber Ober- und Untersummen sind, ist somit

/ f(x)dx = / (f o @)(x)]|det ¢ (x)|dx, (6.2.8)
Q e 1Q

was genau (6.2.1) ist, wenn man  durch ¢(€) ersetzt.

Nehmen wir also so ein offenes U und u € U, dann kann man annehmen, daf
¢'(u) = 1, ansonsten wendet man das Argument aus Lemma 6.2.2 auf die triviale
Zerlegung ¢ = ¢’ (u)¢’ (1) 1y an.

Jetzt nehmen wir an, wir hétten Satz 6.2.1 fiir ein n € N bewiesen
U c Q c R™! setzen

Y(x) = (p1(x), s 0n(x), Xs1) s x €RML

und nehmen an, daB3 ¢’(u) = [ fiir ein u € U, also auch ¢’(u«) = I. Dann ist ¢ in
einer Umgebung U’ C U von u eine Bijektion und 0 ¢ dety’(U’), siehe Satz 5.3.1.
Nun definieren wir

20 = (v oxonn (87 W) xew @),

12 nehmen

so dal
Eoy)(x) = (Y1(x), ., ¥n(x), pni1(x)) = ¢(x), x ey (U),

was auch fiir jede offene Teilmenge V von ¢ (U’) gilt. Ausserdem liefert die Ketten-
regel'®

det ¢’

dety’

¢ =2y = == w’_lgo’ = det= =

Zum Schluss wollen wir noch Fubini anwenden und setzen dafiir V > © := QX|a, b]
fiir ein Jordan-messbares Q C R" und definieren, fiir £ € [a, b] die Funktion ¥ :
R" — R" als

Ye(x1, .oy xn) = (W (a1, xn &) i j =100, = (@ (xns o coxn, &) 1 =1,0.04) 5

B2Der Induktionsanfang, n = 1, ist das Riemannintegral aus Teil I der Vorlesung.
3Damit all die Invertierungen klappen muss man gegebenenfalls V klein genug wéhlen.
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6 Ein bisschen Integration

diese Funktion hat die schéne Eigenschaft, daf3

detye(x1,...,x,) =dety'(x1,...,x,, &), & € [a,b].

Mit der Induktionsannahme erhalten wir dann!*

b b
/ dx / / dxdfz/ /‘detg//é(x,f)‘dxdf
¥ (0) a Ve (Q) a Q ;

b
/ /|detzﬁ'(x,§)|dxd§:/|detw'(x)|dx
a Q ®

sowie, mit @ = §(0) = [a,b] X Qund B¢ = Z (&, x9, ..., Xn, Pn+1)

b b
/ dx / / dx dé = / / |det 2 (x, &)| dx dé
2(0) a Es(Q) a Q

=/ = M
|det &' (x)| dx = /@' | dety’ (x)|

@l

3 | det ¢’ (x)|
de= [ =25
E(0(Q)) w(@) | dety’ (x)]

| det ¢"(x)] , _ ,
/Qmet—wldetw(x)ldx—/g|det¢(x)|dx,

und schlieBlich

/ dx
»(Q)

Bemerkung 6.2.8. Man muss im Beweis ein bisschen aufpassen, dafl man die
Integrationsmengen klein genug hilt und det ¢’ = 0 vermeidet. Diese Details finden

sich in [30].

6.2.3 Beispiele fiir Integrale

Beispiel 6.2.9 (Kreis und Polarkoordinaten). Wir beginnen mit der Berechnung

der Kreisfliche, also

/dx, Q:{(x,y)€R2zx2+y2£1}.
Q

Um die Transformationsformel anzuwenden verwenden wir die POLARKOORDINA-

TEN
(’y‘) = o(r,0) =r (COS 9), rel0,1], 6€[0,2n),

sin 8
mit

, cosf -—rsind
¢'(r,0) = (

_ 2 s 2 _
sin 0 rcos@)’ det<p(r,0)—r(cos 6 + sin 6’) =r.

14 Achtung: bei fQ ist x € R", bei /9 hingegen ist x € R+,
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6.2 Die Transformationsformel

Diese Determinante hat zwar an der Stelle 0 den Wert 0, das ist aber unproblema-
tisch!®. Damit ergibt sich die Kreisfliche als

1 2r
/ dx / dx :/ / | det ¢’ (r,0)| dOdr
Q 0([0,1]x[0,27]) 0 Jo ———

=|r|=r
1 9 2
/ r/ dddr = 2r —
0 0 2

was jetzt niemanden iiberraschen sollte, aber zumindest die Richtigkeit des Ansat-
zes zeigt. Generell gilt ja nach Satz 6.2.1 die Formel

1
=,
r=0

1 on
[rwdc= [ [7 500 rdsar
Q 0 0

In hoheren Dimensionen kann man sogenannte Kugelkoordinaten verwenden, die
fiir n = 3 die (noch recht einfache) Form

X rcosn cos6 J—
yl=|rcosysing|, r>00¢€[0,21] ne [—5, 5] . (6.2.10)
Z rsinng
Hier ist
cosn cosf) —rcosn sinf —rsinn cosf
¢ =|cosnysind rcosncosf —rsinny sind
sinn 0 rcosn
mit Determinante
detyo’ = r? cos n (cos2 n cos? 0 + cos? n sin? 9)

+r? sin7n (cos n sinnp sin? 6 + cos n sinnp cos? 0)

= r?cos n (cos2 n+ sin? 77) =r? cos n.

Damit ist das Volumen der EINHEITSKUGEL Q := {(x,y,z) : x? + y? + z* < 1}

1 72 o 3 1 4
/dx:/ r2/ cosn/ dodndr =2n — _2/2:—7r.
Q 0 —x/2 0 31,20 =n 3

sin nlﬂ/
—_———
———
1 =2

=3

Beispiel 6.2.10 (Zylinder). Ebenfalls populir sind die ZYLINDERKOORDINATEN

X rcosf
y|=|rsinf |, r,h>00¢€[0,2n], (6.2.11)
Z h

mit Ableitung

cosd@ -—rsinf 0O
¢ (r,0,h) =|sinf rcosf 0], det¢'(r,0,h) =r.
0 0 1

1®Man kann r von & > 0 bis 1 integrieren und dann & — 0 betrachten.
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Mannigfaltigkeiten 7

1 disapprove of certainties [. .. ] They limit one’s range of vision. Doubt is one
aspect of width.

(S. Rushdie, Grimus)

In diesem Kapitel wollen wir ein bisschen mehr Geometrie betreiben, genauer,
uns mit Analysis auf komplexeren Objekten als dem R" betreiben.

Beispiel 7.0.1 (GPS). Das in GPS normalerweise verwendete WGS84—System de-
finiert Funktionen auf einem ELLiPSOID E. Will man also mit diesen Funktionen
Analysis betreiben!, so muss man Funktionen f : E — R behandeln. Nun ist zwar
E c R?, aber E ist eben keine OFFENE MENGE und damit wird es schwer, Ableitun-
gen zu definieren oder gar zu integrieren.

Genau diese Frage, ndmlich wie man Funktionen auf gekriimmten Flichen unter-
suchen kann und wie man vor allem diese gekriimmten Flichen beschreiben kann,
wird uns in diesem Kapitel beschéftigen.

7.1 Dimension, Stetigkeit und Diffeomorphismen

Naiv gesehen ist DIMENSION eines Objektes eine einfache Sache: Punkte sind nulldi-
mensional, Geraden eindimensional, Ebenen zweidimensional und so weiter. Und
natiirlich nimmt man an, daB zweidimensionale Objekte auch wirklich ,groBer
sind als eindimensionale. Dem ist aber erst einmal nicht so.

Lemma 7.1.1. Es gibt eine Surekrion f : [0,1] — [0,112, das Intervall ist also
mindestens so grof$ wie das Quadrat.

Beweis: Fiir x € [0,1) sei
x:.x1x2-~~:ij2_j, x; €{0,1},
j=1

die DYADISCHE DARSTELLUNG von x, die wir dadurch eindeutig machen konnen,
daB wir verlangen, daB sie unendlich viele Nullen enthilt. Die Mehrdeutigkeit

0.100---=.011...

1Und da ist das Wort STEIGUNG, das man ja gerne im Zusammehang mit der ABLEITUNG verwen-
det dann auch endlich im Wortsinne zu verstehen
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7 Mannigfaltigkeiten

wird dann ndmlich immer im Sinne des Ausdrucks auf der linken Seite aufgeldst:
Hétte x ndmlich nur endlich viele Nullen, dann gibt es eine letzte Null, sagen wir
an x,, und dann ist

X=.x1...%,-1011...=.x7...x,.1100...
N——

=100...

und x ist sogar eine rationale Zahl, siehe I"Jbung 7.1.1. Nun setzen wir

(o] (o]
f(x) = (Xx1X3X5 . .., X9X4XG ... ) = ngj_l 27/, ngj 27/
j:l ]:1

und £(1) = (1,1). Die Funktion ist surjektiv, weil wir jedes (x,y) € [0,1]*\ {(1,1)}
als
X1Y1X2Y2 - - .

codieren konnen. O

ﬁbung 7.1.1 Zeigen Sie: Eine Zahl x € [0,1] ist rational, wenn ihre dyadische
Dastellung endliche viele Nullen oder Einsen enthilt. Gilt auch die Umkehrung? ¢

Bemerkung 7.1.2. f aus Lemma 7.1.1 ist keine BUEKTION, da wir auf [0, 1]? keine
Eindeutigkeit gefordert haben, die wir auf [0, 1] ja auch nur benétigt haben, damit
f WOHLDEFINIERT war. Und in der Tat ist

(0.10...,0.10...) £(0.110...) = £(3),
(1 1) (0.01...,0.10...) = f(0.01 10 ...)=f(d),
~——

22 (0.10...,0.01...) = f(0.10 01 ...)=f(3),
~——

es gibt also sogar mehr Urbildpunkte als Bildpunkte, das Intervall enthdlt somit
sogar eher mehr Elemente als das Quadrat, was natiirlich nicht stimmt, da jede der
tiberabzdhlbar vielen diinnen, noch nicht einmal offenen Teilmengen x x [0,1] C
[0,1]2, x € [0,1], gerade ein Intervall ist.

Das ist auf den ersten Blick etwas kontraintuitiv, aber vielleicht liegt es ja daran,
daB wir mit der Surjektion einfach zu groBziigig waren. Betrachtet man nédmlich
die Folge

X, :=0001...1 =  f(x,)=(0.01...1,0.01...1)
—

—— ———
2n n n
dann gilt
. 1 1 11 .
X = nh_)n;x,,-O.OlO---—Z = f(x) = (0,5) # (5,5) —’}glgof(xn),

die in Lemma 7.1.1 verwendete Funktion ist also UNSTETIG. Und wenn man so
wenig Struktur verwendet, dann kann es natiirlich durchaus passieren, dal Dinge
schiefgehen. Nur leider hilft Stetigkeit auch nicht weiter.
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7.1 Dimension, Stetigkeit und Diffeomorphismen

Satz 7.1.3 (Peano). Es gibt eine sTETIGE SURJEKTION f - [0,1] — [0,1]2.

Beweis: Die klassische stetige Surjektion ist die beriihmte PEANOKURVE. Dazu zer-
legt man ein Quadrat in neun Subquadrate, die man in der folgenden Art und
Weise numeriert:

31419 - | o
2158 T 1l 7.
1(6|7 T -1

Fiir jedes dieser Subdreiecke verwendet man nun wieder eine angepasst Version
dieser Zerlegung:

e fiir 1, 3,7,9 die Originalversion,

o fiir 2, 8 eine in x—Richtung gespiegelte Version

9143
8152
7161

— — 0

l <«
U
« 1

* fiir 4,6 eine in y—Richtung gespiegelte Version

1(6(7 !l = |
2|5|8 U N
31419 - T o

o fiir 5 eine in x- und y—Richtung gespiegelte Version:

7161
8152
91413

0 ¢

« !
T 1.
T «

Diese Numerierungen sorgen dafiir, daB man einer Ecke des Quadrats beginnt
und es auf der gegeniiberliegenden verldsst. So ldsst sich fiir n € N, eine Menge
von N = 9" Quadraten Q7,...,0% c [0, 1]? konstruieren, deren Inneres leeren
Durchschnitt hat und die gemeinsam [0, 1]2 tiberdecken. Ausserdem zerlegt sich

das Quadrat Q7 in Qgﬁ_l)ﬂ, s ngl und Q7 und Q7 habenfir k =1,...,9"-1

eine gemeinsame Seite. Verbindet man die Mittelpunkte y’; €[0,1)% k=1,...,9",
dieser Quadrate, so erhdlt man die in Abb 7.1.1 zu sehenden Kurven, die wir so

parameterisieren wollen, daB? £(0) = (97,0), f(1) = (1 -97",1) und

1
fn(xZ):yZ’ xZZQ_n(k_§)9 k:1"'~59n’

Die zugehorigen stiickweise linearen Funktionen f, sind stetig und beschridnkt.
Fir x € [0,1] gibt es eine Intervallschachtelung x € I} = [(k-1)/9",k/9"],

2Geometrisch sind die x; ganz einfach die Mittelpunkte der Intervalle [(k —1)/9", k/9"].
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7 Mannigfaltigkeiten

k €{1,...,9"}, und da auch die zugehorigen Quadrate Q} verschachtelt sind und
Seitenlinge 37" existiert genau ein Punkt?

y=()Qi = lim f(x). (7.1.1)
n=1

die Kurven konvergieren also punktweise gegen f. Da aber nach Konstruktion
max |f,(x) = f(x)[<3™",  neN,
x€[0,1]

ist, liegt auch GLEICHMASSIGE KONVERGENZ vor, und damit ist f in der Tat ste-
tig*. Da sich jeder Punkt y als Grenzwert einer Intervallschachtelung wie in (7.1.1)
schreiben lisst, gibt es aber auch zu jedem y € [0,1]? auch ein x € [0,1] mit
y = f(x), das heiBt, die Funktion f ist, wie behauptet, SURJEKTIV. O

=E
=E
=S

S

HE%H
SE55

I_|
2525
55553

ST
=55
555
=l

-

En—‘
S
S
S

Abbildung 7.1.1: Die ersten vier Schritte in der Konstruktion einer Peanokurve

Man kann mit Hilfe der Peanokurve noch weitere kontraintuitive Objekte konstru-
ieren, indem man sie mit einer anderen Pathologie kombiniert.

Beispiel 7.1.4 (CANTORFUNKTION). Eine Funktion, die stetig und MONOTON STEI-
GEND ist und dennoch fast iiberall Ableitung Null hat, kann man folgendermafen
konstruieren:

1. Wir setzen f(0) =0 und f(1) =1.

2. Auf dem Intervall [%, %] setzen wir f(x) = 5.

NO| =

3. Auf [%, %] setzen wir f(x) = % und auf [SZ),

Nellee]

_ 3
| entsprechend f(x) = §.

3Dieses Argument sollte uns aus dem Topologiekapitel bekannt vorkommen!

4Siehe Teil I, [27].
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4. Fir allgemeines n > 1 weisen wir den Wert

% +1 = .
2: =N 272 k=0,...,270 -1, (7.1.2)
j=1
entsprechend dem Intervall
n-1 '
[ Xin+3™], x=2 ) &80,  k=0,...,2"1-1, (713
=0

zu.

Die Idee hinter (7.1.2) und (7.1.3) ist einfach: Im ersten Schritt werden die Werte
fiir das Intervall [0.1,0.2] in terndrer’ Darstellung festgelegt, also fiir alle Punkte
der Form .leges . .., im zweiten fiir 0.01... und 0.21..., im dritten fiir 0.001...,
0.021...,0.201...,0.221... und so weiter. Damit erhalten wir Funktionswerte fiir
alle Stellen mit wenigstens einer 1 in der terndren Entwicklung.

Die so resultierende Funktion ¢ heilt CANTORFUNKTION und sie hat die folgen-
den Eigenschaften:

1. ¢ ist eine stetige Funktion von [0,1] — [0,1].

2. ¢ nimmt nur ABZAHLBAR VIELE verschiedene Werte an, ndmlich jede DYADI-

SCHE ZAHL .

ﬁ,
aber ¢([0,1]) liegt pIcHT in [0, 1].

k=0,...,2", neN,

3. ¢ ist MONOTON STEIGEND.

4. ¢ hat FAST UBERALL Ableitung Null. Genauer: Die Menge der Stellen x, an
denen ¢’ (x) existiert und ¢’(x) = 0 ist, ist offen und dicht®.

Ubung 7.1.2 Verifizieren Sie die Eigenschaften der Cantorfunktion. o

Betrachtet man nun f o ¢ mit der PEANOKURVE f und der CANTORFUNKTION ¢,
dann erhdlt man eine Kurve, die tiberhaupt nur abzdhlbar viele Werte annimmt,
aber trotzdem das Quadrat ,ausfiillt“, in dem Sinne, daB die Kurve mit jeder noch
so kleinen offenen Teilmenge des Quadrats nichtleeren Schnitt hat. Sei also X C
[0,1]? solch eine offene Teilmenge, die eine Kugel B,(x), x € X, p > 0, enthilt.
Dann ist natiirlich auch B,(x) N f(¢([0,1])) abzdhlbar, also besteht aus Punkten
Yj, J € N. Damit ist

B, (x) N f(¢([0,1])) € Yi := U (Bg-72(yj) N By(x)) € By(x), 0<aA<p,
Jj=1

5Also zur Basis 3.

®Namlich die Vereinigung des Inneren aller Intervalle, auf denen ¢ als konstant definiert wurde.
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7 Mannigfaltigkeiten

eine Teilmenge von X, die durch Wahl von A beliebig klein gemacht werden kann,
der ,,Anteil“ von B,(x) N f(¢([0,1])) an B, (x) ist also Null’, es gibt also praktisch
keine Punkte der Kurve in X. Anders gesagt, siehe [9],

Die stetige Kurve f(¢([0,1])) ist fast tiberall im Einheitsquadrat fast nirgend-
wo.

Das Fazit ist relativ einfach: Stetigkeit ist anscheinend® nicht wirklich ausreichend,
um die Dimension eines Objektes zu erfassen. Andererseits muss aber die Peano-
kurve eine unendliche Linge haben, kann also nicht rektifizierbar und damit auch
nicht differenzierbar sein. Deswegen sieht es mit Differenzierbarkeit in Sachen Di-
mension schon deutlich besser aus, was die folgenden Definition motiviert.

Definition 7.1.5 (Diffeomorphismus). Eine Funktion ¢ : U — V, U,V c R"
heift DIFFEOMORPHISMUS, wenn sie bijektiv und stetig differenzierbar ist und ihre
UMKEHRFUNKTION ¢! : V — U stetig differenzierbar ist. Sind ¢ und ¢! so-
gar k-mal bzw. beliebig oft stetig differenzierbar, so spricht man von einem C*—
D1rFEOMORPHISMUS” bzw. einem C®—DIFFEOMORPHISMUS.

Ubung 7.1.3 Zeigen Sie: Die Umkehrfunktion eines Diffeomorphismus ist eben-
falls ein Diffeomorphismus. Nein, war nur ein Scherz. o

7.2 Mannigfaltigkeiten

Jetzt konnen wir Objekte der Dimension k im R" definieren.

Definition 7.2.1 (Mannigfaltigkeit). Eine Menge M C R" heiflt k—dimensionale
MANNIGFALTIGKEIT oder kurz k—-MANNIGFALTIGKEIT, kK < n, wenn es zu jedem
x € M eine offene Umgebung U von x, eine offene Teilmenge V C R" und einen
DIFFEOMORPHISMUS f : U — V gibt, so daf3

f(UﬂM):Vﬂ(ka{O}):{yeR“:yk+1:---:yn:0}. (7.2.1)

Bemerkung 7.2.2.

1. Anschaulich gesprochen ist eine k—~Mannigfaltigkeit immer ein lokales Bild
des R unter einem Diffeomorphismus und damit auch ein k—dimensionales

Objekt.
2. Jeder Punkt des R" ist eine 0—Mannigfaltigkeit.

3. Jede offene Teilmenge U C R" ist immer eine n—Mannigfaltigkeit, man muss
nur V = U und f(x) = x wihlen.

In der Sprache der MaBtheorie: Das ist eine NULLMENGE.

8Wirklich bewiesen haben wir ja nichts, nur Belege angegeben, daB Dinge anscheinend nicht so
richtig funktionieren.

9Das beinhaltet also immer Forderungen an die Funktion und deren Umkehrfunktion.
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4. Analog ist die KANONISCHE EINBETTUNG des Rk, x B (x1,...,x,0,...,0)
immer eine Mannigfaltigkeit.

Beispiel 7.2.3 (Ebenen). Der einfachste nichttriviale Fall einer Mannigfaltigkeit
ist sicherlich eine k—dimensionale EBENE im R”. Dazu betrachten wir eine Matrix
A € R™k_ die die PARAMETRISIERTE EBENE

E:{Ax+b:x€Rk}, b eR",

definiert. Waren nun Spalten von A von anderen Spalten LINEAR ABHANGIG, dann
kénnte man diese einfach weglassen, ohne E zu verindern!” und miisste einfach k
entsprechend verkleinern. Nehmen wir also an, sie wiren alle linear unabhingig,

dann kann man diese Vektoren ai,...,a; € R" mit a1, ...,a, zu einer Basis
des R" ergidnzen, und zwar ORTHOGONAL, also so, daB a]T.ag =0,j=1,...,k,
¢=k+1,...,n. Die erweiterte Matrix

—~

A= [al. A Akl - - .an] = [A B]’ B e Ran—k’

ist dann invertierbar und f(y) := Al (y = b), y € R" der gesuchte Diffeomorphis-
mus, und zwar sogar global. Schreiben wir namlich

A\—l — [ G :| G c kan H c Rn—kxn

dann ist
1

=~

=~ |G [ GA GB
In_k]_I_A A_[H ABI=| ha mB |

also HA =0, GB =0 und GA = I, HB = I,_;. Fiir y € E, also y = Ax + b fiir

x € R¥ ist dann
G]AXZ[GA]XZ[I

_ A1/, _ _ 31 —

X

X k
[ 0 ] e R* x {0},
wohingegen wir fiir y = (Ax+b) +y, y = Bx’, x" € R**\ {0},

X
f()’) - [ xl ]
erhalten. Mit anderen Worten:
yeE e  f(y) eR'x{0},

die Ebene ist also eine k—Mannigfaltigkeit, wobei k die Anzahl der linear unab-
hinigen Zeilen von A, also den RANG der Matrix, bezeichnet.

Das besondere und auch besonders seltene an Beispiel 7.2.3 ist die Tatsache, daf3
das dort definierte f ein GLOBALER DIFFEOMORPHISMUS ist, das heiBt, daf3 die
offene Umgebung U aus Definition 7.2.1 als R"” gewidhlt werden kann.

O{berlegen Sie sich, warum!
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7 Mannigfaltigkeiten

Beispiel 7.2.4 (Sphiren). Das nichsteinfachere Beispiel einer Mannigfaltigkeit ist
die EINHEITSSPHARE im R”,

"= {x eR": |Ix|ls = 1},
die ja IMPLIZIT als
S P00} PG elE-1= Y a2 -,
j=1

gegeben ist. Da F’(x) = 2x7 ist, ist die Ableitung # O fiir alle x € S"71, das heift,
die Rang—1-Matrix F’ hat auf der ganzen Sphire den Maximalrang 1, und damit
ist immer x; # 0 fiir mindestens ein j, wo auch

xp=+ 1= %2 (7.2.2)
k#j

erfiillt sein muss; nehmen wir an, (7.2.2) gilt mit Vorzeichen ,+“ und j = n. Die
Funktion

f(y) ={Y1,---5Yn-1,¥Yn —

ist nun auf einer offenen Umgebung!! von x wohldefiniert, umkehrbar und diffe-
renzierbar mit

1
f(y) = 1 :
2y1 . 2yn-1 1
| \}1_Zk<n yi \,1_Zk<n yi

und es ist

fu(y) =0 o Yn = /1 - Zyi & yes
k<n

Damit ist die Sphére auch, wie es der Anschauung entspricht, eine n—1-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R".

Hinter dem Beispiel der Sphire steckt natiirlich ein allgemeineres Prinzip, das wir
uns als nichstes ansehen wollen. Der Hintergrund ist natiirlich!? wieder der Satz
tiber implizite Funktionen, bzw. eine direkte Folgerung daraus. Doch zuerst eine
Definition

1Namlich solange y; dasselbe Vorzeichen wie x; hat, dann ist auch der Ausdruck unter der Wurzel
# 0 und damit differenzierbar.

120der?
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Definition 7.2.5 (Rang). Der RanG!®
rank A = dim AR"™ = dim ATR” (7.2.3)

einer Matrix A € R, ist die Anzahl der linear unabhingigen Zeilen oder Spalten
von A.

Bemerkung 7.2.6. DaB der in (7.2.3) definierte ZEILENRANG und SPALTENRANG
immer iibereinstimmen, ist eine bekannte Tatsache aus der linearen Algebra, siehe

z.B. [4, 2.8.3].

Satz 7.2.7. Ist f : R" — RP, p < n, stetig differenzierbar in einer offenen Menge U C R"
mit der Eigenschaft

f(x)=0 = rankf'(x)=p, xeU, (7.2.4)
dann ist f~1(0) eine (n — p)—dimensionale Mannigfaltigkeit.

Als Vorbereitung brauchen wir eine interessante Konsequenz des Umkehrsatzes,
Satz 5.3.1, fiir ,nichtquadratische“ Funktionen.

Satz 7.2.8. Ist f : R" — R?, p < n, stetig differenzierbar in einer offenen Menge U C R"
und gibt es x* € U mit

f(x*)=0 und rank f'(x*) = p, (7.2.5)

dann gibt es eine offene Umgebung U’ von x* und einen DiFFEoMORPHISMUS ¢ : U' — R
mit der Eigenschaft

(fop)(x)=(Xp—ps1s-..nxn), x€U". (7.2.6)
Beweis: Da rank f’(x*) = p ist, gibt es Indizes j; <--- < j,, so daB

fv'(x*):det[af] (x*):j,kzl,...,p] # 0.
0x

Jk

Nehmen wir zuerst einmal an, dal j; = n—-p+1, ..., j, = n, und schreiben
x = (u,v), u € R"P, v e R" und definieren F : R" — R" als

F(x) = F(u,v) = [ f(;"v) ] x = (u,v).
Dann ist . o
rer=| g ||
und
P =] iy e |

13 Auf Englisch ,RANK“
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invertierbar, so daB es nach dem Umkehrsatz, Satz 5.3.1, eine Umgebung V von
(u*,0) gibt, auf der die Inversel* F~1 mit

-1\ _ I
E= et

existieren muss, zumindest lokal. Ist ,(x) := 7, (u, v) := v die PROJEKTION auf die
letzten p Komponenten, dann ist f = 7, o F und damit

Flu £ ) = (Fo FH)(x) = (my o Fo F)(x) = my(x) = v,

also ist ¢ = F~! der gesuchte Diffeomorphismus.
Bleibt der Fall, daB3 j; < --- < j, beliebig sind. Dann sei g : R" — R" eine
PERMUTATION der Variablen, so daf3

g(x) = ( ,le,sz,...,xjp)

Auf die Funktion f:: f o g konnen wir dann das bisher bewiesene anwenden und
erhalten einen Diffeomorphismus ¢, so daB3

(Xneptts -5 Xn) = (F o @) (x) = (fog o @) (x) =: (f 0 9)(x).
Oa

Ubung 7.2.1 Zeigen Sie: Jede Permutation ist ein Diffeomorphismus und unter die
KONKATENATION f o g von Diffeomorphismen ist wieder ein Diffeomorphismus.
Formulieren Sie den zweiten Teil der Aussage korrekt unter Beriicksichtigung der
Definitionsbereiche. o

Ubung 7.2.2 Berechnen Sie die Inverse der BLOCKMATRIX

[ g C ] c Rnxn’ A e Rka, B € Rn_ka, C c Rn—kxn—k’

unter der Annahme, daB3 A und C invertierbar sind. Kann die Matrix fiir singuldres
A oder C invertierbar sein? o

Beweis von Satz 7.2.7: Sei also nun x € f71(0), also f(x) = 0. Nach der Annahme
(7.2.4) ist dann rank f’(x) = p und es gibt die Umgebung U von x und den Dif-
feomorphismus ¢ aus Satz 7.2.8. Dann ist y = ¢! der gesuchte Diffeomorphismus
nach Definition 7.2.1: Schreiben wir ndmlich x als x = ¢(y), dann ist

0=f(x)=(fop)(y) = (yn+p—1,---’yn) 4 )’n—p+1:"':yn:(),
was nichts anderes als
0= wn—p+1(x) == (yl’n(x)
1 ! I
“Wie man leicht durch Ausmultiplizieren verifiziert, ist [ A B ] = [ _p-14 Bl ], siehe

auch Ubung 7.2.2
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ist. O

Mit anderen Worten: Alle implizit gegebenen Mengen mit tiberall nichtsinguldrer
Definitionsfunktion F : R" — R” sind n — p—dimensionale Mannigfaltigkeiten.
Das entspricht auch der anschaulichen Intuition, daB jede Gleichung den ,Ver-
lust® einer Dimension bedeutet. Da im Falle von Beispiel 7.2.3 und Beispiel 7.2.4
die Ableitungen F’(x) = A (also sogar konstant) und F’(x) = 2x” sind, folgt die
Mannigfaltigkeitseigenschaft nun ganz automatisch.

Korollar 7.2.9 (Einheitssphiren). Die Einheitssphiren S™* C R" sind n — 1-Man-
nigfaltigkeiten’.

Die folgenden alternative Beschreibung von k—Mannigfaltigkeiten zeigt, daB3 man
diese lokal auch EXPLIZIT beschreiben kann.

Satz 7.2.10. Eine Teilmenge M desR" ist genau dann eine k—Mannigfaltigkeit, wenn es
zu jedem x € M eine offene Umgebung U von x, eine offene Teilmenge W C R* und eine
stetig differenzierbare Bijektion’® f : W — R" gibt, so daf8

1. fW)y=MnU,
2. rank f'(y) =k, ye W,
3 fL: f(W) > W stetig ist.

Definition 7.2.11 (Koordinatensystem). Die Funktion f aus Satz 7.2.10 hei3t (lo-
kales) KOORDINATENSYSTEM um X.

Beweis von Satz 7.2.10: ,=“: Sei M eine k—Mannigfaltigkeit und ¢ : R" — R"
der Diffeomorphismus aus Definition 7.2.1. Wir setzen

W i=oMnU)N (R x{0})={y € o(M) : yip1 =+ =y, = 0},

dann
W = m,(W’) € R, = W' =W x {0},
und f(u) = ¢~ (u,0), u € R¥. Die Funktion ist stetig17 weil ¢ ein Diffeomorphismus

war und erfiillt nach Konstruktion f(W) = M NU. Schreiben wir wieder x = (u,v),
u e Rk, VS Rn—k’ dann ist, mit g =7, 0 p : R" — RK

g(f(w) = (m, 0 @) (f(w) = (mu 0 9o ")(u,0) = 7, (,0) = u

und daher
I=(gof) =g (f(w) f'(u), (7.2.7)

N—— N——
cRkXn cRnxk

weswegen rank f’(#) = k sein muss.

15Was auch den oberen Index erklirt.
16Bijektion ist die Funktion natiirlich nur auf f(W), der Rest interessiert ja nicht.
17Und sogar differenzierbar!
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,<“: Sei nun f eine Funktion, die 1)— 3) erfiillt und seien x € M, y € R¥ so, daB
x = f(y). Wir nehmen an, daB die ersten k Zeilen von f’ linear unabhingig sind,

also 5
Oidet[l:j,le,...,k],
dye

ansonsten numerieren wir unser Koordinatensystem im R” um!®. Dann setzen wir
g :WxR" - R" als

g(x) = g(u,v) = f(u) +

8] x € W xRk

und erhalten

g'(x) =

£ o} f:[ f ]
fog(w) I |7 Jok |’
also

det g’ (x) = det f;(u) # 0.

Damit gibt es eine offene Menge V7 um (y,0) und eine offene Umgebung V5 um
g(y,0), so daBB g : V; — Vs eine differenzierbare Umkehrfunktion ¢ hat — das
ist, wieder einmal, der UMKEHRSATZ. Da f~1 stetig ist, sind die Urbilder offener
Mengen beziiglich f71, also die Bilder offener Mengen beziiglich f, ebenfalls offen
und es gibt eine offene Menge U, so daf3

{f(u) : (u,0) € Vi} = U N f(W).
Ersetzen wir U durch U N Vs und setzen V := ¢(U), dann ist
UNM = {f(u): u,0) €V} = {g(u,0): (u,0) €V},
so daB
P(UNM) =g (UNM) =g {g(,0) : (u,0) € V} =V (R x {0}),

wie in Definition 7.2.1 gefordert. O

Bemerkung 7.2.12. Der Name ,Koordinatensystem® ist aus [30] entnommen. In
[18] wird eine derartige Funktion als IMMERSION bezeichnet, im Kontext der Diffe-
rentialgeometrie oder der Riemannschen Geometrie spricht man gerne auch mal
von einer KARTE.

Der Beweis von Satz 7.2.10 zeigt, daB ein Koordinatensystem im wesentlichen eine
Umkehrung des Diffeomorphismus sein muss, allerdings sind weder der Diffeomor-
phismus noch das Koordinatensystem eindeutig.

Beispiel 7.2.13 (Ebene). Bei der Ebene in Beispiel 7.2.3 ist der Diffeormorphismus
die Funktion

f)=4a"1y-b), yeR

18Das war ja sehr willkiirlich gewahlt.
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das Koordinatensystem die Funktion
f(x)=Ax+b,  xeRk

Jede Matrix B € Rk deren Spalten b1, ..., by denselben k—dimensionalen Un-
terraum des R"” aufspannen wie die Spalten ay,...,ax von A, ist ebenfalls Koor-
dinatensystem der Mannigfaltigkeit E. Diese Matrizen sind genau von der Form
B=AT,T € R¥* detT # 0, und damit konnen wir die Koordinatensysteme als

fr(x) =Arx+b:= ATx + b, x € RF,
parametrisieren. Die zugehorigen Diffeomorphismen sind dann y Z;l (y = b).

Beispiel 7.2.14 (Sphiren). Koordinatensysteme fiir die Einheitssphiren S"~! wire
die Funktionen

1/2 ‘
filx) = (1—Zk¢jx%) , jef{l,...,n}.

Das Koordinatensystem f; funktioniert in einer Umgebung jedes Punktes x € §"~!
mit x; # 0. Das heit, da mit ,wenigen“ Ausnahmen alle Koordinatensysteme
gewihlt werden kénnen.

Beispiel 7.2.15 (Torus). Auch explizite Parametrisierungen kénnen als Koordina-
tensysteme funktionieren, wenn sie REGULAR sind, also rank f” = k ist. Die Para-
metrisierung des Kreises mit Radius » um den Punkt (R, 0),

R+7r cosu

ur— .
rsmu

], 0<r <R,

kann man um die z—Achse rotieren und erhilt so das Koordinatensystem19
(R+7r cosu) cosv
f(u,v) =] (R+r cosu) sinv |, u,veT,
r sinu

mit Ableitung

(R—r sinu) cosv —(R+r cosu) sinv
f'(u,v) =] (R—r sinu) sinv (R+rcosu) cosv
r cosu 0

YErinnerung an Teil 1: T = R/27Z entspricht dem Intervall [-r, 7] mit ,zusammengeklebten“
Enden.
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Die Determinante der oberen 2 X 2—Matrix ist

(R—rsinu) (R+rcosu) (cos2 v + sin? v) > 0,

>0 >0 -1
so daB die Jacobimatrix dieser Koordinatenfunktion auch wirklich iiberall Rang
2 hat. Die resultierende Mannigfaltigkeit f (T2) bezeichnet man als TorUS im R?.
Thre implizite Gleichung lautet

2
O:f(x,y,z): (w/x2+y2—R) +Z2—I’.

Bemerkung 7.2.16. Das Konzept der Regularitdt ist konsistent mit dem, was
wir bei der Definition der Kurven kennengelernt haben. Eine reguldre Kurve, al-
so eine Kurve mit f’ # 0 bzw. rank f* = 1 {iberall ist dann also auch eine 1-
MANNIGFALTIGKEIT und die PARAMETRISIERUNG stellt das KOORDINATENSYSTEM
dar.

Man wire jetzt versucht zu sagen, eine k—Mannigfaltigkeit im R" definiere sich
einfach als Bild? einer reguliren Funktion f : R¥ — R”. Dem ist aber nicht so, die
Bedingung 3) hat sehr wohl ihren Sinn.

0.8

-0.5

0.5

Abbildung 7.2.2: Die Funktion aus Beispiel 7.2.17. Die Kurve ,schliesst“ sich wieder an der
Stelle (0, 0).

Beispiel 7.2.17. Die Funktion

. cost Tr
f(t) = sin 2t [ sin 7 ] s t e (—5, 5) s
siehe Abb 7.2.2, bildet die offene Teilmenge V := (-%, Z) C R reguldr nach R? ab,
aber das Bild f(V) ist keine Mannigfaltigkeit, denn es gibt keinen Diffeomorphis-
mus, der eine beliebig kleine Umgebung von (0, 0) gleichzeitig auf Umgebungen
von 0, —5 und 7 abbilden kann.

20Manchmal auch als SPUR oder GRAPH.
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Aber f ist auch kein Koordinatensystem, da f~! nicht stetig ist: Man kann Folgen
xx € R? mit x; — 0 definieren, fiir die /™! (x¢) gegen —%, 0 oder % konvergiert oder
sogar beliebig zwischen diesen Werten wechselt. Bedingung 3) in Satz 7.2.10 ist also
sehr wohl notwendig.

Unsere bisherige Definition einer Mannigfaltigkeit hat immer um jeden Punkt
der Mannigfaltigkeit eine Umgebung f(W) gefordert, die ebenfalls zur Mannig-
faltigkeit gehort. Zwar ist f(W) normalerweise keine offene Menge?! im R", aber
trotzdem hat jeder Punkt eine Umgebung auf der Mannigfaltigkeit, f(W) ist RELA-
TIV OFFEN. Insbesondere ist jeder Punkt von M in dieser Definition ein INNERER
PunkT, die Mannigfaltigkeit hat also keinen Rand, auch wenn sie im Sinne der
mengenwertigen Topologie selbst nur Rand ist.

Ubung 7.2.3 Zeigen Sie: Ist M C R" eine k—Mannigfaltigkeit, X < n, dann ist
oM =M. o

Um also Mannigfaltigkeiten mit Rand definieren zu kénnen, brauchen wir ein etwas
subtileres Konzept.

Definition 7.2.18 (Mannigfaltigkeit mit Rand).
1. Der (positive) HaLBRAUM H¥  RF ist definiert als H* := {x € R¥ : x; > 0}.

2. Eine Menge M C R”" heiflt k—dimensionale MANNIGFALTIGKEIT MIT RAND,
wenn zu jedem Punkt x € M entweder die Forderungen aus Definition 7.2.1
erfiillt, oder es eine offene Menge U > x, eine offene Menge V C R" und
einen Diffeomorphismus f : U — V gibt, so daf

f(UﬂM):Vﬂ(Hkx{O}):{er:yk20,yk+1:--~:yn:0}. (7.2.8)

und fr(x) =0.

3. Erfiillt x die Bedingung aus 2), so heift x RANDPUNKT der Mannigfaltigkeit
M. Die Menge aller Randpunkte bildet den RAND dM der Mannigfaltigkeit®2.

Bemerkung 7.2.19. Das ,entweder ...oder“ in Punkt 2) von Definition 7.2.18 ist
absolut korrekt. Wiaren ndamlich f; : Uy — Vi bzw. fy : Uy — Vi Diffeomorphis-
men?? gemiB Definition 7.2.1 bzw. Definition 7.2.18, dann ist f; ofl‘1 : V1 = Vy ein
Diffeomorphismus im R*, der eine offene Teilmenge des R¥, niamlich 7,(V;) auf
die nicht offene Teilmen m,(Vy) abbildet; letzere ist nicht offen, da fy(x) = 0 ist.
Das ist dann aber ein Widerspruch zu Satz 5.3.2, 1), wo gezeigt wurde, daB} jede
Funktion mit det f” # 0 eine OFFENE ABBILDUNG sein muss, die offene Mengen auf
offene Mengen abbildet.

HUBeispiel: Die Sphéren $"~! im R"

22Was jetzt aber nicht mehr im topologischen Sinne von Definition 1.2.16.

Dafiir muss man eventuell Us und Vy so verkleinern, daB Uy c Uj ist, was aber moglich ist, da
jax € Uy NUy, also Uy N Uy # 0 eine nichtleere offene Menge ist, die x enthélt und damit einen
guten Kandidat fiir Uy darstellt.
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7 Mannigfaltigkeiten

Satz 7.2.20 (Mannigfaltigkeiten und Rand). Ist M C R" eine k—Mannigfaltigkeit
mit Rand, dann ist der Rand OM eine k — 1-Mannigfaltigkeit und M \ OM eine k—
Mannigfaltigkeit.

Beweis: Seix € M und f : U — V ein Diffeomorphismus wie in Definition 7.2.18.
Dann sind alle Punkte x” mit

FONeVA®RTIX{O) ={y eV yi=-=y.}

ebenfalls Randpunkte von M, da sie auch Definition 7.2.18 erfiillen. Jeder Punkt
¥’ mit £(x’) € VN (RF x {0}) mit** f; (x’) > 0 gehort zwar zur Mannigfaltigkeit M,
kann aber nach Bemerkung 7.2.19 kein Randpunkt sein. Damit ist

fOMnU)={yeV:iy1=-=y,=0},

weswegen dM genau die Definition 7.2.1 fiir eine k — 1-Mannigfaltigkeit erfiillt.
Andererseit gilt aber

SMNOM)NU)={y eV iyt >0,yps1=-"-=y, =0}

nach einer Verkleinerung auf die offene Menge V' = {y € V : y; > 0} ein entspre-
chend angepasstes U’ ist

FUMNOM)NU) ={y eV :yra=---=y, =0},
was genau der Definition einer k—Mannigfaltigkeit entspricht. m]

Beispiel 7.2.21 (Sphiren, Halbkugeln, Kreise). Die Sphiren S"~! im R” sind ein

schones Beispiel, wie das mit und ohne Rand aussehen kann.
1. Die Sphére S" 1 selbst ist eine Mannigfaltigkeit oAne Rand, ganz im Sinne
der urspriinglichen Definition. Dennoch ist sie BESCHRANKT, denn alle x € M

erfiillen trivialerweise ||x||o < 1. So etwas bezeichnet man als GESCHLOSSENE
MANNIGFALTIGKEIT.

2. Die HALBKUGEL
S’;l ={xeS" 1 :x, >0}

ist eine Mannigfaltigkeit mit Rand. Der Rand ist natiirlich
S"?%x0={(x,0): x € "2 c R*" !},

also eine n — 2—-dimensionale Sphére, die nun aber wieder eine Mannigfaltig-
keit ohne Rand ist. Jedes Koordinatensystem f : R""2 — R"~! ergibt sofort

ein kanonisches Koordinatensystem f (u) = (f(u),0) fiir die n — 2—-Sphére im
R”.
3. Die offene Halbkugel
S l={xes"t:x, >0}

erfiillt ja
sut =8t a8t

und ist wieder eine ,normale“ Mannigfaltigkeit.

2 £(x") < 0 ist ausgeschlossen, da der Diffeomorphismus per definitionem auf H* x {0} abbildet.
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7.3 Tangentialraume und Orientierung

Als nichstes beschiftigen wir uns mit der Frage, was denn nun die ABLEITUNG
einer k—Mannigfaltigkeit M im R" ist. Verwendet man um x € M ein KOORDINA-
TENSYSTEM f : W — R”, u € W ¢ R¥, wobei x = f(u) ist, dann kann man natiirlich
die Ableitung

f/ (I/t) c RnXk

in irgendeiner Form als Ableitung der Mannigfaltikeit ansehen. Nun sind Koordi-
natensysteme aber natiirlich nicht eindeutig und wire g : W — R” ein anderes
Koordinatensystem mit « € W’ und g(u) = x, dann haben wir keine Garantie, daf3
g (u) = f’'(u) ist und damit hinge dieses Konzept einer Ableitung massiv von der
Parametrisierung ab.

Beispiel 7.3.1. Setzen wir g(v) := ga(v) := f(A(v —u) +u), A € R®* invertierbar,
v € W, dann ist

g'(u) = f'(u) A

eine lineare Transformation von f’(u) mit Gleichheit genau dann, wenn A = [ ist.

Beispiel 7.3.1 zeigt, daB3 die Ableitung des Koordinatensystems keine parametrisie-
rungsunabhidngige Grofe, also nicht INTRINSISCH ist. Auf der anderen Seite gibt
es aber auch eine Idee, was eine intrinische GroB3e sein kénnte, nimlich der VEK-
TORRAUM f'(u) R¥ = g, (u) RK, der von den Spalten der Ableitungen aufgespannt
wird. Das kénnen wir formalisieren.

Definition 7.3.2 (Tangentialrdume).
1. Fir f:V — R" und u € V definieren wir die LINEARE ABBILDUNG

L,f:ve f(u)(v—u),

25

die gerade die ABLEITUNG®’ von f an der Stelle u ist.

2. Der TANGENTIALRAUM der k—Mannigfaltigkeit M an der Stelle M > x = f(u),
f ein Koordinatensystem, ist definiert als

T, ::x+Luf(Rk):x+{f’(u)(v—u) :veRk}. (7.3.1)
Den linearen Anteil dieses Raums bezeichnen wir mit M, := T, — x.

3. Eine Menge X C R" heiflt AFFINER TEILRAUM des R", wenn es ein X € x gibt,
so daB
X—-x={x"-x:xeX}

ein Vektorraum ist.

Bemerkung 7.3.3. Affine Teilrdiume des R” sind von der Form AR” +b, A € R,
b € R", haben Dimension < m und Dimension m genau dann, wenn rank A = m
ist.

2Im Sinne von Definition 3.3.1.
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Lemma 7.3.4. Fiir jedes x € M ist der Tangentialraum T, ein k—dimensionaler affiner
Teilraum des R".

Beweis: Da f ein Koordinatensystem ist, ist rank f’(v) = k, v € V, also insbe-
sondere rank f’(u) = k, x = f(u), und T, — x = f’(u) R* ist ein k—dimensionaler
LINEARER TEILRAUM des R”. |

Als nichstes zeigen wir, daB 7 tatsdchlich nur von M und x abhéngt, also INTRIN-
SISCH ist.

Lemma 7.3.5. Sind f: V — R" und g : W — R" Koordinatensysteme mit
fu)y=g(v)y=xe M, ueV,veWw, (7.3.2)

dann ist
L, f(R") = L,g(RY),

und damit ist T, wohldefiniert.

Beweis: Die Abbildung g1 o f : V/ — W’ ist auf einer Umgebung V’ C V von u
definiert mit Bildbereich W’. Da

f=goglof,
ist nach der Kettenregel und wegen f(u) =g(v) =x
f ) =g (g7 (fw)) (g7 o f) (u)=g'(v) (g7 o f) (u).
—_——

—_————— | —
=g~ 1(x)=v eRnxk eRk

Die Matrix auf der linken Seite hat Rang k, also miissen auch beide Matrizen auf
der rechten Seite Rank k haben, insbesondere ist also (g% o f)’(u) invertierbar.
Die Inverse findet man auch leicht, indem man die Identitt%°

u:f_logog_lof
differenziert, was
-1 ’ -1 ’ -1 ’ -1 ’ -1
I=(PoM o o (og/()=((" e W)
ergibt. Insbsondere gilt also fiir jedes Paar von Koordinatensystemen
det(gto f)Y(u') #0, u eV, (7.3.3)
Also gilt

L, f(RF)

L, (g og o f) (RY) = (g og o f), () (Rk - u)
g0 (7 o /YR —u) = g'(v) (70 0 f)'(w) R

=Rk —Rk

g () (RE = v) = Lg(®Y,

ZDjeses Spiel kann man durchaus weitertreiben, man muss allerdings darauf achten, da8 die ,in-
nerste“ Funktion ein Koordinatensystem, da die Inversen von Koordinatensystem, f~* und g~!
nicht auf dem ganzen R”, sondern nur auf M definiert sind.
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und damit ist 7y in der Tat vom gewidhlten Koordinatensystem unabhingig. m]

Da der Tangentialraum ja genau der affine Teilraum ist, der von den Spalten von
f’ erzeugt wird, kénnen wir ohne weiteres eine Basis dieses Raums angeben.

Korollar 7.3.6. Ist f ¢in Koordinatensystem mit x = f(u), dann sind die Vektoren®”
af; .
me:=|—w):j=1,...,n|, t=1,...,k, (7.3.4)
Ouy

eine Basis von M, .= T, — x, also
T, =x+span {mg:{=1,...,k}. (7.3.5)
Diese Basis hingt allerdings vom gewdhlten Koordinatensystem ab.

Generell ist ein VEKTORFELD einfach eine vektorwertige Funktion, also das multi-
variate Gegenstiick zu einer KURVE. Will man Vektorfelder entlang einer Mannig-
faltigkeit definieren, dann muss man ein bisschen aufpassen.

Definition 7.3.7 (Vektorfelder auf Mannigfaltigkeiten). Eine Funktion F : M —
R" von einer Mannigfaltigkeit in den R" heit VEKTORFELD auf der Mannigfaltig-
keit, wenn

F(x) €Ty, xXeM. (7.3.6)

Bemerkung 7.3.8. Da, wie bereits ausgenutzt, ja R" = x + R”, ist, kann man das
Vektorfeld auch als

F(x) =x+F(x), F:R"— M,

auffassen. Die Anschauung ist dann, daB der Vektor?® F(x) als an x »angekleb-
ter Pfeil“ gesehen wird. Man kann, wie in [30], auch formal zwischen R" und R}
unterscheiden, wobei letzterer aus Paaren (x, v) besteht, wobei die Vektorraumope-
rationen nur auf die zweite Komponente v angewendet werden und nicht auf den
FUSSPUNKT x.

Alternativ kann man affine Geometrie auch sehr schon iiber BARYZENTRISCHE
KOORDINATEN beschreiben, siehe [20], was nicht nur klassisch ist sondern auch in
der Welt des CAGD? verwendet wird.

Beispiel 7.3.9. Ein praktisches Beispiel fiir ein Vektorfeld auf einer Mannigfaltig-
keit wiaren Windstromungen auf dem Erdellipsoid unter Vernachldssigung von Auf-
und Abwirtsbewegungen.

Ist F : M — R”" ein Vektorfeld, dann kann man fiir ein Koordinatensystem f :
W — R" die ,Koordinatenversion“ F o f : W — R" davon betrachten, also die
Abbildung W 3 u +— F(f(u)) € R". Wegen (Fo f)(u) € Ty =x+ f'(u) RF gibt es
also einen Vektor v(u), so daB3

F(f(u) =x+ f"(u) v(u) < [ @) v@u) = F(f(u) -x. (7.3.7)

?"Das sind die Spalten von f'(u).
28Djesmal und nur diesmal und auch das nur um der Anschaulichkeit willen.
Y Computer Aided Geometric Design.
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Da der Vektor auf der rechten Seite nach Definition 7.3.7 im Vektorraum liegt, der
von den Spalten von f’(u) aufgespannt wird, existiert immer so ein v(«#) und da
die Matrix f’(u) vollen Rang hat, ist v(u) sogar eindeutig bestimmt. Ersetzen wir
nun v(u) durch u + v(u), ,kleben“ wir also die RICHTUNG v(u) AFFIN an u, dann
erhalten wir, daB3

Lyf(v(u) =x+ f'(w)(v(u) —u) =x+ f'(u) ¥(u) = x + (F(f(u)) —x) = F(f(u)),
was uns zu folgender Beobachtung fiihrt.

Lemma 7.3.10. Ist F : M — R" ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einer k—
Mannigfaltigkeit M und ist f : W — R* ein zweimal stetig differenzierbares Koordina-

tensystem fiir M um einen Punkt x € M, dann gibt es ein beliebig stetig differenzierbares
Vektorfeld v : W — R, so daf

(Fo f)(u) =L,f(v(u)), ueWw. (7.3.8)

Beweis: Zu zeigen ist nur noch die stetige Differenzierbarkeit von v und die folgt
aus (7.3.7): Da f’(x) beliebig oft differenzierbar ist und tiberall vollen Rang hat,
gibt es eine LINKSINVERSE g : W — R¥" zu f/ mit

g(u) f'(u) =1 e RV,
und diese ist so oft differenzierbar wie f’. Dann ist

v(u) = g(u) (F(f(u) = x)
stetig differenzierbar. m|

Noch ganz kurz ein kleines Bisschen zum Thema ORIENTIERUNG. Orientierung
ist eine Eigenschaft von geordneten Basen [v1,...,vi] und [wq,..., wi] eines Vek-
torraums, die man sich am besten als Matrizen vorstellt. Der BASISWECHSEL kann
durch eine Matrix A beschrieben werden®’, die durch

k
wjzzaﬂvf, j=1,...,k, (7.3.9)
=1

eindeutig bestimmt ist. Die beiden Basen sind GLEICH ORIENTIERT, wenn det A > 0
ist und ENTGEGENGESETZT ORIENTIERT, wenn det A < 0 ist. Sind f, g Koordinaten-
systeme und betrachtet man die Basen (7.3.4) aus Korollar 7.3.6, dann sind diese
Basen des Tangentialraums genau dann gleich orientiert, wenn

det(gt o f)(u) > 0, ueWw

gilt, also wenn die Beziehung zwischen den beiden Koordinatensystemen ORTIEN-
TIERUNGSTREU ist. Ein Mannigfaltigkeit heiBt ORIENTIERBAR, wenn es eine konsis-
tente Orientierung gibt. Das klassische Beispiel fiir eine nicht orientierbare Man-
nigfaltigkeit ist das MOBIUSBAND, siehe Abb 7.3.3. Bei einer nicht orientierba-

30Das ist oftmals die ,Standarddefinition® von Matrizen in der linearen Algebra: Als Koeffizienten
eines Basiswechsels.
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7.3 Tangentialraume und Orientierung

Abbildung 7.3.3: Das Mobiusband und die Unmdglichkeit, es zu orientieren, aus [30].

ren Mannigfaltigkeit sind auch die Normalen nicht wirklich sauber definiert, da
deren Richtung ebenfalls von der ,Hindigkeit“ des Koordinatensystems abhingt
und springt, wenn sich die Orientierung dndert. Das ist genau der bekannte Effekt,
daB das Mobiusband als gedrehtes und verklebtes Band keine Ober- und Unterseite
hat3!, sondern eben nur eine Seite.

3'Weswegen in der Stochastik auch selten ,M&biusmiinzen“ geworfen werden.
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Banachraum, 90

Banachscher Fixpunktsatz, 101
baryzentrische Koordinaten, 145
Basis, 145

Basiswechsel, 146
Begrenzungsfldache, 113
Beriihrpunkt, 11

beschrinkt, 142

Betrag, 48

Betragsfunktion, 6
Bewegungsgeschwindigkeit, 104
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Bijektion, 59, 105, 128
Bilinearform, 60, 66, 89
Blockmatrix, 136

Bogenldnge, 35, 39
bogenldngenparametrisiert, 39
bounding Box, 30

CAGD, 33, 145

Cantorfunktion, 130, 131
Cauchy-Folge, 20-22, 25
Cauchy-Schwarz-Ungleichung, 7, 45
Cavalieri-Prinzip, 115

De Morgansche Gesetze, 17
Determinante, 77, 119

Diagonale, 59

Diagonalfolge, 25

dicht, 20, 131

Diffeomorphismus, 132, 135
Differential, 50, 90
Differentialoperator, 49
differenzierbar, 33, 50, 54, 55, 72, 90
Dimension, 127

diskrete Metrik, 6, 8
Dreiecksungleichnung nach unten, 9
Dreiecksungleichung, 7, 22
Durchmesser, 23

dyadische Darstellung, 127
dyadische Zahl, 131

Ebene, 133

Ecke, 82

Eigenvektor, 80

Eigenwert, 76, 80

einfache Nullstelle, 108, 110
Einheitsindizes, 48
Einheitskreis, 81
Einheitskugel, 24, 88, 125
Einheitssphire, 87, 134
Einheitsvektor, 41
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Einheitswiirfel, 82

eliminieren, 99

Ellipsoid, 127

entgegengesetzt orientiert, 146
Entwicklungspunkt, 62
Erzeugnis, 14

euklidische Norm, 109
Euler-Lagrange—Gleichung, 91
explizit, 137

Extremalstelle, 75

Extremum, 75

Fakultit, 48
Farkas—-Lemma, 84, 86
fast alle, 16

fast tiberall, 131
Fixpunkt, 22, 101, 108
Fixpunktproblem, 100, 108
folgenkompakt, 23, 27
Folgenraum, 24
Frobeniusnorm, 20, 109
Funktional, 89
Funktionenraum, 89

Funktionentheorie, 96
FuBpunkt, 145

Gausmatrix, 119
gemeinsame Nullstelle, 108
gemischte Ableitung, 45
generisch, 111
geometrische Invariante, 98

geschlossene Mannigfaltigkeit, 142

gleich orientiert, 146
gleichmiBig stetig, 27, 36
gleichmiBige Konvergenz, 130
Gleichungssystem, 95, 99

Haussdorf-Raum, 18
hermitesche Matrix, 76
Hesse—Matrix, 48
Hessematrix, 61, 66, 78, 81
Heuristik, 54

homogen, 45

homogene Funktion, 59
homogene Komponente, 62
homogenes Polynom, 61
Hyperebene, 111, 118
Haufungspunkt, 16
Hochstgrad, 62
Hohenlinie, 111

Immersion, 138

implizit, 134

implizite Flachen, 111
implizite Funktion, 95
Implizitierung, 98
indefinit, 76
Indexmenge, 10
indiskrete Topologie, 18
induzierte Metrik, 7
injektiv, 105

innerer Punkt, 16, 82, 83, 141
Inneres, 16

inneres Produkt, 42
Integration, 115
integrierbar, 116
Intervall, 116

intrinsisch, 143, 144
intrinsische Eigenschaft, 40
invertierbar, 96, 99
invertierbare Matrix, 108
isometrisch, 20

Iteration, 108

globaler Diffeomorphismus, 133
Gradient, 42 Jacobimatrix, 71, 72, 96
Graph, 33, 36, 38, 140 Jet, 62
Grenzwert, 16 Jordan-messbar, 118
Guingard-Bedingung, 87

kanonische Einbettung, 133
Halbkugel, 142 Kante, 82
Halbraum, 141 Karte, 138
Hauptminoren, 77 Kettenregel, 39, 43, 56, 96
Hauptuntermatrix, 77 Kinematik, 97
Hausdorff-Raum, 14, 18 kompakt, 23, 27, 79, 105
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kompakter metrischer Raum, 30
Komplement, 8
Komponentenfunktionen, 33
Konkatenation, 136

konkav, 80

konkave Funktion, 80
Kontaktpunkt, 11, 14, 15, 17, 19
Kontraktion, 22, 101, 109
Kontraktionskonstante, 22
konvergent, 16

konvex, 80, 90

konvexe Analysis, 84

konvexe Funktion, 80, 81
konvexe Hiille, 44

konvexe Menge, 58, 80, 81
konvexer Kegel, 84
Koordinatensystem, 137, 140, 143
Kriimmung, 66
Kugelkoordinaten, 125

Kurve, 33, 41, 70, 71, 118, 145

Lagrange—Multiplikatoren, 106
Lagrangemultiplikatoren, 87, 88
Lagrangfunktion, 87

Laplacesche Entwicklungsregel, 78

Leitform, 62

Limit Point, 11

linear, 59

linear abhdngig, 133

lineare Abbildung, 143
lineare Funktion, 42, 50, 87
lineare Nebenbedingung, 89
linearer Teilraum, 144
lineares Funktional, 90
Linearform, 60
Linearisierung, 85
Linksinverse, 146

lokal injektiv, 103

lokal konkav, 81

lokal konvex, 81

lokale Inverse, 105

lokales Maximum, 75, 80
lokales Minimum, 75, 78, 80
Lokalisierung, 99

Liange, 6, 34, 35, 48

Mannigfaltigkeit, 132

Index

Mannigfaltigkeit mit Rand, 141

Maximalstelle, 75, 80, 106

Maximum, 88

Maximumprinzip, 105

mengenwertige Topologie, 19

Metrik, 5

metrischer Raum, 5, 18

Minimalstelle, 75, 85

Minimum, 88

Minor, 77

Mittelwertsatz der Differentialrechnung,
44, 47

Monom, 48

monoton, 8

monoton steigend, 130, 131

Multiindex, 48, 116

Multilinearform, 60

multivariate Funktion, 41

Mobiusband, 146

Nebenbedingungen, 84
negativ definit, 76

negativ semidefinit, 76
Neilsche Parabel, 34
Newton-Iteration, 110
Newton—Verfahren, 110, 112
nichtdegeneriert, 106
nichtnegativ, 5

nichtnegative Losung, 84
Norm, 6, 109

Normale, 112
Normalenrichtungen, 85
Normaquivalenz, 50
normierter Raum, 6, 28
Nullmenge, 132

Nullstelle, 108, 110
Numerische Mathematik, 110
Niherung erster Ordnung, 65

Oberintegral, 116

offen, 14

offen und dicht, 20

offene Abbildung, 105, 141
offene Kugel, 8

offene Menge, 8, 13, 14, 127
offene Teilmenge, 14, 15
offene Uberdeckung, 25
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Operatornorm, 73 rektifizierbar, 35

Ordnung, 55 relativ offen, 141

orientierbar, 146 Reparametrisierung, 39
Orientierung, 85, 146 Richtung, 44, 70, 146
orientierungstreu, 39 Richtungsableitung, 44

orthogonal, 133 richtungsdifferenzierbar, 44, 51, 54, 70
ortientierungstreu, 146 Riemannsumme, 37

Riickwirtstransformation, 97
Paraboloid, 66

Parallelepiped, 119 Satz von Bolzano—Weierstraf3, 31
parametrische Fliche, 70 Schmiegeparabel, 67
parametrisierte Ebene, 133 Schnittkurve, 112
Parametrisierung, 33, 140 Schubfachprinzip, 25
partiell differenzierbar, 41, 51, 54, 55, Sehstrahl, 112
70 singularer Punkt, 34

partielle Ableitung, 42, 48 singuldre Konfigurationen, 98
partielle Ordnung, 84 singuldrer Punkt, 103, 108
Peanokurve, 129, 131 Skalarprodukt, 42
Permutation, 136 Spaltenrang, 135
Permutationsmatrix, 120 Spur, 140
Polarkoordinaten, 124 Steigung, 66, 127
Polynom, 48, 58 Stellgroe, 104
polynomiale Kurve, 33 sternformige Menge, 58
positiv definit, 76, 77 stetig, 18, 19, 48
positiv semidefinit, 76, 77, 81 stetig differenzierbar, 55, 99
principal submatrix, 77 stetig partiell differenzierbar, 42, 55
Produktregel, 43 stetige Abbildung, 33
Produkttopologie, 23 stetige Surjektion, 129
Projektion, 136 Streckenzug, 44
punktetrennend, 14 strikt konvex, 80

striktes lokales Minimum, 78
Quader, 30, 47, 115 striktes Maximum, 75
quadratische Matrix, 96 striktes Minimum, 75

Subdifferential, 90
Radius, 8, 23 Surjektion, 127
Rand, 12, 141 surjektiv, 130
Randpunkt, 12, 14, 82, 141 symmetrisch, 59, 89
Rang, 133, 135 symmetrische Matrix, 60, 76, 77
rank, 135

symmetrische Multilinearform, 62

Raytracing, 112 Symmetrisierung, 61

reellwertige Funktion, 75

Referenzellipsoid, 111 Tangente, 33, 110
regular, 119 Tangentialebene, 66, 112
reguldr, 34, 39, 139 Tangentialkegel, 82
reguldre Funktion, 105 Tangentialraum, 143
reguldre Kurve, 39 Taylorformel, 64
reguldrer Punkt, 103, 105 Taylorpolynom, 62, 64
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Tool Center Point, 97 Uberdeckung, 23

Topologie, 13 tiberdeckungskompakt, 23, 27
topologischer Raum, 13

Torus, 140

total beschrankt, 25

total beschrinkt, 23

totales Differential, 50

Trager, 118
Transformationsformel, 115, 119
Translationsinvarianz, 122
Treppenfunktion, 116
Trilinearform, 68

Tupel, 33

Umgebung, 11, 13, 14
Umkehrabbildung, 105
Umkehrfunktion, 105, 132
Umbkehrsatz, 105, 138
Ungleichungsnebenbedingungen, 84
unstetig, 128

Unterintegral, 116

Unterteilung, 116

Urbild, 19

Variationsproblem, 89
Variationsrechnung, 89
Vektor, 33

Vektorfeld, 70, 145
Vektorraum, 6, 48, 143
vektorwertige Funktion, 41
vertraglich, 109
Vervollstindigung, 20
vollstandig, 20

Volumen, 118
Vorwirtsdifferenz, 47
Vorwirtstransformation, 97
Vorzeichenwechsel, 108

WGS84, 111, 127
Winkelgeschwindigkeit, 104
wohldefiniert, 128

Zeile, 72

Zeilenrang, 135
Zerlegung, 116
zuldssiger Punkt, 84
Zweigelenkroboter, 97
Zylinderkoordinaten, 125
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