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Links were electronic now, not narrative . .. Until the advent of hyperlinks, only God
had been able to see simultaneously into past, present and future alike; human beings
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Ch. Bronté, Jane Eyre

Heute haben wir die experimentelle und mathematische Naturwissenschaft und laufen
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Hilfsarbeiter fiir die Erkenntnis heranziehen.

K. LaBwitz, Aspira. Geschichte einer Wolke

To isolate mathematics from the practical demands of the sciences is to invite the
sterility of a cow shut away from the bulls.

P. Chebyshev
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Grundideen der
Spieltheorie: Bei—Spiele ]_
Sicher kinnen Computer Probleme lisen, Informationen speichern, kombinieren
und Spiele spielen — aber es macht ihnen keinen Spafs.

(L. Rosten)

Spieltheorie befasst sich mit der Frage, wie man in Konfliktsituationen optimale Ent-
scheidungen trifft. Um es mit Karlin [17] zu sagen:

The art of making optimal judgments according to various criteria is as old as man-
kind; it is the essence of every field of endeavor from volleyball to logistics’. The science
of making such judgments, as opposed to the mere art, is a newer development ...

In diesem ersten Kapitel wollen wir uns anhand von ein paar Bei-Spielen eine Ubersicht
iiber die wesentlichen Ansitze und Ideen verschaffen, bevor wir uns dann vertieft an die
mathematischen Grundlagen machen.

1.1 Stein, Schere, Papier, Formalismus

Ein klassisches Kinder- und nicht nur Kinderspiel ist Stein, Schere, Papier, bei dem zwei
Spieler, nennen wir sie kreativ S und Sy, gleichzeitig mit jeweils einer Hand entweder
einen Stein (Faust), eine Schere (Zeige- und Mittelfinger gespreizt) oder Papier (flache
Hand) darstellen. Der Gewinner wird dann nach folgenden Regeln ermittelt:

1. Der Stein macht die Schere stumpf, also gewinnt Stein gegen Schere.
2. Die Schere schneidet Papier, also gewinnt die Schere gegen das Papier.
3. Das Papier wickelt den Stein ein, also gewinnt Papier gegen Stein.

Man sieht, die Situation ist schon symmetrisch und es gibt entweder ein Unentschieden?
oder ein Spieler gewinnt und der andere verliert. In letzterem Fall k6nnen wir davon aus-
gehen, daB ein Gewinn® vom Verlierer an den Sieger iibertragen wird. Diese Situation
bezeichnet man als ein Nullsummenspiel: Was einer gewinnt, das muf3 der andere verlieren.
Normieren wir den Gewinn zu 1, dann kénnen wir das Ergebnis des Spiels jeweils aus der

Sicht der beiden Spieler in Tabellenform darstellen:

1Wir werden uns hier allerdings weder mit Volleyball noch mit Logistik befassen, dafiir mit FuB-
noten.

2Wenn beide Spieler dieselbe Wahl getroffen haben.

Beispielsweise eine Einheit Geld — der Phantasie sind hier keine Grenzen gesetzt, aber fiir unsere
Zwecke hier ist es vollig irrelevant.



1 Grundideen der Spieltheorie: Bei—Spiele

S1\Sy || St | Sch | P S1\Sy || St | Sch | P
St | 0 1 |-1 Stf0| 1 |1

Sch || -1 0 1 Sch || 1 0 | -1
P{|1| -1]0 P -1 1 0

Das sind die Auszahlungstabellen fiir S1 (links) und Sy (rechts), die wir als Mathematiker
natiirlich auch als Matrizen darstellen kénnen und werden, nimlich als

0 1 -1 0 -1 1
Ar=|-1 0 1|, Ay=|1 0 -1], (1.1.1)
1 -1 0 -1 1 0

und die Tatsache, dal wir es mit einem Nullsummenspiel zu tun haben, ist dann schlicht
und ergreifend dquivalent zu A; + Ay = 0. So konnen wir natiirlich nun jedes Zweiper-
sonenspiel darstellen: Hat Spieler S; die Wahlméglichkeiten oder Strategien s11,...,51,m
und Spieler Sg entsprechend4 $2.1,. .., 52, zur Verfligung, dann stellen wir das Spiel durch
die beiden Auszahlungsmatrizen A1, Ay € R™ " dar, die sich aus den Auszahlungsfunktionen
F1, FQ durch

(Af)jk =Fe (Slj,szk) > t=1,2,

ergeben. Und nochmals langsam: In unserem Beispiel haben wir es mit den symmetrischen
Strategien

Stein = 511 = 519 =: 51,
Schere = §91 = S99 =: §9,

Papier = 531 = 539 =: 53

zu tun.
Beim nichsten Spiel sind zwar immer noch zwei Personen beteiligt, aber es hat dennoch
eine ganz andere Struktur, da es sich um kein Nullsummenspiel mehr handelt.

Beispiel 1.1.1 (Gefangenendilemma). Zwei Verbrecher werden festgenommen und ge-
trennt voneinander verhort. Der Polizei ist klar, daB3 sie beide eine Menge auf dem Kerbholz
haben, kann aber leider nur kleinere Vergehen wirklich nachweisen®. Deswegen erhalten
beide das Angebot, als Kronzeuge gegen den anderen auszusagen — in diesem Falle wiirde
der Kronzeuge einen Strafnachlass erhalten, der nicht gestindige Verbrecher hingegen die
volle Hérte der Justiz genieBen diirfen. Wenn allerdings beide gestdndig sind, dann braucht
man keinen Kronzeugen mehr und der Rabatt ist dahin. In negativen Jahren Gefingnis se-
hen die Auszahlungsmatrizen wie folgt aus’:

A=A = 3 7

-1 —5]

wobei 51 = ,,schweigen® und s9 = ,aussagen* ist. Ist es besser zu schweigen oder auszusagen?
Was ist die optimale Strategie? Hingt das von den konkreten Zahlen ab?

*Es hat niemand gesagt, daB Spiele immer symmetrisch sein miissen und daB beide Spieler immer
dieselbe Anzahl an Strategien haben.

5Das ist nicht so unrealistisch: So wurde beispielsweise Al Capone nur wegen Steuerhinterziehung
angeklagt und verurteilt.

%Und im Gegensatz zu Stein, Schere, Papier liegt das Interesse der Spieler daran, die ,,Auszahlung“
in Jahren zu minimieren, deswegen der Vorzeichenwechsel.



1.2 Optimale Strategien — reine und gemischte Strategien

Beispiel 1.1.1 ist offensichtlich kein Nullsummenspiel, denn

-2 -8
A1+A2:[_8 . } # 0.

Trotzdem kann man es zu einem Nullsummenspiel machen, indem man einen Spieler
S3, den ,Staatsanwalt®, einfiihrt, der nur eine Strategie und die Auszahlungsmatrix Az =
—A1 — Ay hat — trivialerweise ist dann A1 + Ag + A3 = 0. Allerdings haben wir es dann nicht
mehr mit einem Zweipersonenspiel zu tun, sondern mit einem Dreipersonenspiel, und wir
sehen bereits eine wesentliche Eigenart von n—Personenspielen mit n > 2: Es wird Koope-
ration moglich, bei der mehrere Spieler gegen andere Spieler Koalitionen bilden kénnen.
Auszusagen ist im Sinne von Beispiel 1.1.1 dann genau die Kooperation oder Koalition
des Delinquenten mit der Justiz, zu schweigen hingegen die Koalition mit dem anderen
Spieler.

Beispiel 1.1.2 (Koalitionen). Das klassische und aus der Politik bekannte Mehrpersonen-
spiel heifit ,Koalition“. Nehmen wir an, ein Parlament habe 9 Sitze, die sich auf die drei
Parteien S, C und F wie folgt verteilen:

Partei || S| C | F
Sitze 41411

Es ist naheliegend, daB die beiden groBen Parteien lieber mit F koalieren werden als mitein-
ander, denn sie werden in solch einer Koalition natiirlich ein gréBeres Stiick vom Kuchen
bekommen. Was ist also das optimale oder fairste Angebot, das die Parteien einander fiir
Koalitionen machen kénnen?

In diesem Sinne kénnen wir ja auch das Gefangenendilemma aus Beispiel 1.1.1 sehen:
Die Spieler kénnen entweder miteinander oder mit der Justiz kooperieren, also mit dem
unsichtbaren dritten Spieler, der nur eine Strategie zur Auswahl hat, ndmlich abwarten,
was die beiden machen.

1.2 Optimale Strategien — reine und gemischte Strategien

Wieder ist Stein, Schere, Papier ein gutes Beispiel: Die eigentliche Kunst dieses Spiels in
der Realitét liegt in der Fihigkeit, die Entscheidung des Gegners vorherzusagen und ent-
sprechend dagegen zu handeln — das ist die wirkliche Bedeutung des im Sport so oft mi63-
brauchten Wortes ,antizipieren®. Tatsdchlich konnten wir auch vom ,Elfmeterdilemma“
sprechen: Wohin schieBt der Schiitze am besten und wohin springt der Torwart idealer-
weise. Wenn einer die Priferenzen des anderen kennt, dann ist er im Vorteil. Nur ist diese
Psychologie leider mathematisch nicht wirklich fassbar’ und deswegen gehen wir bei der
Bestimmung der optimalen Losung immer davon aus, daf8 wir es mit einem Gegner zu
tun haben, der verniinftig agiert® und seinerseits die beste Strategie wihlt. Das fiihrt zur
folgenden Grundannahme der Spieltheorie.

Axiom 1.2.1. Die Optimallisung besteht aus derjenigen Strategie, die bei bester Strategiewahl des
Gegners das beste Ergebnis erzielt.

7Zumindest beim Elfmeter stimmt das nicht so wirklich: Schiitzen wie Torhiiter haben normaler-
weise bessere und schlechtere Seiten, die sich aus der ,Hindigkeit“ ergeben, aber das miisste
man dann halt in der Auszahlungsmatrix berticksichtigen.

8Was nicht erst seit Loriots klassischem Sketch vom Skatspieler nicht immer und uneingeschrinkt
zutreffen muss.
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Dabei betrachten wir zuerst das Nullsummenspiel! Hier wird S; sich also alle seine Stra-
tegien s11, ..., 51, ansehen und annehmen, daB Sy clever genug ist, in jedem Fall die beste
Gegenstratgie zu wihlen, daB also fiir j = 1,...,m die Strategie so; mit von j abhingigem
k = k(j) gewdhlt wird, so daB3

(A2)jk = k,fzqaxn (AQ)jk’ = k,g}axn (_Al)jk’ = k,gllln " (Al)jk' >

...............

(A1) jx = j/{rllaxm k/ffin . (A1) - 1.2.1)

..........

Diese Vorgehensweise bestimmt aber nur j! Der Index k der Strategie, die So wihlt, ergibt
sich als Losung des analogen Minimax—Problems

(A1) jx = k,gllin max (A1) s ks 1.2.2)

..... nj'=1,...,

und im allgemeinen gilt, da max; miny # min; max; — im Falle von Gleichheit spricht
man dann von einem Sattelpunkt.

Beispiel 1.2.2. §; will seine optimale Strategie fiir Stein, Schere, Papier bestimmen und
bildet daher fiir jedes j, also jede Zeile von A1, die Minima:

0 1 -1
0 1 | -1
1 0 | -1

und wenn er nun maximiert, dann ist er so schlau wie zuvor, denn das Maximum ist wieder
—1 und wird fiir alle drei Strategien angenommen.

Beispiel 1.2.3. Natiirlich gibt es auch Matrizen mit Sattelpunkt, beispielsweise

R

denn hier liefert max min die Auswahl

[E LY

was dasselbe Resultat liefert wie die min max—Suche:

-1 -2 — [ 2 }
1 9 -1 -2

Die Wahl einer derartigen reinen Strategie liefert uns also, wie Beispiel 1.2.2 zeigt, keine
besonders aufregenden Resultate fiir Stein, Schere, Papier — alle Strategien sind absolut
gleichwertig. Andererseits wird es sich zeigen, dal Spiele mit Sattelpunkt generell nicht
besonders interessant und ,spielenswert sind, also ist die Suche nach Sattelpunkten ent-
weder erfolglos oder aber nicht besonders relevant. Daher nehmen wir einen etwas anderen
Standpunkt ein und nehmen an, die Spieler wihlen jede ihrer Strategien mit einer Wahr-
scheinlichkeit p; bzw. qi, j = 1,...,m, k = 1,...,n. Diese gemischten Strategien umfassen



1.2 Optimale Strategien — reine und gemischte Strategien

auch den Fall reiner Stragien, indem man ein p; und ein g gleich 1 setzt. Die erwartete
Auszahlung fiir ein Nullsummenspiel ist dann

n

m
E(A1,p,q)=%) > (A)jipjqr=+p" A,

Jj=1 k=1

P1 q1
p=| : | q=1 : |-

Pm dn

und S; versucht nun, den Wahrscheinlichkeitsvektor p so zu wihlen, daf3 dieser Ausdruck
maximiert wird, wohingegen Sy sein ¢ so wihlt, daBB der Ausdruck minimiert wird. Die
lineare Funktion E (A1, -, q¢) nimmt® ein Extremum, ganz egal welches, entweder in einem
Randpunkt an, das heit, wenn p; = 0 fiir mindestens ein j ist, oder aber, wenn der
Gradient den Wert 0 hat. Letzteres ist ziemlich unwahrscheinlich, denn es wiirde fordern,
daBfiir=1,...,m

n

a a m n
0=-—E(A1,p.q) = — (A1) rjqgr = ) (A 9k

also
0=A1g=p"A1g=E(A1,p.q). firalle p

ist. Aber Moment mal — hier ist eine interessante Beobachtung: Ist die Matrix Ay nicht
invertierbar!, und gibt es’! p > 0 oder ¢ > 0, so daB pTA; = 0 oder A;q = 0 ist, und
wiahlt der entsprechende Spieler diese gemischte Strategie, dann kann sein Kontrahent
machen, was er will — das erwartete Ergebnis ist 0 und zwar vollkommen unrabhdingig von
der Strategie des anderen Spielers.

Beispiel 1.2.4 (Stein, Schere, Papier). Diese Unabhingigkeit ist auch das, was man er-
warten wiirde, wenn einer der Spieler (beispielsweise ein Computer) strikt gleichverteilt
zufillig spielt, denn dann kann der andere Spieler machen, was er will, das Spiel ist ein
reines Gliicksspiel, und man kann genausogut gleich um die Wette wiirfeln. Und wie’s der
Zufall will*?, ist das auch noch die optimale Strategie, vorausgesetzt, man hat keinen psy-
chologischen Vorteil.

Aber die gemischten Strategien erlauben noch eine andere Sichtweise des Spiels, ndmlich
das Ersetzen der Auszahlungsmatrix A1 durch eine bilineare Auszahlungsfunktion

fii SmxSy—R,  fi(p,q) =pTAg, (1.2.3)

wobei

Sk = {p ERk I Dj ZO,p1+---+pk=1}
das k—dimensionale Einheitssimplex bezeichnet'. Fiir solche Funktionen gilt dann eine
der wesentlichen Aussagen der Spieltheorie, nimlich das Minimax—Theorem, das uns sagt,

daB im gemischten Sinne jedes Zweipersonen—Nullsummenspiel (genau) einen Sattelpunkt
besitzt.

IFiir festes q.
10Beispielsweise, wenn m # n ist!
" Achtung: Positivitit ist eine Forderung, denn wir wollen Wahrscheinlichkeiten und die diirfen
keine negativen Eintrdge haben.
12Was bei Wahrscheinlichkeiten ja Programm ist.
13Mehr dazu spiter.
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Satz 1.2.5 (Minimax—Theorem). Fiir jede Matrix A € R"™" gilt

max min p’ Aq = min max p’ Aq. (1.2.4)
PESH qESH gES, pPESH

Dieses Resultat werden wir natiirlich auch noch beweisen, und zwar als Satz 2.3.1.

1.3 Der einfachste Fall

Schauen wir uns einmal den einfachsten Fall eines Spieles an, ndimlich ein Zweipersonen—
Nullsummenspiel mit nur jeweils zwei Strategien, und somit der Auszahlungsmatrix

a b
A1:—A2:[C d]'

Bei den gemischten Strategien (p,1 — p) und (g,1 — ¢g) ist die zu erwartende Auszahlung

apq+bp(1—-¢q)+c(1-p)g+d(1-p)(1-q)
= d+pb-d)+qg(c—-d)+pgla—b—c+d)
= d+pb-d)+ql(a-b—-c+d)p+c—d]
= d+qg(c-d)y+pl[la-b-c+d)g+b-d].

E(p,q)

Ist also a + d # b + ¢, dann konnen beide Spieler das Spiel unabhingig von der Wahl des
Gegners machen, indem sie

d-c d->b

_ s = d - - -
p i 9 a—-c+d->b

= 1.3.1
a-b+d-c ( )

wihlen. Nun sollten das natiirlich auch Wahrscheinlichkeiten sein, also 0 < p,g < 1 er-
fiillen; etwas komplizierter geschrieben: Es sollte
_1:a—b+d—c a->b a—b>0

1< =1+
=P d-c d-c = d-c —

sein. Wenn das nicht der Fall ist, dann haben b — a und d — ¢ dasselbe Vorzeichen. Sind
diese Vorzeichen beide

positiv, das heifit, ist b > a und d > ¢, dann wird Sy auf jeden Fall Strategie 1 wihlen,
sind sie beide

negativ, dannist » < a und d < ¢ und Sy wird sich auf alle Fille fiir Strategie 2 entschei-
den'4,

aber in beiden Fillen kann S7 sich nun die fiir ihn giinstigere Zeile aussuchen und beide
Spieler wiirden sich nur verschlechtern, wenn sie die Strategie wechseln. Mit anderen Wor-
ten: Das Spiel hat einen Sattelpunkt. Dasselbe Argument trifft natiirlich auch fiir die Wahl
von ¢ zu und wir kénnen die folgende Beobachtung machen.

Lemma 1.3.1. Die nach (1.3.1) bestimmten Zahlen p und q liegen genau dann in [0,1] und
sind somit Wahrscheinlichkeiten bzw. gemischte Strategien, wenn das Spiel keinen Sattelpunkt hat.

14Sofern Sy verniinftig spielt ...

10



1.3 Der einfachste Fall

Damit sind wir im Geschift: Entweder hat das Spiel einen Sattelpunkt und wird sich auf
diesem einpendeln, oder es gibt zwei gemischte Strategien, die den Ausgang des Spieles
jeweils von der anderen Strategie unabhingig machen. Nennen wir diese beiden p* und
g*. Dann ist

vi=E(p’,q°) = min E(p q) = maxE(pq)

g<[0,1 €[0,1
und somit
E >y > E 1.3.2
pui i B P02 = i, T E ) 2

Umgekehrt gilt aber sogar die folgende allgemeine Tatsache.

Lemma 1.3.2. Fiir jede reellwertige Funktion f : X XY — R gilt

1nf sup f(x,y) > sup 1nf f(x,y). (1.3.3)

ye xEX xeX Y€

Sind X und Y kompakt und ist f stetig, dann kann man sup und inf auch durch min und max
ersetzen.

Beweis: Da fiir jedes y € Y die Ungleichung

sup f(x,y) = f(x', ), x' € X,
xeX

erfiillt ist, gilt auch

inf sup f(x,y) > inf f(x',y), x e X. (1.3.4)
YeY v ex yey

Eine weitere Supremumsbildung beziiglich x” in (1.3.4) liefert dann

1nf sup f(x,y) = sup inf sup f(x,y) > sup 1nf f(x',y) =sup 1nf f(x,y),
YeY yex xeX VY xex x'exY xex Y

also genau (1.3.3). Die Kompaktheits- und Stetigkeitsaussagen sollten aus der Analysis
[8, 13] bekannt sein. O

Kombinieren wir also nun (1.3.3) mit (1.3.2), dann ist letztendlich

- E = E(p,q) = E
v (p*.q°) = max, g}(l)nl] (p,q) = qgf(l)nl]plgl[%ﬁ] (r,q)

und damit sind die unabhingigen Strategien auch optimale Strategien. Der Erwartungswert
v bei optimaler Spielweise heifit auch Wert (, Value“) des Spiels; ist er positiv, dann be-
vorzugt das Spiel S1, ist er negativ, dann kommt Sy besser davon und ist er gleich 0, dann
nennt man das Spiel fair.

Bemerkung 1.3.3. Nochmal zur Klarstellung: Im Fall von Zweipersonen-Nullsummenspielen
mit jeweils zwei Strategien besteht das optimale Vorgehen darin, den anderen Spieler zu
neutralisieren, also p* und ¢* so zu wihlen, daB E(p*,-) und E(-,q*) konstant ist, denn
dann gilt (1.3.2) und wegen (1.3.3) muss Gleichheit gelten und wir haben einen Sattelpunkt.
Leider!® gilt das nicht mehr fiir mehr als zwei Strategien. genau dieser konstante Wert

150Oder auch nicht, sonst wire es ja langweilig.

11



1 Grundideen der Spieltheorie: Bei—Spiele

Bemerkung 1.3.4. Die explizite Formel (1.3.1) fiir die optimalen Strategien p*, ¢* eines
Zweipersonen—Nullsummenspiels dndert sich nicht, wenn man zu jeder Auszahlung den-
selben Wert addiert, also A; durch

Ai:A1+C

1 1] T
1 1]—.A1+cll

ersetzt!%, oder wenn man A; mit einem beliebigen, von 0 verschiedenen Wert multipli-
ziert!”. Damit gilt aber auch:

1. Der Wert eines Spieles wird immer mit denselben Strategien bestimmt und kann
durch Addition von

\ a1 1 /A aldlz
C[p’l_p][l 1:||:1_q*]_c[pa1 p][l]_c
auf jeden beliebigen anderen Wert gebracht werden.

2. Ersetzt man A; durch A] = A; - v11?, dann ist das zu A7 gehorige Spiel fair.

Die wahre Kunst besteht in der Erfindung von Spielen, die auf ganz subtile Weise unfair
sind, und sei es nur durch eine minimale Verinderung der Regeln, siehe beispielsweise
Ubung 2.1.1 oder das Skin Game aus Beispiel 2.3.3.

Ubung 1.3.1 Das Daiquiri-Spiel aus [34]: Zwei Manner, Alex und Olaf, sitzen in einer
Bar und vereinbaren folgendes Spiel. Beide legen jeweils ein oder zwei Streichholzer fiir
den anderen unsichtbar auf den Tresen. Stimmen die Zahlen iiberein, so muf3 Alex seinem
yIreund“ Olaf diese Anzahl an Daiquiris ausgeben (zu je 5.50 Euro), andernfalls kommt
Alex mit der Zahlung von einem Euro davon. Welchen Betrag mufl Olaf vorher an Alex
geben, damit das Spiel fair ist? o

1.4 Volistandige und unvollstandige Information

Die Bei-Spiele, die wir bisher betrachtet haben, haben die Gemeinsamkeit, daB3 sie fiir
beide Spieler absolut unvollstindige Information bieten, denn keiner der beiden Spieler
weiB, wie sich der andere entscheidet, die Strategien werden unabhingig voneinander
gewdbhlt.

Das Gegenstiick dazu sind Spiele mit vollstandiger Information, bei denen jeder Spieler
zu jedem Zeitpunkt die gesamte Spielsituation kennt und seine Strategie entsprechend an-
passen kann; Beispiele hiefiir sind Schach oder Russisch Roulette, bei dem allerdings ein

16Zur Erinnerung: Fiir zwei Vektoren x,y beliebiger, nicht notwendig gleicher Linge ist xy” =
[xjyk : Jj.k] eine Matrix vom Rang 1, manchmal auch als Tensorprodukt oder Kroneckerprodukt,
siehe z.B. [21, 33], der beiden Vektoren bezeichnet. Insbesondere ist

1 ... 1
m=: -
1 ... 1
die Matrix, die aus lauter Einsen besteht (aber nicht die Einheitsmatrix!) und in Matlab bzw.

Octave unter dem Namen ones abrufbar ist.
Fiir die Strategie ist es irrelevant, ob man um Euro oder Cent spielt.
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1.5 Endliche und unendliche Spiele

Zufallsaspekt dazukommt!®. Solche Spiele sind, wie bereits in [26] bewiesen, immer de-
terminiert, das heilt, sie haben immer einen Sattelpunkt und damit gibt es a priori eine
optimale Strategie. Fiir Schach bedeutet das, daB3 man das Spiel eigentlich nicht spielen
zu bréduchte, sofern es nur komplett verstanden ist, denn der Sattelpunkt wiirde ja ent-
weder sicheren Sieg fiir Wei}, sicheres Remis oder sicheren Sieg fiir Schwarz bedeuten.
Gliicklicherweise ist Schach zu komplex, um sich vollstindig erfassen zu lassen, so daB die
»mechanische“ Behandlung von Schach darin besteht, eine gewisse Menge von Halbziigen
vorauszuberechnen, dann die resultierenden Stellungen zu bewerten und entsprechend lo-
kal optimale Strategien zu wahlen. Die Kunst bei der Erstellung eines guten Schachpro-
gramms liegt daher auch weniger in der Anzahl der Halbziige (das ist ,brute force“ und der
Rechenaufwand wichst exponentiell mit der Berechnungstiefe), sondern in der Bewertung
von Stellungen und der rechtzeitigen Elimination schlechter Ziige. Frithe Schachprogram-
me konnten lediglich Matt erkennen und haben ansonsten aufsummiert, wieviel ,Material“
noch auf dem Brett war, aber heute sind bereits Mobiltelefone deutlich spielstirker.

Viele Kartenspiele wie Skat, Schafkopf, Bridge, Poker beziehen ihren Reiz daraus, daB3 die
Information nicht vollstéindig aber eben auch nicht vollkommen unvollstéindig ist'’ und daB
man eventuell sogar vorsitzlich falsche Informationen iibermitteln kann. Bei derartigen
Spielen kann man sich durch gutes Erinnerungsvermdégen und ein bichen Wahrschein-
lichkeitsrechnung zumindest einen gewissen Vorteil verschaffen, wie auch bei Blackjack.
Das ist tibrigens angeblich auch der Grund, warum technische Hilfsmittel in Spielcasinos
verboten sind.

Generell kann die Informationsverteilung in manchen Spielen auch sehr unterschied-
lich sein, vom ,allwissenden“ Spielleiter bis hin zu rollenabhingigen Informationen; ein
schones Beispiel hierfiir ist [6]. All das sind Aspekte, die man kaum mehr oder nur mit
sehr groBem Aufwand mathematisch beschreiben kann, und deswegen entziehen sich auch
die meisten oder zumindest die besten Gesellschaftsspiele dem Formalismus dieses Buchs,
was sie allerdings in keinster Weise reizlos macht — weder die Spiele noch das Buch!

1.5 Endliche und unendliche Spiele

Unser bisheriger Formalismus konnte nur endliche Spiele behandeln, also Spiele, bei denen
jedem Spieler nur endlich viele Strategien zur Verfiigung stehen. Durch die gemischten
Strategien weicht man dann zwar auf eine kontinuierliche Menge aus, aber die Endlichkeit
des Spiels liefert uns zumindest einen endlichdimensionalen Raum. Trotzdem gibt es auch
Spiele, die unendlich viele Stragien, ja sogar ein Kontinuum von Strategien erméglichen,
typischerweise die sogenannten ,Stopprobleme®.

Beispiel 1.5.1 (Duell). Zwei Schiitzen stehen sich zu einem Duell gegeniiber?’ und diirfen
zum selben Zeitpunkt die Pistole heben, dann zielen und, wann immer sie wollen, schieen.
Je mehr Zeit sich ein Schiitze zum Zielen 148t, desto h6her wird seine Trefferwahrscheinlich-
keit, aber natiirlich auch das Risiko, getroffen zu werden. Wann ist der optimale Zeitpunkt
um abzudriicken?

Soviel schon mal im Voraus: Die mathematische Behandlung solcher Spiele, die sich mit
dem Timing von Aktionen befassen, siehe [17, Vol II, S. 101ff], hingt auch davon ab, ob

18Solange man es nicht mit einer Automatikpistole spielt — solche Fille werden immer wieder auf
einschldgigen Internetseiten berichtet.

YEine Karte, die ich habe, kann der Gegner schon einmal nicht haben, auBerdem erlauben auch
die Ansagen oder Koalitionen Riickschliisse auf Kartenverteilungen.

20Wer will kann ja annehmen, daB es sich bei einem der beiden um Evariste Galois handeln wiirde.
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1 Grundideen der Spieltheorie: Bei—Spiele

mit oder ohne Schalldimpfer gearbeitet wird, ob ein Duellant also weil}, da3 sein Kontra-
hent vorbeigeschossen?! hat oder nicht — wir sind also auch bereits wieder bei der Frage
nach der Vollstindigkeit der Information. Mathematisch werden wir sie hier nicht behan-
deln, aber die Erweiterung ist eigentlich gar nicht so schlimm, aus Matrizen werden Kerne,
also Abbildungen K : X XY — R, wobei X,Y die Strategiemengen der Spieler sind, die
Wahrscheinlichkeitsdichten p : X — R und ¢ : ¥ — R werden kontinuierlich und als
Erwartungswert ergibt sich statt p? Aq dann

(p. Aq) = fX /X p()q()K (x,y) dx dy.

Mehr dazu in [17].

21Ejinen Treffer wiirde er schon merken ...
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Zweipersonen—
Nullsummenspiele 2

Sine victoriae spe nemo volens in aciem descendit.

Ohne Hoffnung auf Sieg zieht niemand freiwillig in den Kampf.

(Petrarca, De spe vincendi — Von der Hoffnung auf Sieg, 1366)

Beginnen wir also mit dem einfachsten Typ von Spielen, ndmlich mit Zweipersonen—
Nullsummenspielen. Und da definieren wir am besten zuerst einmal alle Begriffe, die wir
brauchen, und zwar richtig.

2.1 Definition des Spiels

Bei der Begriffsbildung folgen wir im wesentlichen den beiden Standardwerken [17] und
[26], bei denen wir uns hier auch am reichlichsten bedienen werden!. Die grundlegenden
Konzepte wurden bereits 1928 von John von Neumann? [25] in der anscheinend ersten und
immer noch lesenswerten Arbeit zum Thema Spieltheorie angegeben.

Definition 2.1.1. Ein n—Personen—Spiel .7, n € N, besteht aus n Strategiemengen S, ..., Sy
und einer Auszahlungsfunktion a : S1 X ---x S, — R", die den Gewinn der einzelnen
Spieler bei Verwendung der jeweiligen Strategien angibt.

1. Das Spiel . heiBt Zweipersonenspiel, wenn n = 2 ist>.

2. Das Spiel . heiBBt Nullsummenspiel, wenn sich alle Auszahlungen zu 0 summieren:

n

0=1"a = Z aj,

Jj=1
beziehungsweise

n

O:Zaj(sl,...,sn), s;p€S;, j=1,...,n
=1

3. Sind die Strategiemengen S; endlich, ist also s; := #S; < oo, j = 1,...,n, dann

setzen wir §; = {1, cl, sj}, o = (s1,...,5n), und erhalten die Auszahlungsmatrizen

A=[A; : j=1,....1n]

= [Aj,(,:aj(aq,...,an) : jzl,...,n,a/eN",a/SO'],

1Es sind auch die mathematisch substantiellsten unter den Biichern. Es gibt zur Spieltheorie zwar
relativ viel populdrwissenschaftliche Literatur, aber die ist dafiir auch gerne mal ungenau, wenn
es um die ,harten“ mathematischen Details geht.

2Der auch der Vater des von Neumannschen Universalrechners ist, einer erstaunlich genauen Be-
schreibung des Digitalcomputers noch bevor solche Gerite realisiert werden konnten.

3Das sollte niemanden so wirklich iiberraschen.
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

wobei
a<p = aj < B, j=1,...,n,

die Standard-Halbordnung fiir Multiindizes ., f € N" ist.

4. Im Fall eines Zweipersonen—Nullsummenspiels mit endlicher Strategiemenge ist das
Spiel durch eine Matrix A € R*1*%2 beschrieben, fiir die A; = A und Ag = —-A gilt.

Beispiel 2.1.2. Wie wir schon in Beispiel 1.1.1 gesehen haben, ist die Spielmatrix zu Stein,
Schere, Papier von der Form

0 1 -1
A=|-1 0 1
1 -1 O

und hat die schéne Eigenschaft, daf3 alle Zeilensummen und alle Spaltensummen den Wert
0 haben, also daB 17A = A1 = 0 ist. AuBerdem ist A schiefsymmetrisch*, also AT = —A;
das driickt die Tatsache aus, daB die Strategien, die ja beiden Spielern unabhingig von-
einander zur Verfligung stehen, auch fiir beide Spieler gleichwertig sind, was eine weitere
Symmetrieeigenschaft des Spiels ist.

Der Formalismus aus Definition 2.1.1 reicht zwar aus, um Stein, Schere, Papier zu beschrei-
ben, aber bei eher klassischen Gesellschaftsspielen, selbst bei Schach, erscheint das ein
wenig schwach. Einen Ausweg findet man aber bereits in [26], wo ein Spiel aus Spielziigen
unterschiedlicher Art aufgebaut werden kann.

Definition 2.1.3 (Spielziige und Information). Ein n—Personen—Spiel bestehe aus einer
Abfolge von Ziigen My, M1, ... nach den folgenden Regeln:

1. Im k—ten Zug M; kann Spieler n; entweder eine bewusste, rein von ihm abhidngige
Entscheidung treffen, einen Spielzug erster Ordnung durchfiihren, oder eine zufillige,
von ihm nicht beeinfluBbare Handlung abrufen, was man als Spielzug zweiter Ordnung
bezeichnet.

2. Nach diesem Zug entsteht eine neue Spielsituation, die entweder einen neuen Spieler
ni+1 festlegt, oder das Spiel ist beendet und die Auszahlungen werden bestimmt.

3. Die Information Iy C {1, ..., k—1}, die Spieler ny vor Spielzug k zur Verfiigung steht,
beschreibt, welche Ergebnisse der Spielziige M, j € Ii, dem Spieler zur Verfiigung
stehen.

4. Das Spiel . beitzt vollstindige Information, wenn I} = {1, ...,k — 1} fiir alle kK und
alle moglichen gewéhlten Spielziige.

5. Das Spiel .7 heiBt endlich, wenn jeder Spieler zu jedem Zeitpunkt nur endlich viele
Strategien zur Auswahl hat und wenn es eine Zahl N € N gibt, so daB3 das Spiel,
unabhidngig vom Ablauf, nach maximal N Ziigen beendet ist.

Das ist alles ein wenig abstrakt, weswegen man sich das Konzept an einem klassischen
Beispiel verdeutlichen sollte.

Beispiel 2.1.4 (Draw Poker). Die Unterscheidung zwischen Spielziigen erster und zweiter
Art sieht man gut am Beispiel der klassischen Pokervariante Draw Poker. Eine Pokerpartie
mit n Spielern lduft folgendermafen ab:

*Auf Englisch skew symmetric.
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2.1 Definition des Spiels

1. Jeder Spieler zahlt einen Festbetrag in den Topf ein, was man nicht als Spielziige
verbuchen muss.

2. Jeder Spieler erhilt fiinf Karten aus einem gemischten Blatt, was wir als Spielziige
zweiter Art M, ..., M, verbuchen kénnen.

3. Nun kommt eine Bieterunde, die wir als eine Serie M1, ..., M,, von Ziigen erster
Art beschreiben konnen — hierbei kann jeder Spieler erhéhen, dabeibleiben oder
passen; die Information, die Spieler n; beim k—ten Zug zur Verfiigung steht, sind
die Gebote seiner Vorgédnger, und damit ist

Ik :{nk,m,...,k_l},
also eben die eigenen Karten und alle bereits gemachten Gebote.

4. Im ndchsten Schritt kann jeder Spieler bis zu drei Karten austauschen, das sind
Ziuge M1, ..., My, erster Art, von denen auch alle Spieler informiert werden,
denn jeder weil3, wie viele Karten der andere gezogen hat.

5. Das Aufnehmen und Ansehen der getauschten Karten sind dann separate Ziige
Myinit, . .., Mo, zweiter Art, von deren Ergebnis nur der jeweils aktive Spieler
informiert wird — keiner darf ja dem anderen in die Karten sehen.

6. SchlieBlich erfolgt eine zweite Bieterunde, an deren Ende alle Spieler, die noch nicht
gepasst haben, ihre Karten vergleichen.

7. Am Ende wird die Gesamtsumme aller Einzahlungen an denjenigen Spieler ausge-
schiittet, der nicht gepasst hat und das beste Blatt hat.

Ein Spiel, das auf Ziigen, seien es Ziige erster oder zweiter Art, beruht, kann man immer
als einen Baum darstellen, bei dem alle Moglichkeiten fiir M7 an der Wurzel aufgelistet
werden und dann, in Abhingigkeit von den vorhergehenden Ziigen, alle regelkonformen
Maoglichkeiten fiir Mg, M3 und so weiter, siehe Abb. 2.1.1. Und nun ist klar, wie derartige

-
=
AN

Abbildung 2.1.1: Ein Beispiel fiir die ersten drei Ziige in einem Spie/lbaum. Wann immer
das Ende des Spiels erreicht wird, erfolgt eine Auszahlung.
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

Spiele in die Normalform aus Definition 2.1.1 gebracht werden kénnen: Jedes Blatt® des
Baums entspricht einer Auszahlung die mit den Wahrscheinlichkeiten der Ziige zweiter Art
auf dem Weg dahin gewichtet wird, und die zugehorigen Strategien sind die entsprechenden
Ziige erster Art.

Man kann das auch sehr formal definieren und den Ubergang von Spielbdumen zu Aus-
zahlungsmatrizen exakt beschreiben, wie es in [26, Chapter II, S. 46-84] auch geschehen
ist, aber das wiirde uns ein wenig zu lange aufhalten und der einzige Preis, den wir fiir
diese ,,Schlampigkeit® zu zahlen haben werden, besteht darin, daB wir beim Beweis von
Satz 2.2.4 nicht formal ganz vollstdndig und korrekt argumentieren kénnen. Aber das ldsst
sich verschmerzen.

Bemerkung 2.1.5. Diese Sichtweise auf ein Spiel ist weniger abwegig, als es zuerst einmal
erscheinen mag: Gerade beim Schach wihlt man oft ganze Zugkombinationen als Strate-
gien, beispielsweise bei den Er6ffnungen (Spanisch, Konigsindisch etc.).

Zum Abschluss wollen wir dieses Konzept noch anhand eines weiteren Bei-Spiels aus [34]
6

illustrieren®.
Beispiel 2.1.6 (Russisch Roulette). Um das klassische Russisch Roulette (ein Trommelre-
volver mit sechs Patronen, von denen nur eine scharf ist, die anderen fiinf sind blind’)
etwas interessanter zu machen spielen A und B es mit zusdtzlichem Einsatz. Das Spiel
lauft folgendermaBen ab:

1. Jeder Spieler setzt eine Gewinneinheit®.

2. Spieler A kann nun entweder zwei weitere Einheiten setzen und den Revolver an
B weitergeben (,Passen®) oder eine Einheit setzen, den Revolver an seine Schlife
halten und abdriicken.

3. Hat Spieler A seinen Zug iiberlebt, dann hat Spieler B dieselben Optionen, darf aber
die Trommel nicht verdndern.

4. Das Spiel ist beendet und die {iberlebenden Spieler teilen die Einsdtze untereinander
auf.

Der Spielbaum zu Beispiel 2.1.6 findet sich in Abb. 2.1.2, man sieht, daf es sich offenbar
um ein Nullsummenspiel handelt. Spieler A hat zwei Strategien, Passen (P) und Spielen
(S), wohingegen Spieler B vier Strategien hat: Auf jeden Fall Spielen (S), auf jeden Fall
Passen (P), dieselbe Strategie wie A (A) oder die entgegengesetzte Strategie (E).

Sehen wir uns ein Bei-Spiel an. Wenn Spieler 1 sich fiir (S) entscheidet, dann geht mit
Wahrscheinlichkeit % der Revolver los und er verliert 2 Einheiten’, also eine erwartete
Auszahlung!? von —%. Andernfalls hingt der Spielverlauf von Spieler 2 ab. Entscheidet

5Also jeder Knoten, der keinen Nachfolgeknoten hat, in unserem Fall genau dann, wenn das Spiel
endet. Das hat jetzt nichts mit Poker zu tun.

%Dieses Spiel ist zur Nachahmung nicht empfohlen! Insbesondere nicht fiir Kinder.

"Von der Verwendung von Platzpatronen anstelle von blinden Patronen sei hier ausdriicklich
abgeraten.

8Im Originaltext von [34] geht es um Zigarettenpickchen, so daB den Spielern also die Wahl
zwischen schnellem und langsamem Tod bleibt.

9Eine vom Anfang und die eine, die er wegen der Wahl ,spielen® einlegen musste; da danach nur
Spieler 2 {ibrig ist, bekommt dieser alle 4 Gewinneinheiten, die im Topf sind.

1ONoch einmal: Wir zihlen hier nur die Einheiten!
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2.1 Definition des Spiels

0/0

2/-2

V6™ 2/

Abbildung 2.1.2: Der Ablauf des Russisch Roulette aus Beispiel 2.1.6. Bei den Ziigen ist
angegeben, welcher Spieler am Zug ist, und ob es ein Zug erster oder
zweiter Art ist, bei den Ergebnissen die Auszahlung.

sich der fiir (P) so sind 5 Einheiten im Topf, zwei von Spieler 1, drei von Spieler 2 und da
beide tiberlebt haben, teilen sie sich das Ganze, so da8} jeder 2% Einheiten erhilt und daher
Spieler 1 eine halbe Einheit gewinnt, die Spieler 2 verliert. Die erwartete Auszahlung von
(S)/(P), und damit auch (S)/(E), ist also

1

1 51
AR AN TRy

Entscheidet sich Spieler 2 hingegen fiir (S) so ist mit Wahrscheinlichkeit % die Auszahlung
2, mit Wahrscheinlichkeit % hingegen ist sie 0. Insgesamt haben wir es bei (S)/(S) also mit

1 5(1 4
6(_2)4-6(324-50)_0

zu tun. Die untere Hilfte des Baumes liefert ganz enstprechend —11—2 und 0 fiir (P)/(S) und
(P)/(P), wir erhalten also die folgende Auszahlungstabelle

[l s [ P [A] E |
ST o0 [1/12]0 ] 1/12
Pl -1/12] 0 [0 |-1/12

oder, als Matrix geschrieben,

o L o L
A= L, B2 . (2.1.1)
-5 0 0 -5

Das Spiel ist erstaunlich fair und symmetrisch und die optimale Strategie besteht fiir beide
Spieler darin, zu spielen — der Erwartungswert!! ist dann 0.

HDas entspricht der Anschauung: Was hat man bei diesem Spiel schon zu gewinnen?
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

Ubung 2.1.1 Bestimmen Sie die Auszahlungsmatrix fiir den Fall, daB Spieler B die Revol-
vertrommel nochmals drehen darf. Ist das Spiel dann immer noch fair? o

Die Matrix A in (2.1.1) hat noch eine weitere interessante Eigenschaft, die das Finden der
Optimalstrategie erleichtert: Jeder Eintrag in der ersten Zeile dominiert den zugehorigen
Eintrag der zweiten Zeile, also a1x > ag, k = 1,2, 3, 4. Damit gibt es aber fiir A gar keinen
rationalen Grund, jemals zu passen, denn was auch immer B tun wird, er fahrt immer
schlechter.

Definition 2.1.7 (Dominanz von Zeilen und Spalten). Wir sagen die Zeile j der Matrix
A € R"™" dominiert die Zeile j' # j, wenn

ajkzaj/k’ k:1,...,n.

Analog definiert sich die Dominanz von Spalten. Eine Strategie j fiir S1 heiBit redundant,
wenn die Zeile j von einer anderen Zeile j° dominiert wird, und entsprechend auch fiir
Strategien von S9, also fiir Spalten der Matrix A.

Redundante Strategien konnen wir getrost entfernen ohne das Spiel relevant zu verdndern,
da kein rationaler Spieler sie jemals spielen wird. Tun wir das mit der Matrix aus (2.1.1),
dann wird zuerst die Strategie ,,P“ von Spieler A redundant und dann die beiden Strategien
»P“ und ,E“ von Spieler B, der also nur noch spielen oder genauso handeln wird wie A,
was, nachdem A ja immer spielt, dasselbe ist. Mit anderen Worten:

Die optimale Strategie fiir beide Spieler besteht darin, zu spielen, nicht zu passen.

Beispiel 2.1.8 (Stein, Schere, Papier, Brunnen). In der Spielpraxis wird Stein, Schere, Pa-
pier'? oftmals noch um die Option Brunnen erweitert, wobei der Brunnen Stein und Schere
besiegt (beide fallen hinein), aber gegen das Papier verliert, das ihn abdeckt; die Spielma-
trix ist somit

0 1 -1 -1
-1 0 1 -1
1 -1 0 1
1 1 -1 0

Nun dominiert aber die letzte Zeile dieser Matrix, also die Strategie ,Brunnen®, die erste
Zeile, die zum ,Stein“ gehért und somit gibt es fiir S; keine Veranlassung, jemals ,,Stein®
zu spielen — er wiirde mit ,,Brunnen® ja immer besser abschneiden. Entfernt man die erste
Zeile, dann sieht man aber auch, da8 die erste Spalte (also wieder der Stein) jetzt die letzte
Spalte dominiert, da3 also auch Spieler 2, der die Auszahlung ja minimieren will, vom Stein
besser die Finger ldsst. Somit erhdlt man durch die Streichungen

o 1 -1 -1

T]0 1 -1 0 1 -1
‘11 _01 é ‘11 Sl1l-1 0 1]=)-1 0 1],
S 101 -1 o0 1 -1 0

womit ,Schere, Papier, Brunnen® iibrigbleibt, was genau dieselbe Auszahlungsmatrix wie
Stein, Schere, Papier hat. Der Brunnen bringt dem Spiel also absolut nichts, einmal abgese-
hen davon, daB3 man sich dumm anstellen und falsche Strategien benutzen kann, ndmlich
solche, die ,Stein“ enthalten.

12Gerne auch unter dem reichlich bescheuerten Namen ,,Schnick, Schnack, Schnuck®.
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2.2 Die Optimallésung, reine und gemischte Strategien

Bisher haben wir schon einige Spiele kennengelernt, in unseren Formalismus transformiert
und zum Teil auch die optimalen Strategien mit ad-hoc-Methoden bestimmt, von einer
wirklichen Spieltheorie sind wir aber immer noch weit entfernt!

Sei also jetzt ein Zweipersonen—Nullsummenspiel durch eine Matrix A € gegeben,
wobei die Auszahlung fiir Sy wieder durch —A beschrieben wird. Nun beziehen wir wieder
den pessimistischen Standpunkt aus Sicht von S; und fragen uns, welche Mindestauszah-
lung wir im Spiel auf jeden Fall erreichen konnen. Wiirde S fiir Strategie j von S7 die
optimale Gegenstrategie spielen, dann betrigt die Auszahlung fiir diese Strategie

Rmxn

vij = min aj, j=1,...,m, (2.2.1)
n

und der garantierte Mindestgewinn von S7 betrégt

V1= max Vvi; = max kI{lin ajk- (2.2.2)

j=1,..., m j=1,..., m k=1,..., n
Das ist nach all unseren Vorbemerkungen genausowenig neu oder iiberraschend wie die
Tatsache, daB sich die unvermeidbare Maximalauszahlung, die Spieler 2 leisten muss, als

Vo 1= min max aji (2.2.3)
k=1,..., n j=1,..., m

ergibt. Unter Verwendung von Lemma 1.3.2 kénnen wir das in die Ungleichung
v1 < vy (2.2.4)

stecken — der garantierte Mindestgewinn ist kleiner als die unvermeidbare Maximalaus-
zahlung. Und wenn Gleichheit gilt, dann ist das Spiel gelaufen.

Satz 2.2.1 (Reine Strategien). Ist vi = vy =: v, dann gibt es optimale reine Strategien j* €
{1,....,m} und k* € {1, ...,n}, so daf8

V=g und aji- < ajp <apg, j=1,....m k=1,...,n. (2.2.5)

Definition 2.2.2. Das Paar j*, k* bezeichnet man — sofern es existiert — als Sattelpunkt des
Nullsummenspiels mit Auszahlungsmatrix A.

Bemerkung 2.2.3 (Optimalitit).

1. Der Begriff der ,,Optimalitidt® von reinen Strategien ist jetzt klar und immer in einem
konservativen, vorsichtigen oder pessimistischen'® Sinn zu verstehen: Beharrt S; auf
seiner Optimalstrategie j*, dann tut Sy gut daran, auch seine Optimalstrategie k*
zu wihlen, denn eine andere Strategie birgt zwar vielleicht Chancen, auf alle Fille
aber auch das Risiko eines geringeren Gewinns, zumindest, wenn in (2.2.5) auch ein
paar strikte Ungleichungen auftreten!?.

2. Ein Spiel besitzt also genau dann einen Sattelpunkt, wenn v; = vy ist. Gliicklicher-
weise erfiillen die meisten interessanten Spiele die strikte Ungleichung vi < vg, um
nur das Beispiel Stein, Schere, Papier zu nennen.

B3Damit will ich aber auf keinen Fall behaupten, die drei Adjektive wiren Synonyme! Ganz im
Gegenteil: Es sind unterschiedliche Arten, diese Form von Optimalitit zu bewerten, so daf}
hoffentlich fiir jeden subjektiven Geschmack ein passendes Adjektiv dabei ist.

4Das muB nicht sein, wie das todlangweilige Spiel auf der Basis von A = 0 zeigt.
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

Beweis von Satz 2.2.1: Wihle j* und k* so, daB

V1 =Vi;* = max Vvij und V9 = Vopx = kr{lin Vok
m =

ist. Mit v; = vo = v ist also

Ajrpr 2 min a,*k—vlj*—v—v%*— max djg+ = djgx
k=1 =1 m

..........

ist, woraus (2.2.5) unmittelbar folgt. O

Obwohl sie fiir vorsichtige Spieler aufgrund ihrer Determiniertheit eher langweilig sind,
sind Spiele mit reinen Strategien durchaus nicht ungebrduchlich und auch keine Seltenheit.
Die folgende Aussage wurde so auch bereits in [26] bewiesen!®.

Satz 2.2.4. Jedes endliche Spiel mit vollstindiger Information besitzt einen Sattelpunkt.
Korollar 2.2.5 (Siehe [26, 15.7]). Sobald es richtig verstanden ist, ist Schach langweilig.

Beweis von Satz 2.2.4: Wir erinnern uns an das Konzept der Ziige erster und zweiter
Ordnung aus Definition 2.1.3. Bei einem Zweipersonenspiel konnen wir immer annehmen,
daB §7 die Ziige 2k — 1, k € N, und Sy die Ziige 2k, k € N, ausfiihrt; sollten die Spiel-
regeln Mehrfachziige zulassen!®, dann fassen wir diese einfach zu einem Zug zusammen.
SchlieBlich stellen wir wie in Abb. 2.1.1 alle méglichen Spiele in einem nach Vorausset-
zung endlichen Baum zusammen, der eine Maximalldnge N besitzt und beweisen den Satz
durch Induktion iiber N.

Der Fall N = 1 ist dabei trivial: Hier entscheidet nur S; und der wihlt einfach die
Strategie, die ihm genehm ist; die Auszahlungsmatrix eines solchen Spiels ist ja nur ein
Zeilenvektor.

Um von N — N+1 zu kommen, betrachten wir nun einen Baum der Maximallinge N +1.
Durch den ersten Zug von S7 zerfdllt der Baum in eine endliche Anzahl von Teilbdumen, die
wir als Spiele .77, . . ., % mit Strategiemengen 01 (), 02(£) € N und Auszahlungsmatrizen

A = aﬁk : jeo(f), k € ou(f)

ansehen konnen!’. Da unser Spiel . iiber vollstindige Information verfiigt, iibertrigt sich
das natiirlich auf die Spiele .77, insbesondere ist beiden Spielern zu Beginn von .7 fiir jedes
t €{1,..., M} die gesamte Spielsituation bekannt, und da die zugehdrigen Spielbidume nun
nur noch Linge N haben, existiert fiir jedes dieser Spiele .7, ein Strategiepaar Jpkp €
o1(€) X o9(£), so daBl

V[= max min [ = min max agk—afk
Je

jea1(l) keas(l) Gk = keas(£) jeos ()

Und wird in [34] auch respektvoll erwihnt, als Beispiel was ,richtige® Mathematiker so alles
zustandebringen.

16Wie beispielsweise bei Dame oder Miihle. Oder man spielt Bigamie: zwei simultane Damespiele
auf einem Brett, eines auf den weiBen, eines auf den schwarzen Feldern!

7Was in [26] sehr schén erklart wird: Der erste Zug ¢ des Spiels . wird Bestandteil der Spielregeln
von .%%.
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2.2 Die Optimallosung, reine und gemischte Strategien

Somit ist

y:= max max min ag.k: max min max atfk.
0=1,...M jeo () keoa(€) 1% =1, Mkeoy(t) jeoi(€) 7

Die Strategie, die sich fiir S7 aufdrdngt, besteht daher darin, im ersten Zug ¢* mit

und dann'® 7, zu spielen — diese Strategie bezeichnen wir mit j*. Durch diesen ersten
Zug bleiben aber fiir S9 nur die Strategien aus oy (£*) iibrig, und fiir die ist

min max max a‘fk: max min  max atik:a[.*k*zv,
keoo(£*) €=1,...M jeo(£) 7 t=1,....M keoy () jeor(€) 7 Jeke

womit auch .7 einen Sattelpunkt hat.

Einen Fall haben wir hier unterschlagen: Da3 M7, ganz egal fiir welchen Spieler, ein Zug
zweiter Art, also rein zufillig ist. Aber da das auch nur gewichtete Kombinationen der
jeweiligen Auszahlungen liefert, arbeitet man dann einfach mit dem gewichteten Mittel der
jeweiligen Teilspiele. |

Es gibt also eine ganze, alles andere als triviale, Klasse von Spielen, die einen Sattelpunkt
besitzen und so durch einfache reine Strategien determiniert sind. Trotzdem kénnen wir
bei weitem nicht alle Spiele auf diese Weise beschreiben, wobei wieder einmal Stein, Schere,
Papier als Standardbeispiel fungiert. In solchen Féllen nehmen wir dann Zuflucht zu den
gemischten Strategien.

Definition 2.2.6. Sei . ein Zweipersonen—Nullsummenspiel mit Auszahlungsmatrix A €
R™" Eine gemischte Strategie fiir Spieler 1 ist ein Wahrscheinlichkeitsvektor p € S,,, eine
gemischte Strategie fiir Spieler 2 entsprechend g € S,,. Dabei ist

Sk::{x:(x1,...,Xk)€Rk : XJ'ZO,X1+'-'+xk=1}.

Bei gemischten Strategien interessiert man sich dann natiirlich fiir die erwartete Auszah-
lung; unter der omniprdsenten Annahme, daff die Wahrscheinlichkeiten p und g unab-
hingig voneinander gewihlt sind', tritt das Strategiepaar (j, k) und damit die Auszah-
lung a;; mit Wahrscheinlichkeit p jg; auf, so daB die erwartete Auszahlung die bilineare
Funktion

m n

(P.9)— E(A,p.q) =) > aup;qx=p" Aq
j=1 k=1

ist.

Definition 2.2.7. Ein Spiel heifit symmetrisch, wenn die Rollen der beiden Spieler ver-
tauschbar sind, wenn also?’

E(A’p’q) =-E (A’q’p)

ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn A = —A” gilt, wenn also die Matrix A
schiefsymmetrisch ist.

18Dje Zwei-Sterne-Strategie ...

YDaB die Strategiewahl unabhingig und a priori erfolgt, das haben wir ja sogar fiir die Baum-
struktur von Spielziigen gesehen, beispielsweise beim Russisch Roulette.

20 Achtung: Vertauschung der Spieler fiihrt zum umgekehrten Vorzeichen bei der (erwarteten) Aus-
zahlung!
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

Der Begriff der optimalen Strategie ist nun ganz analog zum diskreten Fall. Wieder wird S;
versuchen, seine optimale Strategie p* so zu wéhlen, daB3 der erwartete garantierte Gewinn

vi =max min E (A, p, q)

PESm qESy

erreicht wird, wohingegen Spieler 2 sein ¢* so wiahlt, daf3

vo = min max E (A, p,q)
qESH PES
die zu erwartende Maximalauszahlung so klein wie mdglich macht. Nur geschieht jetzt
beim Ubergang zu den gemischten Strategien ein kleines ,Wunder®, das sich mathema-
tisch dadurch erkldren ldsst, daB die diskrete Funktion (j,k) — ajx im Prinzip beliebig
unstrukturiert sein kann, die Bilinearform (p,q) — p’ Aq hingegen eine Funktion mit sehr
viel Struktur und schénen Eigenschaften ist. Und genau das fithrt zum Minimax—Theorem,
das wir uns im nédchsten Abschnitt ansehen wollen.

2.3 Das Minimax—Theorem

Und schon sind wir beim Hauptsatz der Spieltheorie, der zuerst in [25] formuliert und
bewiesen wurde.

Satz 2.3.1 (Minimax-Theorem). Fiir jede Mairix A € R™" gibt es eine Zahlv € R, so daf8

v = max min p’ Aq = min max p’ Agq. (2.3.1)
PES qE€S, qES,, PESm
Definition 2.3.2. Die Zahl v aus (2.3.1) heifit Wert des Spieles und man nennt ein Spiel
fair, wenn v = 0 ist.

Beispiel 2.3.3 (Skin Game aus [9, S. 121-124]). Die Kunst beim Design von Spielen besteht
darin, die Auszahlung so zu wéhlen, daf das Spiel zwar fair erscheint, es aber nicht ist. Ein
schones Beispiel ist das Skin Game, bei dem beide Spieler ein As (Wert 1) und eine Zwei
(Wert 2) der Farben Karo und Kreuz erhalten, auerdem hat S;, der ,,Carnival Man®, der
dieses Spiel anderen anbietet, die Karo—2 und sein Gegenspieler die Kreuz—2. Die Regel ist
einfach: Bei gleicher Farbe gewinnt S1, bei unterschiedlichen Farben Sy, die beiden Zweien
werden als Unentschieden gewertet. Der Auszahlungsbetrag ist der Wert der Karte die der
Sieger gespielt hat, was zur folgenden Auszahlungsmatrix aus Sicht von S fiihrt:

\oA 2A a2 1 1 9

CA| 1 -1 -2
s Al 1 1 1 = A= -1 1 1
2 -1 0

212 -1 0

Das sieht doch eigentlich alles sehr fair und symmetrisch aus, aber ist es das auch? Wir
werden sehen!

Ubung 2.3.1 Ist das Skin Game aus Beispiel 2.3.3 fair? Bestimmen Sie den Wert des Spiels!
Hinweis: Suchen Sie nach Dominanzen. o

Korollar 2.3.4. Die erwartete Mindestauszahlung fiir S1 bei optimaler Spielweise betrigt v, die
fiir Sy betrigt —v.
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2.3 Das Minimax—Theorem

Korollar 2.3.5. Symmetrische Spiele sind fair: Ist A schiefsymmetrisch, dann ist v = 0.
Beweis: Mit A7 = —A, also insbesondere m = n folgt, daB
p'Aq=q"ATp=—q"Ap,

und daher ist

v = max min p’ Ag = max min —¢” Ap = max (- maxq’Ap
PESH GESH PES qESH PESK qES,
= — min maxq’ Ap = — min max p’Aq = -v,
PESm qESy q€Sy peSm
also v =0. ]

Der Beweis von Satz 2.3.1 ist dann schon ein biBchen aufwendig und folgt hier der Darstel-
lung aus [26], was aber nicht die Originalversion aus [25] ist. Tatsdchlich gibt es mehrere
andere Beweise, bespielsweise auf der Basis von Fixpunktsdtzen. Der Einfachheit halber
verwenden wir jetzt die erwartete Auszahlungsfunktion

a(p.q)=p"Aq. (2.3.2)

Die erste Beobachtung sagt uns, dafl wir fiir die Bestimmung extremaler Strategien nur
Eckpunkte des Simplex betrachten miissen.

Lemma 2.3.6. Fiirp €S,, und q € S, gilt

m
. , . . T
gin e (pa) = min Dlanp;= min, ('), (233
und
n
max a (p’,q) = max ajkqr = max (Aq);. (2.3.4)
P’ ESm j=1,..., m 1 j=1,..., m k
Beweis: Fiir beliebige k Strategien q4,...,q; € S, k € N, sowie @ € S und p € S, ist
k k k
a(p,Zagqf) :ZpTA (acqy) :Za/ga(p,q[). (2.3.5)
=1 £=1 £=1
Fiir die Einheitsvektorene; € S,, j=1,...,n,ist ¢ = g1 €1 +---+¢g,, e, und daher

seees =1,...,

J=1 J=1
N——
=1

Da die rechte Seite unabhingig von ¢ ist, gilt die Abschédtzung auch fiir das Minimum und
es ist

=1,....n\ /K K=1,...,

. ) > . TA) _ . ’ > mi q).
o (p-0) 2 min, (74), =, min @ (p.e0) 2 min a(p.0)

woraus (2.3.3) folgt. Der Beweis von (2.3.4) geht ganz analog?!. i

21Eine Tatsache, die aber niemanden davon abhalten sollte, diesen Teil des Beweises trotzdem mal
tibungshalber durchzuspielen!
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

So, jetzt geht es an die konvexe Analysis. Dazu erinnern wir uns zuerst daran, daf eine
Menge Q C R™ als konvex bezeichnet wird, wenn zusammen mit zwei Punkten ihre gesamte
Verbindungsstrecke in Q enthalten ist, das heiBt,

X,y eQ — ax+(1-a)yeQ, aec]0,1]. (2.3.6)
Aus (2.3.6) folgt dann auch, daB fiir jede konvexe Menge
n
X1,..., X, €Q © quxj €EQ, qeS, © [x1,...,x]S,CcQ
j=1
gilt, wobei [x1,...,x] die Matrix mit den Spaltenvektoren x1, . ..,x, bezeichnet.

Definition 2.3.7 (Konvexe Hiille & Hyperebene). Die konvexe Hiille der Punkte x1,...,x, €
R™ ist definiert als

[x1,....,x,] :=conv (x1,...,x,) = [x1,...,x] Sp. (2.3.7)
Eine Hyperebene H C R™ ist ein m — 1-dimensionaler affiner Unterraum von R, der als
H={xeR" : vIx +c=0}, vy eR™\ {0}, ceR (2.3.8)
gegeben ist.

Der Grund, warum wir beide Begriffe in eine Definition gepackt haben, ist das folgen-
de Resultat, das besagt, daB3 sich konvexe Mengen immer durch Hyperebenen begrenzen
lassen.

Proposition 2.3.8 (Trennhyperebenensatz). Ist Q C R"™ abgeschlossen und konvex und y €
R™\ Q, dann gibt esv € R™ und c € R, so daf

va+c<0<yTQ+c:={vTx+c :er}. (2.3.9)

Mit anderen Worten: y und Q liegen auf unterschiedlichen Seiten von H bzw. in unterschiedli-
chen von H induzierten Halbriumen, die zu v und c gehorige Hyperebene ist also eine Trennhyper-
ebene?? fiiry und Q.

Beweis: Wir sammeln ein paar Beobachtungen iiber konvexe Mengen und Normen auf.

1. Die euklidische Norm ||-||y ist strikt konvex, d.h. fiir x,x" und 0 < @ < 1 ist, unter
Verwendung der guten alten Cauchy-Schwarz-Ungleichung, siehe z.B. [7, S. 190-
191] oder [15, S. 15]

m

lax + (1 - a)x’|| = Z [chx? +2a(1-a)xjx;+(1- a/)Qx}Q]
J=1
m
< a? ||x||% +(1- a/)Q ||x’||§ +2a(1 - a) Z ’xjx;’
j=1
¢ ¢ m2 ’
< @ xll3+ @ -a)? xlI5+2a(1 - @) llxlly [Ix]ly

= (@ llxlly+ (1 -a) [I'lly)%,

also
lax + (1 - a)x'lly < @ [lx[ly + (1 = a) [Ix']ly

mit Gleichheit dann und nur dann, wenn x ein Vielfaches von x’ ist23.

2Eine Hyperebene, die y und Q2 voneinander trennt ...
23 Auch das ist ein Bestandteil der Cauchy—Schwarz—Ungleichung.
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2.3 Das Minimax—Theorem

2. Fury e R\ Q gibt es genau ein x* € Q, so dall

ly =xllg <lly —xllz,  xeQ\{x"}.
Die Existenz eines x € Q, so dal3
lly = xlly = min [ly — x|l (2.3.10)
x’€Q
folgt aus der Abgeschlossenheit von €, der interessante Teil ist die Eindeutigkeit.

Gibe es aber zwei verschiedene Losungen x1 # xg von (2.3.10), dann setzen wir
X = %xl + %xg € Q und erhalten, daB3

1 1 1 1
ly —xll, = Hy——xl——xz =H§(J’—x1)+§()’—x2)

2 2

2 2

1 .
< g Uy =xlly +1ly = xallg) = min [ly —xfly,
x’ €€
und das kann ja nun wirklich nicht sein.

. Der Bestapproximant aus Teil 2 zeichnet sich dadurch aus, daB fiir alle x € Q

12
0 ly —xII = lly —x*13
Iwll2 = 2yTx + lell2 = llyl2 + 2y 7" — |Ix*|I3
llell2 = [lx*[l5 + 2p7 (x* —x) = (x +x)7 (x —x") = 297 (x —x*)

(k=) + & =y (x-x7).

A

Da Q konvex ist, gilt das auch, wenn wir x durch die Konvexkombination a x + (1 —
a)x* ersetzen, 0 < @ < 1, was dann

0 < (@(x=-»N+2-a) & -y) a(x-x)

liefert. Dividieren wir diesen Ausdruck durch 2¢ und lassen dann @ — 0 gehen,
dann erhalten wir, daf3

0<x - x-x9, xeQ, (2.3.11)

sein muB. Diese Abschitzung bezeichnet man als Kolmogoroff-Kriterium** und sie
charakterisiert sogar den Bestapproximanten, siehe z.B. [19], taucht aber auch ganz
spezifisch in der Spieltheorie auf [26, 16.3, S. 134-138].

So, wenn man all diese elementaren Fakten zur Verfiigung hat, dann ist der eigentlich
Beweis einfach, siehe Abb. 2.3.1: Zu y € R™ \ Q bestimmen wir den eindeutigen Bestap-

proximanten aus Q und sehen uns die affine Funktion
a(x)=vix+¢, v=(x"-y), ' =-v'x",
an, fiir die nach (2.3.11) die Ungleichungen

a(y)=—|lx"-yl3<0=a(x") <a(x), xeQ

gelten. Damit legen v und ¢ = ¢’ — 3a(y) die gesuchte Trennhyperebene fest.
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

Abbildung 2.3.1: Konstruktion der Trennhyperebene: Zuerst findet man den Extremal-
punkt, dann liefert (2.3.11) bereits, daB3 die durch x* gehende Gerade,
die senkrecht auf y — x* steht, eine schwache Trennfunktion hat: Min-
destens ein Punkt von €, ndmlich x* liegt noch auf dieser Hyperebene
— aber der Punkt ist auch eindeutig, wenn die Menge Q strikt konvex ist.
Schieben wir sie nun ein biBchen in Richtung y — der Wert % war hier
total willkiirlich — dann sind beide Ungleichungen der Trennung so strikt
wie in (2.3.9) gefordert.

SchlieBlich noch eine Aussage tiber Matrizen, die auch im Kontext der Optimierung auf-
taucht?, siehe z.B. [32].

Lemma 2.3.9 (Alternativensatz fiir Matrizen). Zu jeder Matrix A € R"™" gibt es entweder
X €S,,, s0 daﬁzngA > 0 ist, odereiny € S,,, so daf8 Ay < 0 ist und diese beiden Moglichkeiten
schliefen einander aus.

Beweis: Unter Verwendung der Spaltenvektoren aq,...,a, € R™ der Matrix A, d.h. mit
A =lay,...,a,], betrachten wir die abgeschlossene konvexe Menge

Q:=[ai,...,an,e1,....,e,]| = [A|I] Spn CR™.
Diese Menge enthilt entweder den Nullpunkt oder sie tut es nicht.

1. Ist 0 € Q, dann gibt es u € S+, so daB

n m
0=>uja;+ > upje; = O0#d=(u;:j=1...,n). (2312
=1 j=1

2*Man muss natiirlich fair sein und beriicksichtigen, daB das Kolmogoroff-Kriterium erst 1948
in [18] angegeben wurde — dafiir gilt es aber auch nicht nur fiir endlichdimensionale Riume,
sondern ebenfalls fiir Funktionenrdume, insbesondere fiir Polynome. Die Sprechweise hat sich
dann erst spéter eingebiirgert.

%Das ist nicht so verwunderlich, denn viele Argumente in der ,theoretischen Optimierung® stam-
men tatsédchlich aus der konvexen Analysis.

26Was wieder einmal komponentenweise zu verstehen ist: x > y bedeutet x; > y; fiir alle Indizes

J-
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2.3 Das Minimax—Theorem

Da 0 < u und u # 0 ist, folgt also auch 0 < u := u3 +- - - + u, und mit y := u/u sowie
(2.3.12) erhalten wir, daf3

n

n 1 1o
Ay :Zyjajz ;Zujaj :—;Zunﬂ-ej <0
=1

=1 =1
ist, was gerade den zweiten Teil unserer Behauptung darstellt.

2. Ist hingegen 0 ¢ €, dann gibt es nach Proposition 2.3.8 einen Vektor v € R” und
c € R, so daB

c=vi0+c<0<via+e, a=[A|IlucQ.

Damit gilt fiir alle # € S, die Ungleichung 0 < v’ [A|I]u und wir erhalten
insbesondere fiiru =¢;, j =1,...,m +n, daB3

T
y A)j’
Vi-n, j=n+1,...,n+m,

=1,...
O<VT[A|I]ej=[VTAIVT]ejz{( J > ,n

also ist ¥TA > 0 wie auch v > 0 und somit ist x := v/|v| € S,, in diesem Fall der
gesuchte Alternativvektor.

DaB sich die beiden Alternativen ausschlieBen, das sieht man sehr einfach: Gibe es nimlich
x und y, die gleichzeitig beide Forderungen erfiillen, dann erhielten wir

0<xTA = 0<xTAy und Ay<0 = xTAy<o,
was einen soliden Widerspruch darstellen wiirde: 0 < 0. i

So, damit haben wir alle Bausteine beisammen, die wir brauchen, um das Minimax—
Theorem zu beweisen, also wollen wir das auch tun.
Beweis von Satz 2.3.1: Wegen (2.3.3) ist

v1 = max mina (p,q) = max min (pTA)
PESH GES, peSy, k=1,...,n k

und nach (2.3.4) entsprechend

vg = min maxa (p,q) = min max (Aq);
geS, peSy, qesS, j=1,..., m

mit v; < vo. Wire nun v1 < vy, dann kénnen wir A durch A" := A — %IIT ersetzen, was

uns die Auszahlungsfunktion

V1 +Vvo V1 +vo

5 p'1 17q =a(p,q) - 5
—— ——
=1 =1

a(p.q)=a(p.q) -

liefert, die ihre Minimaxe immer noch an derselben Stelle wie a hat, fiir die aber nun

/ _Vitvy vVi—Vg

Vo — V1 v1+Vvy ’
vi=W =Vvg9 —

<0< =V,

2 2 D)
gilt. Doch das kann nicht sein! Denn nach Lemma 2.3.9 gibt es entweder ein x € S, mit
xTA’ > 0, also

V] = max min (pTA’) > min (xTA') > 0,
peS,, k=1,....,n k k n k

.....

oder aber ein y € S,, mit

’ . ’ ’
vo =min max (A'q): < max (A'y); <0
27 geSn j=l,m (A'q); j=1,....m (4'y); =0,

aber keinesfalls kann v’1 <0< v'2 sein. O

29



2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

2.4 Struktur der OptimallGsungen

Das Minimax—Theorem garantiert die Existenz von Optimalstrategien und ordnet gleich-
zeitig jedem Spiel seinen eindeutigen Wert zu. Nur beim Auffinden der optimalen Strate-
gien kommen wir so natiirlich noch nicht wirklich weiter. Daher ist es sinnvoll, sich erst
einmal zu iiberlegen, welche Struktur die Menge der Optimallosungen?” hat — schlieBlich
kann uns das ja auch helfen, die Optimallésungen zu finden! Die erste Beobachtung ist
eine einfache Charakterisierung der Optimalstrategien.

Korollar 2.4.1. Sei A € R"™*" ¢ine Auszahlungsmatrix zu einem Spiel mit Wert v. Dann sind
p €Sy und q € S, jeweils genau dann optimale Strategien, wenn®®

pfA>v1T  baw.  Agq <1 (2.4.1)
ist.
Beweis: Nach Lemma 2.3.6 ist fiir jede Optimalstrategie p

. T T
_ A) = ( A) >,
v=max mina(p’,q)= min (r"4), prA) zv

und somit p”’A > v1T, und die zweite Ungleichung folgt ganz analog.
Gilt umgekehrt p”A > v1”, dann ist

min max a (p’,q) > min p’ Aqg > minv 17¢q =v
qES ’GS qec Sn qESn N——
=1
und p ist eine Optimalstrategie fiir S1, denn ganz egal, wie Sy seine gemischte Strategie
wihlt, ist die erwartete Auszahlung mindestens v. Analog liefert Ag < vlT, daB

max min a (p,q’) < max p’ Aqg < maxv p’1 =v,
PESm q'€Sn PESm PESm ~——

=1
und jetzt hdangt Spieler 1 unterhalb von v fest. O

Korollar 2.4.2. Die Mengen &’* C S,, und 2% C S, der Optimalstrategien fiir Spieler 1 bzw.
Spieler 2 sind konvex.

Beweis: Sind pq,...,p, € " optimale Strategien und a € Si, dann setzen wir p =
a1pq + -+ agpy, erhalten dank Korollar 2.4.1, da83

T

pTA = ia]—pk Zajpk Zi (vlT)—vlT
j=1

Jj=1

und wiederum Korollar 2.4.1 sagt uns, daBB p € &7 ist. Einen expliziten Beweis fiir 2"
erwartet hoffentlich niemand. O

Nun gibt es aber ein Vielzahl von konvexen Mengen, beispielsweise Kreise und Kugeln,
aber auch konvexe Polyeder, die sich dadurch auszeichnen, daB sie Durchschnitte von Halb-
rdumen sind, also Durchschnitte von Mengen der Form {x calx > b}. Schreibt man all
diese Bedingungen in Matrixform zusammen, dann erklirt sich die nidchste Definition.

%7Zur Struktur gehort auch die Frage, ob diese Menge einelementig ist oder nicht, ob der Plural
hier also berechtigt ist oder nicht.

28Fine kleine Warnung: Die 1-Vektoren, die in (2.4.1) auftauchen, haben normalerweise unter-
schiedliche Linge, ndmlich n bzw. m.
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2.4 Struktur der Optimallosungen

Definition 2.4.3. Eine Menge Q C R”" heiit konvexes Polyeder, wenn es eine Matrix A €
R™" und einen Vektor b € R™ gibt, so daB

Q={xeR" : Ax > b}.

Das Polyeder wird als endlich oder kompakt bezeichnet, wenn es kompakt ist?’, also wenn

es eine beschrinkte®” Menge ist:

sup |lx|| < co.
xeQ

Bemerkung 2.4.4. Am Wortchen ,konvex“ in Definition 2.4.3 konnte man sich etwas
stéren, aber da so ein Polyeder ein Durchschnitt von Halbrdumen ist, die ihrerseits im-
mer konvex sind, muf} es halt auch wieder konvex sein.

Ubung 2.4.1 Zeigen Sie: Sind Q, Q" C R” konvex, dann ist auch Q N Q' konvex. o

Aus Korollar 2.4.1 bzw. (2.4.1) erhalten wir dann sofort die folgende Beobachtung.
Korollar 2.4.5. Die optimalen Strategien 7" bzw. 2 bilden konvexe Polyeder.

Was sind nun eigentlich unsere Unbekannten im Minimax—Theorem 2.3.1? Es sind ja nicht
nur die magischen Optimalstrategien p* und ¢*, sondern auch noch der Wert v des Spiels!
Wiirden wir den Wert kennen, dann miissten wir nur die Ungleichungssysteme A” p* > v1
bzw. —~Ag* > —v1 lésen®!, um an Optimalstrategien zu kommen. Nun ist aber v ebenfalls
unbekannt, also behandeln wir es wie eine anstindige Unbekannte und erhalten, daf3 p*,
¢* und v das Ungleichungssystem

ATp*—1v > o,
~A¢*+1v > 0,

mit p* € S,, und ¢* € S,, 16sen miissen. Codieren wir die Bedingung 1"p*=1in17p*>1
und —17 p* > —1, dann suchen wir nur noch nach v € R, p* € R” und ¢* € R”, die das
Ungleichungssystem

ATp*—lv > 0,
-Aq¢"+1v > 0,
17p* > 1,
-1Tp* > -1,
17¢* > 1,
-1T¢* > -1,
p- = 0,

qg > 0,

®Das iiberrascht nun niemanden so richtig.
30Abgeschlossen sind die konvexen Polyeder wegen des ,,>“ ja immer.
31Beziehungsweise Halbraume schneiden.
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2 Zweipersonen—Nullsummenspiele

in Matrixschreibweise

[ AT -1 | 0 ]
A1 0

17 I

T
Br= | 1l ¢ |25 (2.4.2)

~17 Y -1

1 0

i 0 |

erfiillt, wobei wir p*, ¢ und v praktischerweise im Vektor x zusammenfassen. Eine ein-
fache Octave-Routine, die das Ungleichungssystem aufstellt, ist in Abb. 2.4.1 angegeben.
Jede Losung dieses Ungleichungssystems ist eine optimale Strategie und die numerische Be-
stimmung von optimalen Strategien und damit auch des Wertes eines Spiels besteht also in
der numerischen Losung des Ungleichungssystems. Allerdings ist das Ungleichungssystem
hochgradig #berbestimmt: Den m+n+1 Variablen p*, ¢* und v stehen insgesamt 2m +2n +4
Ungleichungen gegeniiber.

A% GameStratBed.m (Spieltheorie)

YA e e T
A% Ungleichungssystem fuer Spielmatriz X wvon der Form

e dz <= b, © >= 0 - Primale Form fuer Lineare Optimierung
4% Eingabe:

Vo4 X Auszahlungsmatric des Spiels

4% Ausgabe:

e 4 Nebenbedingungsmatriz

i b rechte Seite

function [A,b] = GameStratBed( X )

[m,n] = size( X );

A=
-X’, zeros( n,n ), ones( n,1 );
zeros( m,m ), X, -ones( m,1 );

-ones( 1,m ), zeros( 1,n ), O;
ones( 1,m ), zeros( 1,n ), O;

zeros( 1,n ), -ones( 1,m ), O;
zeros( 1,n ), ones( 1,m ), O
1;

b = [
zeros( m+n,1 ); -1; 1; -1; 1
1;

Abbildung 2.4.1: GameStratBed.m: Aufstellen der Matrix fiir das Ungleichungssys-
tem (2.4.2).

Im Falle eines symmetrischen Spiels ist das alles viel einfacher, denn da ist v = 0 und
die Rollen von p und ¢ vollkommen vertauschbar, so daB sich das Ungleichungssystem
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2.4 Struktur der Optimallosungen

auf die viel einfachere Form

AT 0
T

Bx = _llT pr> _11 (2.4.3)
I 0

reduziert; die optimale Strategie fiir Spieler 2 ist dann natiirlich ¢* = p*. Das gibt ein sehr
einfaches Optimalitdtskriterium fiir Strategien zu symmetrischen Spielen.

Korollar 2.4.6. Eine gemischte Strategie p € S,, ist genau dann optimal fiir ein symmetrisches
Spiel zu Matrix A = —A”, wenn ATp > 0 ist.

Beispiel 2.4.7 (Stein, Schere, Papier, mit oder ohne Brunnen). Die Optimalitdt der Stra-

T
tegie p = % % % sieht man dank Korollar 2.4.6 nun sofort aus

0 -1 1 1/3
Afp=11 0 -1]||1/3]|=0,
-1 1 0 1/3
und es ist auch die einzige Optimalstrategie, denn A” p > 0 bedeutet ja3?

pP2<p3, Pp3=<p1, PpP1=p2 = p1=p2 = ps.

Analog gilt fiir p’ = [O, %, %, %]T bei der Variante mit Brunnen, daf3

0 1/3
T, |1 1/3 0
ATp = 1/3 o |20 (2.4.4)
-1 - 1/3 0
Man sieht aber auch, daff das ,naheliegende® p = % I % % fiir die Brunnenvariante
nicht optimal sein kann, da dann
o -1 1 1 1/4 1/4
. |1 0 -1 1 1/4 | | 1/4
ATP=1 0 1 0 c1 |y |7 214
-1 -1 1 0 1/4 -1/4

positive wie negative Eintrige hat.

Bemerkung 2.4.8. (2.4.4) zeigt iibrigens auch, daf3 [0, i, ﬁ, .l] die einzige Optimalstrategie
ist. Wiirde Spieler 2 ndmlich eine wie auch immer geartete Strategie mit g1 > 0 spielel,

dann wire die erwartete Auszahlung fiir Spieler 1 bei Nutzung der Optimalstrategie ja

1 q1
-,0,0,0 =—=>0
[3 ]" 3~

und damit ist fiir Spieler 2 g; = 0 Pflicht, aus Symmetriegriinden dann aber auch p; = 0.
Und die einzige ,nichtnegative® Stratgie fiir den Rest ist die gleichverteilte.

32Einfach die drei Ungleichungen hingeschrieben.
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Bestimmung optimaler
gemischter Strategien 3
Der grofSe Kunstgriff, kleine Abweichungen von der Wahrheit fiir die Wahrheit
selbst zu halten, worauf die ganze Differentialrechnung gebaut ist, ist zugleich

der Grund unserer witzigen Gedanken, wo oft das Ganze hineinfallen wiirde,
wenn wir die Abweichungen in einer philosophischen Strenge nehmen wiirden.

(Lichtenberg)

In diesem Abschnitt wollen wir der naheliegenden Frage nachgehen, wie man denn nun
die optimalen Strategien aus dem Minimax—Theorem 2.3.1 wirklich berechnen kann, denn
bisher haben wir ja keinen systematischen Zugang, sondern konnten lediglich ein paar
spezielle Probleme durch geschicktes Raten 16sen. Diese Frage fiihrt uns ganz automatisch
in die Welt der linearen Optimierung und zum Simplexalgorithmus.

3.1 Polyeder, Ecken und Kanten

In Korollar 2.4.5 haben wir festgestellt, dal die optimalen Strategiemengen konvexe Po-
lyeder bilden?, und so ein konvexes Polyeder Q besteht ja aus verschiedenen Typen von
Punkten:

Innere Punkte x € Q° haben die Eigenschaft, dal zusammen mit x auch die Kugeln
Be(x)={y eR™ : lly-xl, <}, &>0,
fiir hinreichend kleines & zu Q gehoren,
Randpunkte x € Q\ Q° bilden den traurigen Rest und

Eckpunkte x sind gerade diejenigen, die sich nicht als echte oder strikte Konvexkombina-
tion zweier Punkte aus Q bilden lassen:

x=ay+(1-a)y’, ac(0,1) = y=y'. (3.1.1)
Die Menge aller Eckpunkte von Q bezeichnen wir mit V(€2).

Es leuchtet intuitiv ein, daB die Ecken Extremalpunkte eines jeden konvexen Polyeders sind
und daB sich zumindest endliche konvexe Polyeder auch vollstindig durch ihre Eckpunkte
beschreiben lassen. Dal3 das fiir unendliche nicht ausreichen kann, sieht man schon in
Abb. 3.1.1. Aber zuerst beschreiben wir einmal die Ecken eines konvexen Polyeders? in
seiner Darstellung als Schnitt von Halbrdumen,

Q=Q(A,b)={xeR" : Ax >b}, AecR™" pecR" (3.1.2)

IFiir die, die’s noch nicht gemerkt haben: einpunktige Mengen sind trivialerweise konvexe Poly-
eder, obwohl Monoeder wohl angebrachter wire.
2Die Rollen von A und b sind die aus Definition 2.4.3.
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

Abbildung 3.1.1: Ein endliches (Zinks) und ein unendliches (rechts) konvexes Polyeder.

Damit das iiberhaupt ein ,verniinftiges“, zumindest aber endliches Polyeder ergeben kann,
sollte das Ungleichungssystem schon iiberbestimmt sein. Um weitere Pathologien auszu-
schlieBen, wollen wir auBerdem annehmen, dal das Polyeder nicht entartet ist, also in
einer m — 1-dimensionalen Hyperebene des R™ liegt. Das wire der Fall, wenn die Spalten
von A linear abhingig wiren, wenn es also einen Vektor x € R” gibt, so dal Ax = 0 ist.

Ubung 3.1.1 Zeigen Sie: Ist Q@ = Q (A, b) ein endliches Polyeder, A € R”™*", dann muf}
m > n sein und das Polyeder ist nicht entartet. o

Ubung 3.1.2 Zeigen Sie, daB die inneren Punkte von Q genau diejenigen Punkte des R”
sind, die die Ungleichung aus (3.1.2) strikt erfiillen:

Q°={xeR" : Ax > b}.
¢

Lemma 3.1.1. Sei Q = Q(A,b) c R", A € R"™" b € R™, ¢in endliches konvexes Polyeder.
Dann ist x € Q genau dann eine Ecke von Q, wenn es eine Indexmenge J C {1,...,m}, #J = n,
gibt, so dafs

Ajx = (Ax)J =by, d.h. (Ax)j =bj, JjEJ, (3.1.3)

und
detA; #0, Aj=laj: jed, k=1,...,n]. (3.1.4)

Beweis: Beginnen wir mit ,<“. Ist detA; # 0 und® x € Q so, daB Ayx = by, dann
ist x = A;lb 7 natiirlich ein Randpunkt* von Q. Wire auBerdem x = ay + (1 — @)y’ fiir
y #y' € Q, dann ist

by=A;x=A;(ay+(1-a)y')=a Ajy +(1-a) Ay’ 2 by,
—— ~——
>by >by

also by = Ayy = A;y’ und damit haben wir den Widerspruch y = A;le =y’ erhalten.

3Achtung: Hier miissen wir annehmen, daBl x zu Q gehort! Das ist Teil der Annahme in diesem
Lemma!
*In allen zu J gehorigen Indizes herrscht Gleichheit, siehe auch Ubung 3.1.2.
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3.1 Polyeder, Ecken und Kanten

Fiir die Umkehrung fixieren wir eine Ecke x von Q, fiir die die Indexmenge
J=Jx)={j : (Ax);=b;} c{1,...,m}

nichtleer sein muB}, da jeder Eckpunkt auch ein Randpunkt ist, und betrachten die Matrix
Ay. Gibe es nun ein y, so dafl Ay = 0 ist, dann werden wir feststellen, daf3 x keine Ecke
sein kann! Dazu setzen wir
0 :=min (Ax); — b;
<eg r}n¢1}1 (Ax); —b;

und bemerken, daB fiir || < 5 := € [|Ay||,, die Beziehungen
Ay (x+ny)=by, [A(x+ny)]; 2, jé&lJ,

gelten, also insgesamt A (x +ny) > b, 5| < 1o, also ist

{x+ny : ne[-nonol} C,

aber eben auch

1 1
x=§(x+ny)+§(x—ny),

weswegen x dann plétzlich keine Ecke mehr wire. Hat aber A ; nur einen trivialen Kern®,
dann ist #J > n, die Zeilen von A sind linear unabhiingig® und daher finden sich darunter
auch 7 linear unabhingige Zeilen, was wieder einer Teilmenge J’ C J entspricht, so da

#J' =n und detA; #0

ist — und genau darauf wollten wir ja hinaus. m]

Was aber bringt uns nun dieses Lemma 3.1.1 fiir unsere Spieltheorie? Ganz einfach: Anstatt
uns die gesamte konvexe Menge der Optimalstrategien anzusehen, reicht es, wenn wir
uns auf die Ecken dieser konvexen Polyeder beschrinken, und das ist nur eine endliche
Menge, so daB3 wir mit etwas Arbeit immer die optimale Strategie finden konnen. Das zu
betrachtende Polyeder ist fiir ein asymmetrisches Spiel durch

p*
Bx > b, x=|q |,
v

gegeben, wobei B und b durch (2.4.2) festgelegt sind, fiir symmetrische Spiele hingegen ist
x = p*und B und b haben die wesentlich einfachere Form aus (2.4.3). DaBl wir Lemma 3.1.1
auch wirklich anwenden konnen, das liegt an der speziellen Struktur der Matrizen B.

Ubung 3.1.3 Zeigen Sie, daB die Matrizen B aus (2.4.2) bzw. (2.4.3) maximalen Rang
m +n+1 bzw. m haben. o

Und jetzt kommt Lemma 3.1.1 ins Spiel: Jeder Ecke des konvexen Polyeders Q (B, b),
B € RM*XN ist eine Indexmenge J C {1,..., M}, #J = N, zugeordnet, so daB det B; # 0
ist. Fiir so eine Teilmenge setzen wir dann einfach x = B;lb s und haben unsere Ecke

5So bezeichnet man den Teilraum der Vektoren x, fiir die Ax = 0 ist.

6Ist #J > n, dann spricht man von einer entarteten Ecke, das ist eine Ecke, in der sich unwahr-
scheinlicherweise mehr als n Hyperebenen schneiden. Derartige Ecken sind auch beim Sim-
plexalgorithmus sehr unbeliebt und kénnen dort zu sogenannten Zyklen fiihren.
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

gefunden. Schén wir’s! Der Punkt B;'b; ist nur ein Kandidat fiir eine Ecke, aber leider
kann es vorkommen, da3
BB,'b; £ b

ist, der gefundene Punkt also zwar ein Schnitt von berandenden Hyperebenen, aber eben
keine Ecke ist. Anschaulich bedeutet das, dal dieser Schnittpunkt ,weit draussen® liegt,
siehe Abb. 3.1.2.

Beispiel 3.1.2. Fiir das Polyeder Q (A, b) mit den Parametern

1 0 0
0 1 0
B=1_ 40 b7|
-1 -2 =)

liefern alle sechs zweielementigen Teilmengen J von {1,2, 3, 4} invertierbare Mengen A .
Allerdings liefert J = {1, 2} die korrekte Ecke x = 0, wihrend J = {1, 3} zum Gleichungs-
system

0

[_12 _01]x=[_02} = x:[g} = Bx-= _22 2b
—4

und somit zu keiner Ecke fiihrt. Wie man in Abb. 3.1.2 sieht, fithren vier der Mengen J zu
Ecken des Polyeder, zwei allerdings zu Schnittpunkten von Begrenzungshyperebenen, die
auBerhalb von  liegen, also in diesem Sinne irrelevant sind.

Abbildung 3.1.2: Das konvexe Polyeder aus Beispiel 3.1.2. Die vier ,,guten® Ecken sind weif3
markiert, die zwei ,,schlechten“ Ecken schwarz.

Mit anderen Worten: Die Indexmengen J mit det A; # 0 markieren nur Kandidaten fiir
Ecken, nicht notwendigerweise aber Ecken, ganz abgesehen von der Tatsache, daB3 die Fest-
stellung, ob eine Matrix invertierbar ist oder nicht, numerisch recht haarig ist, siehe [12]. Da
die meisten Auszahlungsmatrizen ganzzahlige oder rationale Eintrdge haben, kénnte man
natiirlich auch symbolisch rechnen, aber das ist auch nicht ohne, da muss man sich schon
ranhalten, um {iberhaupt polynomiale Komplexitdt zu bekommen, siehe [10]. Trotzdem
empfehlen die meisten der populdrwissenschaftlichen Biicher zur Spieltheorie, insbeson-
dere [28, 34], gerade diese Vorgehensweise, ndmlich die Losung von Gleichungssystemen.
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3.2 Lineare Optimierung und Dualitdt

0 -1 1 1 0 0 0 0 -1 [0 ]
1 0 -1 1 0 0 0 0 -1 0
11 0 -1 0 0 0 0 -1 0
1 -1 1 0 0 0 0 0 -1 0
00 0 0 0 -1 1 1 1 0
o0 0 0 1 0 -1 1 1 0
00 0 0 -1 1 0 -1 1 0
00 0 0 -1 -1 1 0 1 0
1 1.1 1 0 0 0 0 0 . 1
1 -1 -1-10 0 0 0 0|2 -1
oo o o 1 1 1 1 oll7]2]1
0 0 0 0 -1 -1 -1 -1 0 v 1
10 0 0 0 0 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 0 0
00 1 0 0 0 0 0 0 0
00 0 1 0 0 0 0 0 0
00 0 0 1 0 0 0 0 0
00 0 0 0 1 0 0 0 0
00 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0| 0|

Abbildung 3.1.3: Das Ungleichungssystem zur Bestimmung der Optimallésungen von Stein,
Schere, Papier, Brunnen.

Das funktioniert bei kleinen Auszahlungsmatrizen noch halbwegs, vor allem dann, wenn
man das Problem durch Dominanzen vereinfachen kann, fiir einen methodischen oder gar
systematischen Zugang ist der Ansatz allerdings total ungeeignet.

Beispiel 3.1.3. Fiir Stein, Schere, Papier, Brunnen wird die Optimallésung durch das Unglei-
chungssystem in Abb. 3.1.3 festgelegt, das uns bereits (290 ) = 167960 mogliche Indexmengen
zur Verfiigung stellt — viel SpaBl beim Ausprobieren!

3.2 Lineare Optimierung und Dualitat

Lineare Optimierung oder Lineare Programmierung befasst sich mit der Optimierung linearer
Funktionen unter linearen Nebenbedingungen, die Linearitit tritt also zweimal auf. In unserer
Kurzfassung hier orientieren wir uns im wesentlichen am Buch von Karlin’ [17], ein nettes
yBilderbuch®“ zum Thema lineare Optimierung ist dartiber hinaus [9]. Das primale Problem
der linearen Optimierung zu vorgegebenen GréBen A € R™*", ¢ € R", b € R, ist nun

max z(x) := ¢ x, Ax <b, x>0, (3.2.1)
X
das duale Problem hingegen
minz’(y) := b'y, yfA>¢, y>o0. (3.2.2)
y

Definition 3.2.1. Ein Punkt x € R" bzw. y € R™ heilt zuldssig, wenn er die Nebenbedin-
gungen in (3.2.1) bzw. (3.2.2) erfiillt.

"Dort werden Spieltheorie und Optimierung aus einer Hand dargeboten.
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

DaB sich jedes beliebige lineare Optimierungsproblem wahlweise in primaler oder dualer
Form schreiben 1d8t, das kann man als halbwegs bekannt voraussetzen, was uns hier aber
mehr interessieren soll, ist die Tatsache, daB3 selbst fiir feste A, b und ¢ die beiden Probleme
dquivalent sind! Und das ist ein zentraler Satz der linearen Optimierung.

Satz 3.2.2 (Dualitdtssatz). Hat das primale Optimierungsproblem (3.2.1) eine Lisung x*, dann
hat auch das duale Optimierungsproblem (3.2.2) eine Losungy* und umgekehrt. Die beiden Lisun-
gen erfiillen
T.,x _ 3T * c
c'x"=by". (3.2.3)

Wie bitte: Lineare Optimierungsprobleme kénnen auch keine L&sung haben? Aber na-
tiirlich! Man nehme nur A = 0, dann hat das Problem (3.2.1) fiir b > 0 keine Losung, weil
der zulissige Bereich unbeschrinkt ist und ¢ x {iber alle Grenzen wachsen wird®, fiir b < 0
hingegen gibt es keine Losung, weil es noch nicht einmal zuldssige Punkte gibt. Generell
gilt wegen (3.2.3) auBerdem, daf3

clx < maxclx =¢’

x*=bTy* =minbTy < b'y,
x y

also daB fiir jedes zuldssige Paar x, y

0<gx,y)=b"y-c'x=[-c"|b"] [ ; ] (3.2.4)
ist. Die Funktion g bezeichnet man auch als Dualitditsliicke von x und y und nach Satz 3.2.2
sind x,y genau dann optimal, wenn g (x,y) = 0 ist.
Der Beweis von Satz 3.2.2 verwendet die Lagrangeschen Formen

T
@ (x,y) =clx+y" (b - Ax), ¥(x,y)=-bly+ (ATy - c) X, (3.2.5)

zum primalen bzw. dualen Optimierungsproblem. Tatsadchlich liefern uns diese Funktionen
auch wieder einen Bezug zur Spieltheorie, ndmlich tiber Sattelpunkte.

Definition 3.2.3. Ein Punkt (x*, y*) heiBBt Sattelpunkt von ®, wenn
D(x,y") <P (x*,y") <D(x",y), x>0,y>0. (3.2.6)

Satz 3.2.4. Ein Punkt x* ist genau dann eine Lisung des primalen Problems (3.2.1) wenn es
einen Vektor y* gibt, so daf8 (x*,y*) ein Sattelpunkt von ® ist.

Ganz ohne Arbeit, also ganz ohne ein eher technisches Hilfsresultat, geht es natiirlich nicht.
Diesmal brauchen wir die folgende Aussage.

Lemma 3.2.5. Sei Q C R™" ¢in abgeschlossenes konvexes Polyeder mit den folgenden beiden
Eigenschaften:

1. Zu jedem z = [ z ] € Q mit der Eigenschaft, daf§ p > 0 und q + O ist, gibt es mindestens

einl < j <m,sodaffq; <0 ist.

2. Q enthalt mindestens einen Punkt z = [ Iq) ] mit p > 0 und q > 0 (was nach Bedingung 1)
q = 0 verlangt).

8Vorausgesetzt natiirlich, daB ¢ # 0 ist, aber im Falle ¢ = 0 wiire jeder Wert eine Optimallgsung,
was auch nicht besonders interessant ist.
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3.2 Lineare Optimierung und Dualitdt

Dann gibt es Vektorenu € R" undv € R™, so daSu > 0,v > 0 und

ulp+vig <o,

Z } cQ. (3.2.7)

Beweis: Eigentlich muss man sich nur {iberlegen, was Lemma 3.2.5 geometrisch bedeutet,
um zu sehen, welches Hilfsmittel wir benutzen kénnen und sollten: Das konvexe Polyeder
Q hat mit dem ebenfalls konvexen positiven Orthanten

FZZRZH%:{ZGRWH% . ZZO}

hochstens eine Teilmenge der n—dimensionalen Ebene mit y = 0 gemeinsam, die eine Seite
des Orthanten darstellt, aber auf keinen Fall einen Punkt mit der ebenfalls konvexen Menge

F::ngz{[lq’] : pZO,qul}CRZ””.

Die beiden Mengen kann man nun durch eine Hyperebene voneinander trennen, das ist
der eigentliche Trennhyperebenensatz, den wir auch gleich noch als Satz 3.2.7 beweisen
werden. Es gibt also eine affine Funktion %, so daf}

he (Q) <0< h(Te), he(z) =wlz+c,, We =

Aus der Unbeschrinktheit von I'; folgt dann sofort, dal w . > 0 erfiillt zu sein hat und da
der Punkt 0 zu I" gehort, mufl auBerdem

c=limcg >0
£—0

sein. Die Funktion

h(Z)=liE%)hs(Z)=WTZ+C, w>0,c>0, w b

trennt nun Q vom Inneren von I' und strikt von der offenen Seite

®::{z=l5] : p:O,qZO}\{O}C(?F,

das heiBt,
h(Q) <0 < h(z), zel°uUo.

Andererseits gibt es aber nach Voraussetzung 2 den Punkt z € QN TI', der uns

0=h(z) = [u”v7] [ bl = g0 = c=0
————
>0
liefert. Zusammengefasst erhalten wir dann fiir z; = [ e(). }, j=1,...,m, daB
J

wTQ§O<h(zj):[uTvT][e0.]:vj, = v >0,
j

was genau das ist, was wir behauptet haben. i
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

Bemerkung 3.2.6.

1. Eigentlich sagt uns der Beweis von Lemma 3.2.5 sogar noch ein biBchen mehr: Fiir
jeden Punkt z € Q NI, mit den Komponenten p,q und jedes j € {1,...,n} mit
pj > 0 muB u; = 0 sein! In den ,Anwendungen“ des Lemmas wird p = b — Ax
sein und die von 0 verschiedenen Komponenten dieses Vektors fiir ein x sind nun
gerade die nicht aktiven Nebenbedingungen; die Unterscheidung zwischen aktiven
und nicht aktiven Nebenbedingungen ist aber nun andererseits wieder ein zentrales
Konzept in der Optimierung, insbesondere bei den allseits beliebten Kuhn—Tucker—
Bedingungen, siehe z.B. [27, 32].

2. Karlin [17] beweist das Lemma tibrigens iiber ein Bidualitdtsargument fiir konvexe
Kegel — nur miisste man dafiir halt noch ein wenig tiefer in die konvexe Analysis
einsteigen.

Satz 3.2.7 (Trennhyperebenensatz fiir konvexe Mengen). Zu disjunkten, abgeschlossenen und
konvexen Teilmengen Q, Q" von R™ gibt esv € R™ und c € R, so daf

vIQ+c<0<vIQ +¢ (3.2.8)
ist.
Beweis: Wir wihlen y € Q und y’ € Q' so, daB
ly =yl =12 - Qly =min{llz —2'lly : z€ Q, 2" € Q} >0,

und betrachten den Fehlervektor w = + (y — y’). Wie wir beim Beweis des Trennhypereben-
satzes, Proposition 2.3.8, gesehen haben, liegt nun Q auf der einen Seite der Hyperebene,
die durch /;1(x) = wlx — w”y bestimmt wird, und y’ auf der anderen, also:

h1 () < hi(y) <hi(y').

Mit genau derselben Argumentation gilt dann fiir hg9(x) = wlx — w?y’, daB

hy (') 2 ho (y") > ha (y),
weswegen fiir die affine Funktion / = % (h1 + ho), also

T 1 T ’

hx) = whx = 2wl (y+),

dann
h(Q) < h(zq) <h(zr) <h () (3.2.9)

gelten muB. m]

So, aber jetzt an die Arbeit, schlieSlich wollen ja auch noch die Sitze bewiesen sein.
Beweis von Satz 3.2.4: Sei x* eine Losung von (3.2.1); wir betrachten die konvexe Menge

R - |

die auch ein konvexes Polyeder ist. Setzen wir insbesondere x = x*, dann erhalten wir, daf3

b

—cTx*

A

—cT

b-Ax

Q= el (x —x%)

] :xZO}CR””l,

OSZ::[b_Ax ]:[ b— Ax*

0 cT(x*—x"‘)]EQ
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3.2 Lineare Optimierung und Dualitdt

ist. Damit konnen wir Lemma 3.2.5 anwenden und erhalten so einen Vektor 0 < y* € R™,
y # 0, so daB fiir alle z € Q die Ungleichung

0> [y*T 1] 2=y T (b -Ax)+cTx —cTx* =@ (x,y") — cTx* (3.2.10)
gilt, aus der insbesondere

0> yT (b-AxY = yT(b-Ax*)=0
N———
>0

und somit
@ (x*y) =cTx* +y 7T (b - Ax") = x*
folgt. Nochmals (3.2.10) ergibt dann fiirx > Ound y > 0
O(x,y) <clx* = (x*,y") <®(x*,y") +yL (b - Ax") =D (x",y),

weswegen x*, y* ein Sattelpunkt ist.
Ist umgekehrt x*, y* ein Sattelpunkt von @, dann folgt direkt aus der zweiten Ungleichung
von (3.2.6), daB fiir jedes y > 0

0 O (x*,y) - @ (x*,y") =cTx* +yT (b - Ax*) —cTx* — y*T (b - Ax")

=397 (b~ Ax")

sein muB. Wenn wir nun y = y* + Ae; fiir groBes A wihlen, dann liefert uns diese Unglei-
chung, dal b — Ax* > 0 sein muB, also ist x* schon einmal zuléssig, und y* > 0 erzwingt
y*I (b — Ax*) > 0. Setzen wir aber y = 0 in die Ungleichung ein, dann ergibt sich, daB
auch y*T (b — Ax*) < 0 zu sein hat, also hat sogar y* T (b-Ax*) =0 zu gelten. Die erste
Ungleichung von (3.2.6) hingegen liefert, da83

IA

0 > ®dx,y)-0x5y)=cTx+yT (b-Ax)—c"x* —yT (b - Ax")
= (x-x9HT (c - ATy*) ,
und so ist fiir jedes zuldssige x mit b — Ax > 0

x> Tx-yTAx-x)=c"x+y T (b-Ax)—y*T (b - Ax*) > ¢Tx.

>0 =0
Mit anderen Worten: x* ist eine Losung! o

Beweis von Satz 3.2.2: Ist x* € R" eine Losung des primalen Problems, dann gibt es nach
Satz 3.2.4° auch y* € R™, so daB x*,y* ein Sattelpunkt der Lagrangefunktion'”

O (x,y) = cx+y"b-yTAx =y"b - (Ay - )" x =-¥ (x,y)
ist, und damit ist x*, y* auch ein Sattelpunkt!! von ¥, weswegen auch das duale Problem
eine Losung hat. i

Der letzte Beweis zeigt uns schon, wie dicht Spiele und lineare Optimierung wirklich mit-
einander verwandt sind; insbesondere ist Dualitdt eigentlich nichts anderes, als ein Per-
spektivwechsel von einem Spieler zum anderen.

9Und den haben wir inzwischen tatsichlich bewiesen!
UDer Ubergang von primal zu dual dreht also nur das Vorzeichen um — das sollte uns aus der
Spieltheorie irgendwie bekannt vorkommen!
UNur mit vertauschten Rollen von Auf- und Abstieg, aber das ist klar, denn wir sehen das Spiel ja
jetzt aus der Perspektive des anderen Spielers!
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3.3 Der Simplexalgorithmus

Nach all der Theorie wird es aber jetzt wirklich Zeit fiir die Praxis, ndmlich die Bestim-
mung der Optimallsung(en)'? eines linearen Optimierungsproblems. Der dazugehorige
Algorithmus ist ein echter Klassiker, wird als Simplexalgorithmus bezeichnet und geht auf
Dantzig zuriick [4], der selbst dariiber gesagt hat!3:

The tremendous power of the simplex method is a constant surprise to me.

Die Idee ist eigentlich ganz einfach: Eine lineare Funktion ist gleichzeitig konvex und kon-
kav und muB daher, siehe Ubung 3.3.1, sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum!* in
einer Ecke des zuldssigen Bereichs annehmen. Da sich ein ,,Absuchen“ der Ecken mit bru-
taler Gewalt schon aus Komplexititsgriinden verbietet, selbst wenn man es vornehm als
»exhaustive search“ bezeichnen konnte, siehe Beispiel 3.1.3, sollte man es etwas geschickter
machen. Wenn man schon einmal in einer Ecke sitzt, dann interessiert man sich zu diesem
Zeitpunkt nicht fiir alle anderen Ecken, sondern nur fiir die viel leichter zu bestimmenden
Nachbarecken und wihlt unter diesen dann diejenige aus, die fiir den gré8ten Gewinn bei
der Zielfunktion sorgt. Und so hiipft der Simplexalgorithmus dann fréhlich von Ecke zu
Ecke und erreicht irgendwann einmal die Optimall6sung.

Ubung 3.3.1 Zeigen Sie: Eine konvexe Funktion nimmt auf einem konvexen und kompak-
ten Polyeder ihr Maximum in einer Ecke an. o

Wir wollen den Simplexalgorithmus hier zicht im Detail herleiten oder beweisen, das ist
Stoff von Optimierungsvorlesungen und -biichern und kann in fast beliebig volkstiimlicher
Form in der Literatur gefunden werden, natiirlich in [17], aber auch in [11], da sogar im
Zusammenhang mit Spieltheorie. Den reinen Formalismus in Form eines Kochrezepts ohne
storende Mathematik findet man beispielsweise in [9, 34].

Um die Idee zu verstehen, halten wir zuerst einmal fest, daB die Menge Q2 der zuldssigen
Punkte des primalen Problems (3.2.1) durch das Ungleichungssystem

A
-1
charakterisiert wird, in das wir die Zusatzbedingung x > 0 ganz einfach mit hineincodiert

haben. Als ndchstes nehmen wir der Einfachheit halber an, das Optimierungsproblem wire
nichtdegeneriert'®, das heiBt, es ist

x < g (3.3.1)

detB; #0, Jc{l,...,m+n}, #J =n, B:[j‘l}’ (3.3.2)
so daB} die potentiellen Ecken von Q gerade den n—elementigen Teilmengen von {1, ..., m+

n} entsprechen. Und weil wir gerade bei den vereinfachenden Annahmen sind, fordern wir
auch noch, daBB b > 0 sein soll, so daBl 0 € Q ist, auch wenn bereits ein kurzer Blick auf
(2.4.2) zeigt, daB wir damit nun wahrlich nicht rechnen sollten.

2Eigentlich reicht im Normalfall ja eine!

13Um genau zu sein: gesagt haben soll. Ich habe das Zitat auch nur aus einem Buch.

14Und deswegen brauchen wir auch keine groBe Unterscheidung von primalen und dualen Proble-
men zu machen.

>Wie man sich leicht vorstellen kann, sind degenerierte Probleme immer etwas unerfreulich, man
kann sie aber algorithmisch handhaben, und zwar ohne allzu groBen Aufwand.
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3.3 Der Simplexalgorithmus

Ist aber 0 eine Ecke von Q, dann hat diese eine schéne einfache Struktur: Die Ecke ist
mit ihren Nachbarecken durch die Kanten Ade;, j =1,...,n, 4 > 0, verbunden und diese
Kanten konnen wir entlanglaufen solange

0<y=y(1):=b-AAej, 120,

ist. Beim maximalen A hat mindestens eine Komponente von y den Wert 0, siehe Abb. 3.3.1.
Um das machen zu kénnen, muf natiirlich (Ae f)k = 0 sein wann immer by = 0 ist, denn

x1=0

YhZX12 1%

y2=0 b1 =b2=1

Abbildung 3.3.1: Ein einfaches Beispiel fiir die Ecke x = 0 und die Bestimmung der Nach-
barecken tiber [y, x]; = 0 mit n—elementigen Teilmengen J, hier fiir n = 2.

sonst gibt es entlang e; keinen Weg aus der Ecke 0. Fiir jedes j bekommen wir so aber auf
jeden Fall ein A7 > 0, so daB A’e; die ndchstgelegene Nachbarecke ist, und zwar als

b
X5 = min{—k L ag > 0}. (3.3.3)
Clkj
Ist die Menge auf der rechten Seite leer, weil die j—te Spalte @; von A nichtpositiv ist,
0 # a; < 0, dann kénnen wir A; so groB wihlen, wie wir wollen — der zuldssige Bereich
ist jetzt unbeschriankt, eine weitere mogliche Degenerierung des Problems, iiber die wir
groBziigig hinwegsehen wollen. Kennt man all diese 4, dann wéhlt man die Nachbarecke,
also den Parameter j, natiirlich so, daB3 die Zielfunktion so groB wie mdoglich wird, das
heifit, man interessiert sich fiir
C jbk

max cT/l*-ej= max Ajc; = max min ,
J j=1,..., n J j=1,..., nk=1,..., m Qdfj

wobei die letzte Identitit!® natiirlich nur fiir A > 0 korrekt ist — dafiir sieht sie aber auch
ziemlich nach Sattelpunkt aus!’. Diese Entscheidungsfindung ist nochmals in Abb. 3.3.2

dargestellt und in der Octave—Routine in Abb. 3.3.3 implementiert. Und jetzt haben wir

16Mit dem inversen Hadamard—Produkt cb” ©=1 AT, siehe [21, 15]. Das Hadamard-Produkt ist ein-
fach das komponentenweise Produkt zweier Matrizen und hat die schone Eigenschaft, kommu-
tativ zu sein sowie zu positiv (semi-) definiten Faktoren auch ein positiv (semi-)definites Ergebnis
zu liefern.

7Wenn man anfingt, sich mit Spieltheorie zu befassen, dann sieht man offensichtlich iiberall Sat-
telpunkte.
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

Abbildung 3.3.2: In welche Nachbarecke von x = 0 gewandert wird, das hingt natiirlich
vom Verhalten der Zielfunktion ab.

es praktisch geschafft! Ist der obige Maximalwert < 0, dann war x = O bereits die Opti-
mallgsung, andernfalls wandern wir in die Nachbarecke A’.e ;, bei der nun fiir ein passendes
k € {1,...,m} die Bedingung y; = 0 erfiillt sein muB}, so daB} man die Rollen von x; und
vk vertauschen kann. Dazu driicken wir x; als Linearkombination dieser Parameter aus,

indem wir
T T
vk = e, (b—Ax)=by - Zekang +agjX;
t#j
nach
X1
- Xj-1
T — —
xj:—bk+yk—2angg:—ek (b—Ax), X = Yk ,
#] Xj+1
Xn

aufldsen — und siehe da, ¥ = 0 ist nun genau die Ecke, in die wir gerade gewandert sind.
Die Implementierung dieses Austauschschritts ist in Abb. 3.3.4 zu finden.

Das war auch schon der Simplexalgorithmus ,in a nutshell“. Natiirlich mufl man bei der
Implementierung und bei einigen Details schon noch ein klein wenig aufpassen, gerade
die Unbeschrinktheit kann einem schon ein wenig wehtun. Wir werden das spiter noch
sehen.

3.4 Transport, zwei Phasen und Spiele

Bei aller Bedeutung des Simplexalgorithmus stellt sich doch schén langsam die Frage: ,, Was
hat das alles mit uns zu tun und vor allem was mit Spieltheorie? Der Bezug ist natiirlich die Su-
che nach zuldssigen Punkten, denn das war bisher vielleicht die massivste Einschriankung,
die bei unserem simplen Simplexalgorithmus gemacht haben. Wir haben ja bisher immer
gefordert, daBl b > 0 sein soll, und diese Forderung ist noch nicht einmal in der Optimie-
rung haltbar.
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3.4 Transport, zwei Phasen und Spiele

A% SimPivot.m (Spieltheorie)
/R
A% Pivotsuche fuer Simplezalgorithmus

4% Eingabe:

Va4 4 Tableau

il pha Phase: 1/2

function [j,k] =

SimPivot ( A,pha )

[m,n] = size( A );
sm = m + pha - 3; sn = n-1; /% Suchbereich
[c,k] = min( A( m,1:n-1) );
if (¢ >= 0 ) A% Fertig
j = 0;k = -1;
return;
end
y = A(C 1:sm, k );
y=y .x (y > 0); A% Nur positive Eintraege
if (y == 0) A% Unbeschraenkt
disp ( ’*x*x*_ ,Unbeschraenkt *x*x’ );
j = -1; k = -1;
return;
end
A% Alle "unnoetigen" Eintraege in b = 0
b=A(C1l:sm, n) ./ Cy+ (y ==0)) .x (y > 0);
b =5b+ (max( abs(b) ) + 1 ) * (y == 0 );
[bmin,j] = min( b );

Abbildung 3.3.3: SimPivot.m: Bestimmung des Pivotelements im Simplexverfahren.

Beispiel 3.4.1 (Transportproblem).

In den Rangierbahnhofen A und B stehen 18 bzw.
12 leere Waggons, in den Bahnhofen X, Y und Z werden 11, 10 und 9 Waggons benétigt.
Die Distanzen zwischen den Bahnhdfen sind in der folgenden Tabelle angegeben.

|

|

A
B

N G| 4

0 || =<

z |
9

—
=]

Welche Verteilung der Waggons minimiert die gefahrene Kilometerzahl!®?

Um dieses Problem mathematisch darzustellen, sei x die Anzahl der Wagen, die von A
nach X fahren und y die Anzahl der Wagen, die von A nach Y fahren. Dann lassen sich
alle Wagenbewegungen durch x und y ausdriicken und zwar durch

18 Auch hier handelt es sich eigentlich wieder um ein Problem aus der Ganzzahloptimierung, aber
wieder einmal wird, rein zufillig, die kontinuierliche Optimallésung ganzzahlig sein.
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A% SimAustausch.m (Spieltheorie)

A Tk T
A% Austauschschritt fuer Simplezalgorithmus

4% Eingabe:

s A Tableau

il 7,k Koordinaten

function B = SimAustausch( A,j,k )
piv = A(C j,k );
pzeil = AC j,: );
pspal = A(C :,k );
A} Rechtecksregel - gnadenlos wvektorisiert

B = A - pspal * pzeil / piv;

J) Pivotteil

B( j,: ) = pzeil / piv;
B( :,k ) = -pspal / piv;
B( j,k ) = 1/piv;

Abbildung 3.3.4: SimAustausch.m: Der Austauschschritt im Simplexverfahren.

Strecke | # Wagen

A—-X|x
A->Y |y
A—>Z7Z|18-x-y
B—-X|11-x

B—-Y 10—y
B—-Z |x+y-9

und alle diese Grofen miissen selbstverstindlich positiv sein. Die Gesamtzahl der gefahren
Kilometer ist

5x+4y+9(18-x—-y)+7(11-x)+8(10-y)+10(x+y—-9)
=—-x— 3y + 229,

und dieser Wert muf3 unter den obigen Nebenbedingungen minimiert werden, so daB3 wir
das primale Problem

1 1 18
max 229 —x — 3y, (1) (1) [i} 1(1) ,
-1 -1 -9

erhalten, bei dem x = 0 nicht zuldssig ist: Wenn man keine Wagen bewegt, dann kommt
auch nichts in X, Y oder Z an und das ist nicht erlaubt. Die Menge der Nebenbedingungen
ist in Abb. 3.4.1 grafisch dargestellt.

Nur um das klarzustellen: x = O erfiillt immer noch die Bedingung aus Lemma 3.1.1
mit J = {m +1,m + 2}, aber der Punkt gehort halt leider nicht zum zuldssigen Bereich
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2 4

Abbildung 3.4.1: Der zuldssige Bereich fiir das Transportproblem aus Beispiel 3.4.1; der
Nullpunkt ist offensichtlich abgeschnitten worden.

Q, und wir miissen schauen, daBl wir irgendwie zu einer zuldssigen Ecke kommen! Doch
auch dafiir konnen wir wieder den Simplexalgorithmus verwenden, was zur sogenannten
Zweiphasenmethode fiihrt. Und auch diese basiert wieder auf einem sehr einfachen Trick:
Ist ndmlich b* = min; b; negativ, dann betrachtet man das Hilfsproblem

max z (X) = xo + b", [1]A] [ );? ] <b":=b-b"1, (3.4.1)
X

———
=X

fiir das man leicht zwei Beobachtungen machen kann:

1. Da nun b* > 0 ist, ist X eine zulissige Ecke fiir das Optimierungsproblem, von der
aus man den Simplexalgorithmus starten kann.

2. Ist fiir irgendein ¥ einmal z (X¥) = xo + b* > 0, dann ist

Ax = [1|A]X —x01 <b"—xo1=b—-b"1—x01l=b—(xo+b*) < b
—_———
>0

und wir haben unseren zuldssigen Punkt gefunden.

Das war’s auch schon: Wir miissen lediglich das modifizierte Problem (3.4.1) so lange
mit dem Simplexalgorithmus bearbeiten, bis die Zielfunktion zum ersten Mal bei einem
nichtnegativen Wert angekommen ist. Die Optimierer entfernen dann, beispielsweise beim
Transportproblem, die Variable xy und machen mit dem normalen Simplexalgorithmus
weiter. Das heit dann Phase II, hier im Kontext der Spieltheorie sind wir aber schon
fertig und haben unseren zuldssigen Punkt gefunden — mehr wollten wir ja nicht. Natiirlich
miissen wir noch wissen, wie man diesen aus dem Simplextableau abliest, aber das findet
man dort, wo auch der Simplexalgorithmus und dessen praktische Durchfiihrung diskutiert
werden [27, 31]. Fiir unsere Zwecke reicht die in Abb. 3.4.2 gezeigte Implementierung des
Verfahrens.

Zur praktischen Bestimmung der Optimalstrategie kann man schlieBlich das kleine
Octave-Programm in Abb. 3.4.3 nutzen, das lediglich die erweiterte Matrix aus (2.4.2)
aufstellt, das Ungleichungssystem mit Phase I 16st und dann das Ergebnis passend auf-
schliisselt. So lassen sich zu einer vorgegebenen Auszahlungsmatrix problemlos die Opti-
malstrategien fiir beide Spieler und der Wert des Spieles bestimmen.
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Beispiel 3.4.2 (Stein, Schere, Papier, Brunnen). Fiir unser Spiel Stein, Schere, Papier, Brun-
nen aus Beispiel 2.1.8 erhalten wir den folgenden Ablauf

octave> A= [01-1-1; -101-1; 1 -101; 11 -101;
octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( A )

p
.00000
.33333
.33333
.33333

O O O O |

.00000
.33333
.33333
.33333

S O O O U

und das ist genau das, was wir inzwischen von den optimalen Strategien und dem Wert
dieses Spiels erwarten kénnen.

Beispiel 3.4.3 (Daiquiri-Spiel). Erinnern wir uns an das Daiquiri-Spiel aus [34] und
Ubung 1.3.1 mit der Auszahlungsmatrix

55 1
A‘[ 1 11]

und sehen wir uns an, was Optimalstrategien und Wert dieses Spiels sind, ndmlich

octave> A = [ 5.5 1 ; 1 11 1; [p,q,v] = GameOptStrat ( A )
p =

0.68966

0.31034

.68966
.31034

S O

= 4.1034

<
|

und das ist auch genau das, was wir in [34] finden und was wir fiir dieses einfache Spiel
mit einer (2 X 2)—Auszahlungsmatrix auch ,zu FuB“ hitten ausrechnen konnen. Etwas
verbliiffender wird das Ganze aber, wenn wir uns die Sache aus der Sicht von Olaf ansehen,
also die optimale Strategie fiir —A” berechnen (lassen), denn dann erhalten wir plétzlich
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octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( -A’ )
p =

-0.22222

1.22222

Q
S = |l

<
]
(@}

was ja nun absolut keinen Sinn ergibt! Ist unser Programm defekt?

Beispiel 3.4.3 zeigt uns, daB wir vor lauter Begeisterung tiber die Zweiphasenmethode bei-
nahe ein wichtiges Detail iibersehen hitten'”: Die zulidssigen Punkte, die wir so bestimmen
liegen im positiven Orthanten, das ist in den Simplexalgorithmus, auch in seine erste Phase,
eingebaut. Mit anderen Worten, es mul3

g | >0 (3.4.2)

sein. Das ist unproblematisch, solange v > 0 ist?, bricht allerdings zusammen, wenn v < 0

ist, denn in diesem Fall kann die Phase I den Optimalpunkt ja gar nicht finden.

Beispiel 3.4.4. DaB3 das Spiel zur Matrix

55 -1
A‘[ -1 11]

nicht ganz fair ist, sondern einen positiven Wert, ndmlich 3.2162, hat ist vielleicht nicht so
schwer nachzuvollziehen, aber nun liefert uns die Octave—Routine das Ergebnis

octave> A = [ 5.5 -1; -1 11 ];
octave> [p,q,v] = GameOptStrat ( -A’> )
p

.15385

0
0.84615

Q
O~

198elbstverstindlich ist es nicht {ibersehen worden, sondern dieser Aufbau wurde bewusst und
gezielt gewihlt, um dezidiert einen besonderen didaktischen Spannungsbogen aufzubauen!
20 Also insbesondere fiir alle fairen Spiele!
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das auf den ersten Blick auch recht harmlos und korrekt aussieht, es aber natiirlich nicht
ist.

Allerdings ist dieses Problem recht leicht gel6st: Wir berechnen einfach die optimalen
Strategien zu A und —A”. Hat eines dieser beiden Spiele positiven Wert, so miisste das
andere negativen Wert haben, was zu einer nicht korrekten Losung mit Wert O fiihrt, die
wir dann halt verwerfen. Das Octave—Programm hierzu findet sich in Abb. 3.4.4.

Damit sind wir aber auch in der Lage, alle optimalen Strategien eines Spielers zu be-
stimmen, indem wir zuerst mit GameSolve eine optimale Strategie fiir S1 und dann eine fiir
S9?1, vor allem aber den Wert des Spieles bestimmen! Kennen wir einmal den Wert des
Spieles, dann sind ja nach Korollar 2.4.1 die Optimalstrategien von Spieler 1 gerade die
Losungen des Ungleichungssystems

—AT -1
17 (p<| 1 |, p=>0,
-17 -1

das genau die richtige Form hat, um als Nebenbedingung eines primalen Problems aufge-
fasst zu werden. AuBerdem kennen wir mit p* bereits eine Ecke des zugehorigen Polyeders
Q, die man in einem ersten Schritt mittels Austauschschritten in den Nullpunkt transfor-
miert. In der Praxis wiirde man das nicht so machen, sondern einfach mit dem Ergebnis
von Phase I weiterrechnen, indem man die Zeilen und Spalten streicht, die zu ¢* und v
gehoren. Danach kann man mit der Vorgehensweise von (3.3.3) systematisch alle Ecken
des zuldssigen Bereichs aufsuchen. Und hat man einmal alle Ecken, dann hat man auch
alle Losungen ...

Ubung 3.4.1 Implementieren Sie in Octave ein Programm, das alle Optimalstrategien fiir
S1 bestimmt. o

Ubung 3.4.2 Zeigen Sie: Jedes beschrinkte konvexe Polyeder ist konvexe Hiille seiner
Ecken. o

Beispiel 3.4.5 (Skin Game, siehe Beispiel 2.3.3). Mit dieser Methodik konnen wir auch das
Skin Game mit der Auszahlungsmatrix

1 -1 -2
A=]1-1 1 1
2 -1 0

angehen und erhalten

Die werden wir ihm natiirlich nicht verraten, er soll gefilligst selbst draufkommen
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octave> [p,q,v] = GameSolve( [ 1 -1 -2; -1 1 1; 2 -101] )
p =
0.00000
0.60000
0.40000

.40000
.60000
.00000

O O O

= 0.20000

<
|

Das heif3t, die optimale Strategie von Spieler 1 ist (0, %, %) und bringt ihm einen erwarteten

Gewinn von % pro Runde. Fair ist offenbar etwas anderes, obwohl das Spiel eigentlich

danach aussah.

Wir beenden dieses Kapitel mit einem weiteren Bei—Spiel, in dem man die Optimalstrategie
nicht so einfach sieht und ohne unsere Octave—Progrimmechen auch ganz schén arbeiten
miisste, oder, wie in [34, S. 164] zu lesen ist:

A flash of genius is a useful thing at this point, because straight calculation is wretched.

Das Spiel selbst wird iibrigens nicht nur in [34] diskutiert, sondern auch in den seritsen,
mathematisch fundierteren Biichern [17, 26].

Beispiel 3.4.6 (Morra). Jeder Spieler streckt (verdeckt) einen, zwei oder drei Finger aus
und rit gleichzeitig, wie viele Finger sein Gegner ausstreckt??. Rt ein Spieler richtig, so
wird ihm die Gesamtzahl an angezeigten Fingern ausbezahlt?®, andernfalls endet das Spiel
unentschieden, was insbesondere der Fall ist, wenn beide Spieler richtig raten, ganz egal,
wer mehr Finger angezeigt hat.

Bei Morra ist eine Strategie ein Paar (a,r) € {1,2,3}? und die Auszahlungstabelle hat die
folgende Form.

] 1) 1,2 13 [ED (22 @3][GI1) 32 (33 ]

L o 2 2 -3 0 0 4 0 0
1,2) | =2 0 0 0 3 3 4 0 0
(1,3) | 2 0 0 -3 0 0 0 4 4
2.1 3 0 3 0 4 0 0 5 0
2,2 | o0 3 0 4 0 4 0 5 0
2,3) | o 3 0 0 4 0 5 0 5
3.1 | 4 4 0 0 0 5 0 0 6
3,2 o 0 4 5 5 0 0 0 6
3,3 0 0 4 0 0 5 6 6 0

22Nachdem die meisten Leute zwei Hinde haben, kann man die eine zum Anzeigen, die andere
zum Raten verwenden. Alternativ kénnte man die Zahlen auf ein Blatt Papier schreiben oder
mit zwei Wiirfeln darstellen.

Z3Natiirlich nicht in Fingern, sonst ist das ein sehr kurzlebiges, wenn auch vielleicht kurzweiliges
Spiel.
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

Was man schon sieht, ist die Tatsache, dall das Zeigen vieler Finger den potentiellen Ge-
winn, aber auch den potentiellen Verlust vergroert, daB die Spieler so also das Risiko
kontrollieren kénnen. Und siehe da — die Bestimmung einer Optimalstrategie ist jetzt ein
Klacks. Mit Hilfe einer Funktion MorraMat zur Erzeugung der Auszahlungsmatrix erhal-
ten wir das etwas verbliiffende Resultat, daBl die Optimalstrategie nur die drei Strategien
(1,3), (2,2) und (3,1) verwendet, bei denen jeweils vier Finger auf dem Spiel stehen. Das
kleine Programm MorraMat, das die nicht ganz triviale Aufgabe iibernimmt, die Auszah-
lungsmatrix fiir ein n-Finger-Morra aufzustellen, ist in Abb. 3.4.5 aufgelistet.

octave> [p,q,v] = GameSolve ( MorraMat( 3 ) )
p
.00000
.00000
.42553
.00000
.31915
.00000
.255632
.00000
.00000

O O O O O O © © O I

Q
Il

-0.00000
0.00000
0.42553
0.00000
0.31915

-0.00000
0.25532

-0.00000
0.00000

Wie man sieht, ist die Strategie ziemlich komplex, die Eintrdge sind keine einfachen Briiche.
DaB einige der Eintrige in ¢ den Wert —0 haben, der sich gliicklicherweise nicht wirklich
von +0 unterscheidet, ist auf Rundungsphidnomene [14] zurtickzufiihren.

Morra ist aber nun ein Spiel, bei dem die bei dem die Optimalstrategie nich¢ eindeutig
ist, und damit gibt es nach Korollar 2.4.2 eine ganze konvexe Menge von Optimalstrategi-
en, genauer ein konvexes Polyeder. Dieses komplett zu bestimmen ist nicht ganz so einfach,
denn man muss nun alle Ecken des konvexen Polyeders von zuldssigen Losungen des Un-
gleichungssystems (2.4.2) finden, wozu man den Simplexalgorithmus allerdings noch etwas
y,aufbohren® miisste.

Ubung 3.4.3 Schreiben Sie ein Octave-Programm, das alle optimalen Strategien eines
gegebenen Spiels ermittelt, indem es alle Ecken des zugehorigen konvexen Polyeders be-
stimmt. &

DaB die Losung nicht eindeutig ist, zeigt eine einfache Rechnung mit den von 0 ver-

schiedenen Wahrscheinlichkeiten %, %, %:
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3.4 Transport, zwei Phasen und Spiele

octave> p2 = [ 0050403001/ 12;
octave> A’xp2
ans =

.16667
.00000
.00000
.08333
.00000
.08333
.00000
.00000
.16667

O O O O O O O o o

Dieser Vektor ist > 0 und da Morra ein faires Spiel ist>* ist auch das eine Optimalstrategie
fiir Spieler 1, siehe Korollar 2.4.1. Auffillig ist auch, dal die Strategie, die mit dem groften
Risiko verbunden ist, mit der geringsten Wahrscheinlichkeit gespielt wird — Feigheit scheint
also ein durchaus rationales Verhalten zu sein.

Ubung 3.4.4 Bestimmen Sie alle Optimalstrategien fiir Morra. o

Ubung 3.4.5 Bestimmen Sie alle Optimalstrategien fiir das Fiinf-Finger-Morra. o

%Dazu hitten wir nicht erst v = 0 errechnen lassen miissen, jede Morra—Matrix ist schiefsymme-
trisch!
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3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

A% SimPhasel.m (Spieltheorie)

A T
A% Phasel fuer Simplezalgorithmus

A% Eingabe:

Ve 4,b,c Parameter des SA

function T = SimPhasel( A,b,c )
[m,n] = size( A );
bb = min( b );

A% Erweitertes Tableau

T = [

0, (0:n), O;

(-1:-1:-m)’, ones( m,1 ), A, b .- bb;
0, 0, c’, O;

0, -1, zeros( 1,n ), bb

]

M = m+3; N = n+3; k = 1; k1 = 1;

while ( T( M,N ) < -10~(-15) && k > 0 )
[j,k] = SimPivot( T( 2:M, 2:N ), 1 );
if ( kx >0 )

t = T(C 1,k+1 ); T(C 1,k+1 ) = T(C j+1,1 ); T(C j+1,1 ) = t;
T( 2:M,2:N ) = SimAustausch( T( 2:M,2:N ), j,k );
kl = k;

end

end
A% Tausche Variable 0 zurueck, wenn noetig
xx = ( TC 2:M-2,1 ) == 0 );

if ( sum(xx) > 0 )
j = find ( xx );

k = kl1;
t = T(C 1,k+1 ); T(C 1,k+1 ) = T( j+1,1 ); T(C j+1,1 ) = t;
T( 2:M,2:N ) = SimAustausch( T( 2:M,2:N ), j,k );

end

4% Finde Spalte zu z0
k = find( T(C 1,2:N-1 ) == 0 );

A% Modifiziere Randbedingungen
T( 2:M-1,N ) = T( 2:M-1,N ) + bb * T( 2:M-1,k+1 );

A% Tausche Spalte mach hinten
t =TC :,N-1 ); TC :,N-1 ) = T(C :,k+1 ); T(C :,k+1 ) = t;

A% Loesche worletzte Spalte und letzte Zeile
T=1[T(C1:M-1,1:N-2), T(C 1:M-1,N ) 1;

Abbildung 3.4.2: SimPhasel.m: Simplexalgorithmus, Phase I, in einer fiir unsere Zwecke
ausreichenden hausgemachten Version.
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3.4 Transport, zwei Phasen und Spiele

GameOptStrat.m (Spieltheorie)
Optimale gemischte Strategtien
Eingabe:

X Auszahlungsmatricz des Spiels
Ausgabe:

14 Strategie fuer Spieler 1

q Strategie fuer Spieler 2

v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameOptStrat( X )

[m,n] = size( X );

4% Setup und Phase I
[A,b] = GameStratBed( X );c = zeros( m+n+1,1 );
T = SimPhasel( A,b,c );

A% Extrahiere p,q,v
p = zeros( m,1 ); q = zeros( n,1 ); v = 0;
for j = 2:m+n+b
k =TC j,1);
if k <= 0
continue;
elseif k <=m
pC k¥ ) = T(C j,m+n+3 );
elseif k <= m+n
q( k-m ) = T( j,m+n+3 );
else
v =T(C j,m+n+3 );
end
end

Abbildung 3.4.3: GameOptStrat.m: Octave—Routine zur Berechnung der Optimallésung,

verwendet im wesentlichen einfach nur das Programm aus Abb. 2.4.1
und Phase I des Simplexalgorithmus.

57



3 Bestimmung optimaler gemischter Strategien

v
¥4
v
A
i
i
i
v
v

GameSolve.m (Spieltheorie)
Optimale gemischte Strategien
Eingabe:

4 Auszahlungsmatriz des Spiels
Ausgabe:

P Strategie fuer Spieler 1

q Strategie fuer Spieler 2

v Wert des Spiels

function [p,q,v] = GameSolve( A )

[pl1,ql,v1l] = GameOptStrat( A );
[92,p2,v2] = GameOptStrat( -A’ );

if (v2 > 0
P = Pp2; 9 = q2; v = v2;
else
p =rpl; q
end

~

ql; v = vi;

Abbildung 3.4.4: GameSolve.m: Berechnung der optimalen Strategien — unter Verwendung

v
Yy
4
i
i
i
¥4

fu

des Codes aus Abb. 3.4.3 ist das eine ganz einfache Geschichte.

MorraMat.m (Spieltheortie)
Auszahlungsmatriz fuer Morra mit n Fingern
Eingabe:

n Anzahl der Finger
Ausgabe:

4 Auszahlungsmatriz

nction A = MorraMat( n )
A = zeros( n"2 );

for j1 = 1:n
for k1 = 1:n
for j2 = 1:n
for k2 = 1:n
if ( k1 == j2 ) && ( k2 !'= j1 )
AC nx(j1-1) + k1, n*x(j2-1) + k2 ) = ji1+j2;
end
if (k2 == j1 ) && ( k1 !'= j2 )
AC n*(j1-1) + k1, n*x(j2-1) + k2 ) = -(j1+j2);
end
end
end
end
end

Abbildung 3.4.5: MorraMat.m: Aufstellung der Auszahlungsmatrix fiir Morra mit n Fin-
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Poker und Bluffen 4

Wenn ich allerdings Thre Auffassung nicht ganz zuriickweisen kann, so muf ich
doch immerhin sagen, ja betonen, daf8 ich die allgemeinen Gesichtspunkte bei der
Aufrechterhaltung der Bestimmung zwar in Betracht zu ziehen, den Wortlaut
der Vorschrift aufs gewissenhafteste zu wahren aber verpflichtet bin, wiewohl ich
persinlich immerhin nicht abgeneigt ware, einer Auffassung mich anzuschliefSen,
die mit der Ihrigen im Prinzip iibereinkommt, mich indessen zu einem gerade
entgegengesetzten Schlusse fiihrt.

(K. LaBwitz, Aspira. Geschichte einer Wolke)

Als nichstes befassen wir uns mit der Behandlung eines klassischen Spiels, ndmlich einer
vereinfachten Version von Poker, die Darstellung folgt [26, S. 186ff]. Beim klassischen Stud
Poker! erhilt jeder Spieler fiinf Karten und nach einem ersten Einsatz in den Topf beginnen
mehrere Bieterunden, bei denen jeder Spieler entweder den Einsatz halten oder erhthen
kann; werden die Einsdtze eine Runde lang gehalten, dann werden die Karten verglichen
und das beste Blatt gewinnt. Finessen wie das Kaufen von Karten und die Beschridnkung
des Hochsteinsatzes und der Anzahl der Runden lassen wir jetzt einmal aussen vor.

Klassisches Poker ist aber immer noch zu komplex, fiir das Verstindnis der grundsitz-
lichen Ideen reicht eine Vereinfachung aus [26] vollkommen aus. Insbesondere betrachten
wir nur ein Zweipersonenspiel. Das Ganze wird ein wenig technisch werden?, aber es zeigt
auch sehr gut, mit welchen Herausforderungen jenseits der Theorie man sich beschiftigen
muss, wenn man ein konkretes Spiel analysiert.

4.1 Das vereinfachte Spiel und die reinen Strategien

Wir kénnen annehmen, daB8 die moglichen Karten, die ein Spieler erhalten kann, einfach
als1,..., N durchnumeriert sind, wobei 1 die schlechteste Hand darstellt, N die beste. Jeder
der beiden Spieler zieht also eine Zahl, sagen wir A1, hy € {1,...,N}. Den Fall h; = hy,
der bei realen Karten nicht vorkommt?, ignorieren wir einfach.

Die moglichen Gebote sind zwei Zahlen 0 < a < b, wobei a natiirlich fiir das niedrige, b
fiir das hohe Gebot steht; die beiden Zahlen subsummieren im vereinfachten Modell lange
Bieterunden und auch den Grundeinsatz. In der ersten Runde kann sich jeder Spieler
entscheiden, hoch oder niedrig zu bieten, sind die Gebote unterschiedlich, so kann der
Spieler mit dem niedrigen Gebot sich entscheiden, zu passen, oder sein Gebot auf ,hoch®
zu dndern. Sind die Gebote gleich hoch, werden die Karten verglichen. Schreiben wir dies
mathematisch auf.

Das ist nicht das aus ,Weltmeisterschaften“ bekannte Texas hold ‘em up.
2 Anders gesagt: Wir miissen ein bisschen rechnen und uns wirklich um Details kiimmern.
3Zumindes nicht ohne Falschspielerei.
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4 Poker und Bluffen

Definition 4.1.1. Die Signum-Funktion o : R — {0, 1} ist definiert als

-1, x<0
o(x):=40, x=0
1, x> 0.

Jeder Spieler hat nun die drei Strategien
1. ,hoch®, also er bietet b,
2. ,passsen, er bietet a und passt, wenn der andere Spieler ,hoch“ geboten hat,
3. ,sehen®, er bietet @ und erhoht auf b, wenn der andere Spieler ,hoch“ geboten hat.

Wir werden der Einfachheit halber die drei Zahlen fiir die Strategien s1, s9 verwenden. Die
Auszahlungsmatrix fiir die Strategien ergibt sich aus Sicht von Spieler 1 bei den Blittern
hi, hy als
O'(hl—hg)b a O'(hl—hg)b
A(hy, ho) = —-a o(h1—hg)a o(h1—ho)al. (4.1.1)
O'(h1 —hg)b O'(hl—hg)a O'(h1 —hg)a

Jeder Spieler kennt seine Karten und kann also fiir jeden Wert von /1 bzw. hy eine Strategie
ap, = s(hy1) € {1,2,3} bzw. By, = s(hg) € {1,2,3} mit hy, hg € {1,..., N} als reine Strategie
wihlen, d.h., die Stragien der beiden Spieler sind «, 8 € {1,2,3}" =: 3". Gehen wir davon
aus, dal3 die Bldtter gleichverteilt sind, dann ergibt sich die erwartete Auszahlung als

N N N
1 . 1 .
)= 3 2, 0 AU = 1 ), e ) (4.1.2)
]: = J: =

Da die Matrizen A (h1, hg) nur von o (hy — hg) abhidngen, kénnen wir auch

b a b -b a -b 0 a O
Ay =|-a a al, A_:=|-a —-a -al, Ag:=|-a 0 O (4.1.3)
b a a -b —-a -a 0O 0 O

einfiihren und erhalten
1 X 1 YN
a(a,p) = V2 Z Z eZ;le-(j—k)e,Bk =32 Z Z ao(j-k)(@;, Br).
771 k=1 771 k=1

Damit kénnen wir natiirlich nicht so viel anfangen und werden wieder zu gemischten Stra-
tegien tibergehen.

4.2 Gemischte Strategien und Minimax

Definition 4.2.1. Eine gemischte Strategie fiir das Pokerspiel ist p € S3n, also p = (pq :
a € 3V) mit

Pa >0, Z Pa=1. (4.2.1)

ae3N
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4.2 Gemischte Strategien und Minimax

Bemerkung 4.2.2. In Definition 4.2.1 weisen wir jeder reinen Strategie eine eigene Wahr-
scheinlichkeit zu. Das ist allgemeiner, als lediglich jedem Blatt j eine Wahrscheinlichkeit
ple€Ss, j=1,...,s, zuzuweisen. Letzteres ist dann der Spezialfall, da3

N

pa=|]rk (4.2.)

als Tensorprodukt der individuellen Wahrscheinlichkeiten bestimmt wird. Die einfache Si-
tuation ist also nicht ausgeschlossen, aber eben auch nicht nétig.

Die zu erwartende Auszahlung ist jetzt

D, D, al@.Ppagg

ae3N Be3N

1 N N
- Z Z mzzao(j—k)(aj,ﬁk)l?aém

ae3N Be3N J=1 k=1
N N

a(p,q)

1
= = Ao (j-k) (@), Br)Padp
J=1 k=1 @e3N Be3N
1 &3 3
SR N NI IR
Jj=1 k=1 r=1 aj=r s=1 Bj=s
1 NN 33
- L0 Serne | 3| Yo
j=1 k=1 r=1 s= aj=r Bj=s
Setzen wir )
pl= > par  a¥:=) ap (4.2.3)

dann haben wir also

(P @) =5 2, 2, 2, 2 At pldl, (4.2.4)

wobei
plgcess,  jk=1,...,N

Die Indentitét (4.2.4) zeigt, daB wir jedem Blatt eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zuwie-
sen konnen, die sich durch Summation iiber die anderen Dimensionen ergibt.

ﬁbung 4.2.1 Zeigen Sie, daB man fiir den Fall (4.2.2) die p/ durch (4.2.3) wieder erhilt.
¢

Um die Optimalstrategien zu bestimmen, brauchen wir ein allgemeines Resultat i{iber
symmetrische Spiele*.

Lemma 4.2.3. Ist das Spiel symmetrisch, d.h. AT = —A, dann ist p eine Optimalstrategie fiir
Spieler eins, genau dann, wenn sie optimal gegen sich selbst ist, das heifst,

mqina(p, q) =a(p,q). (4.2.5)

“Was unser vereinfachtes Poker ja ist.
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4 Poker und Bluffen

Beweis: Symmetrie bedeutet, daf3

a(p.q)=p'Aq=q'A"p=-q"Ap=-a(q.p).  pESm qESnu
Da das Spiel symmetrisch ist, ist es fair, siehe Korollar 2.3.5, also ist v = 0 und eine
gemischte Strategie p ist nach Korollar 2.4.1 genau dann optimal, wenn

T
0<plA= (ATp) - (Ap)T, (4.2.6)
also genau dann, wenn p’Aq > 0 > g7 A p fiir alle q € S,,, was wiederum zu
0=pTAp =min pTAq
qeSm
dquivalent ist, wie behauptet. m]

Korollar 4.2.4. Fiir eine gemischte Optimalstrategie p aus der Sicht von Spieler 1 fiir ein symme-
trisches Spiel gilt:

1. p ist auch eine gemischte Optimalstrategie fiir Spieler 2,
2. (pTA)kpk =0,k=0,...,m,dh,

(PTA)k} { Pk }_ _
{ e >0 = (pTA)k =0, k=1,...,m. (4.2.7)

Beweis: 1) erhalten wir, indem wir (4.2.6) als Ap < 0 lesen und Korollar 2.4.1 anwenden.
Fiir 2) bemerken wir, daf3

m
0=p’Ap=) (pTA)kpk
k=1

eine Summe von nichtnegative Termen ist, die nur verschwinden kann, wenn alle Terme
Null sind. O

Mininieren wir nun also a(p, q) beziiglich ¢, dann miissen wir p ,nur“ so wihlen, daf3
das Minumum, das von p abhingen wird, an der Stelle p angenommen wird und den Wert
Null hat. Dazu betrachen wir, ausgehend on (4.2.4),

1 N 3 N 3 ) 1 N 3
a(p.q) = - ¢5 DD acion (sl = > > gk wh, (4.2.8)
k=1 s=1 j=1r=1 k=1 s=1
mit
=wi(p) = ZZ“‘TU 0 (r,$)pl, k=1,...,N, r=1,2,3. (4.2.9)
] =1r=1

Diese Terme kann man explizit ausrechnen. Es ist ndmlich

N 3
Nwk = Zzaa(j—k)(r’l)p{"

j=1r=1
k-1 3

= a_(r,1)p] +Zao<r Dpf + Z ch p!
Jj=1r=1 Jj=k+1 r=1
k-1 N

= Z [—b —a —b] pl+ [O —a O] pk+ Z [b -a b] p’
j=1 j=k+1

= (—bp{—apé—bpé)—ap§+z (bp{—apé+bpé),
j=1 j=k+1
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4.2 Gemischte Strategien und Minimax

und mit dieser Vorgehensweise erhélt man insgesamt, daf3

x>~
[ay

1
wh = it (bp1+ap2+bp3) —aph + Z (bp1 —ap2+bp3) , (4.2.10)
Jj=1 Jj=k+1
= ) ) . N ) . .
wy = |~ (—ap{+apé+apé)+ap]1‘+ Z (ap{+apé+ap§) , (4.2.11)
Jj=1 J=k+1
1 k-1 N
ko _ J J J J J J
Wi = _j:1 (bpl+a[92+ap3)+j§;r1 (bp1+ap2+ap3) . (4.2.12)

Interessanterweise hingt w’B‘ {iberhaupt nicht von p* ab.
Die Summe auf der rechten Seite von (4.2.8) wird dadurch minimiert, daB} man fiir jedes
k separat den entsprechenden Term minimiert. Unser Minimierungsproblem ist daher

KNT k _
min (w w , k=1,...,N. 4213
I ES3( ) q § qs ( )

Dieses Minimum wird fiir alle g¥ angenommen, bei denen gilt:

wk > Ir1112ngwf = gq¢¥=0, s5=1,23 (4.2.14)
t

Bemerkung 4.2.5. Hat wX eine eindeutige Minimalkomponente, sagen wir wk, dann ist
der Minimierer der Eckpunkt es. bei zwei M1n1malkomponenten jedes ¢* aus der enstpre-
chenden Kante und wenn w¥ = 41 ist, dann kann ¢* machen, was es will.

Aus (4.2.14) und Lemma 4.2.3 erhalten wir nun sofort eine Charakterisierung von Op-
timalstrategien.

Proposition 4.2.6. p ist genau dann eine Optimalstrategie, wenn

wk(p) > nlnn wk(p) = pk=o, k=1,...,N. (4.2.15)

Fiir die Bestimmung einer Optimallésung ist es also von entscheidender Bedeutung,
zu verstehen, fiir welches s der Eintrag wX minimal wird. Dafiir lohnt es sich, sich die

Differenzen der Komponenten von w* anzusehen®:
k-1
wll{—wé< = % (a—b)p{—(a+b)pé)—w
1 Y . ) .
= > ((b —a)(pl +pl) - zapg) , (4.2.16)
J=k+1
1 N - :
w’l‘—wéf = v (a—b)Zpé—apl Z ((b—a)pé—Qapé) , (4.2.17)
j=k+1
=
wg—wg = 2 ((a+b)p1+(a—b)p3)+ap1 +(a—-b) Z p} (4.2.18)

I’
=

J J=k+1

5Es sind ja gottseidank nur drei.
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4 Poker und Bluffen

4.3 Die kontinuierliche Erweiterung

Fiir die Bestimmung von Optimallésungen sind die Vorzeichenwechsel der Summen in
(4.2.16)—(4.2.18) entscheidend, denn daraus bestimmt sich ja, welche Wahrscheinlichkei-
ten gegebenenfalls auf Null gesetzt werden miissen. Dafiir sind die diskreten Folgen nicht
wirklich geeignet, deswegen gehen wir zu einer kontinuierlichen Erweiterung {iber, indem
wir die Summe als Riemannsumme auffassen und N — co gehen lassen.

Definition 4.3.1. Die stiickweise stetige Funktion p : [0,1] — S3 bezeichnen wir als kontinu-
ierliche Erweiterung der Strategiemenge. Die zugehorige® Funktion w : [0,1] — R? definiert
sich dann als

wi(x) = —/Ox(bpl(r>+ap2(t)+bp3<r)> dr
1
+ / (b p1(t) — a pa(t) + b ps(1)) dr, (4.3.1)
* x 1
wa(x) = —a /0 (=p1(1) + pa(t) + p3(1)) di +a / (p1(1) + pa() + pa()) di
=1
- a((l—x)+ /0 (p1() = pa(t) = p3(0)) dr), (4.3.2)
wa() = —/OX<bp1<r>+ap2<r>+ap3<r>> dr

1
+/ (bp1(t) +apa(t) +aps(t)) dt (4.3.3)

Bemerkung 4.3.2. Dieser Grenziibergang ist absolut sinnvoll, denn bei realistischen Kar-
tenspielen ist die Anzahl moglicher Blitter ja doch grof. Beim normalen Poker beispiels-
weise gibt es (552) = 2598960 Moglichkeiten.

Das Optimalitatskriterium tibertrdgt sich direkt aus Proposition 4.2.6, ndmlich

wg(x) > nlli2n3 wi(x) = ps(x) =0, x € [0,1]. (4.3.4)
1=1,2,

Fiir die Ermittlung der Optimalstrategie stellen wir zuerst fest, dal die Strategie ,Sehen
im vereinfachten Modell nicht sinnvoll ist.

Lemma 4.3.3. Ist p eine stetige Optimalstrategie, dann ist p3 = 0.

Beweis: Nehmen wir an, daB p3(x) > 0 fiir ein x € [0, 1] gilt, dann folgt aus dem Kriterium
(4.3.4), daBl w3(x) minimal ist, inbesondere also wg(x) < w1(x) oder

0

IA

wi(x) —ws(x)

X 1 1
(a—b)/0 pg(x)dx+(b—a)/ pg(x)dx—Za/ po(x) dx

x 1 1
<a—b>(/0 Pa(x)dx—f p3<x>dx)—2a/ pa(x) dr.

0Als Integral stiickweise stetiger Funktionen stetige ...
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4.3 Die kontinuierliche Erweiterung

Fiir x* = sup{x : p3(x) > 0} € [0,1] gilt wegen der Stetigkeit von w ebenfalls w3(x*) <
w1(x*), was einen Widerspruch zu

(a—b)(/oxpg(x)dx—/xlpg(x)dx) —Qa/xlpg(x)dx <0

S————
<0

>0 =0 >0

darstellt. |

Bemerkung 4.3.4. Die Interpretation von Lemma 4.3.3 ist, daB3 ,,Sehen“ eine iiberfliissi-
ge Strategie ist. Entweder man passt bei schlechten Blittern gleich oder bietet bei guten
Blittern direkt hoch. Alles andere bringt nichts.

Da p3 =0 ist, muBl pg =1 — p; gelten. Ersetzen wir also p; durch p, dann vereinfachen
sich die Funktionen signifikant; so ist beispielsweise

wi(x)

x 1
/0<—bp<r)—a<1—p<r>>> dr+/ (bp(t) —a (1 p(1) di

x 1
(a—b)/o p(t)a’t—ax+(a+b)/ p(t)dt —a(l -x),

sowie

X 1
ws(x) = /0 (—bp() —a(1-p(t))) di + / (bp(1) +a (1- p(1)) dr

(a—b)/oxp(t)dt—ax—(a—b)/lp(t)dt+a(1—x),

und insgesamt erhalten wir

X 1
wi(x) = (a->b) / p(t)dt+ (a+b) / p(t)dt—a (4.3.5)
0 X
wo(x) = 2a /X p(t)dt+a(l-2x) (4.3.6)
0
X 1
wg(x) = (a->) (/ p(t)dt — / p(1) dt) +a(1-2x) (4.3.7)
0 X

Wegen

1
w3(x) —wi(x) = —2a/ p(t)dt+2a(1—-x) =0
=
<[ldr=1-x

gilt jetzt immer w1 < w3 und man muss w3 nicht mehr bei der Minimumsbestimmung
berticksichtigen.
Es gibt nun die drei Moglichkeiten

1. p(x) =0, also pa(x) =1 — p(x) = 1; hier muss wg(x) < wy(x) gelten,
2. p(x) =1, also po(x) =0, das heilt wi(x) < wa(x),

3. p(x) € (0,1), hier muss w1(x) = wg(x) erfiillt sein.
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4 Poker und Bluffen

Betrachten wir also

X 1
£(0) :=wQ<x)—wl<x>=<a+b>(/0 pdi- [ p(t)dt)+2a<1—x>,

und da
1
Q)= (a+b)/ p(t)dt >0
0

ist, folgt w1 (1) < wo(1) und p(1) = 1 ist zwingend’. Ist p = 1, also wiirde man immer hoch
bieten, dann ist

1
f(0) =—(a +b)/ p()ydt+2a=a-b <0,
0
—————
=1

was einen Widerspruch zur Optimalstrategie darstellt, da dann wy(0) < w1(0) wére, also
p(x) =0 fiir x € [0, €] und ein passendes € > 0.

Seien nun 0 < x < x” < 1 zwei Stellen mit p(x), p(x’) ¢ {0,1}. Dann ist f(x) = f(x") =0,
also auch

0 fx) = f(x)

X x’ 1 1
(a+b) (/0 p(t)dt—'/o p(t)dt—/ p(t)dt+/, p(t)dt)+2a(x'—x)

’ ’

(a+D) (—/ p(t)dt — / p(1) dt) 2a(x’ — x)

—2(a+b)/x p(t)dr +2(x" —x),

und somit ist

’

1 x a
_x/x p(t)dt = —— (4.3.8)

a+b’

xl
der Durchschnitt von p auf dem Intervall ist also 0 < —%= < 1 und damit kann p auf diesem
Intervall nicht konstant 0 oder 1 sein. Aber es gilt mehr.

Lemma 4.3.5. Gilt fiir0 < x <x’ <1, daf8 f(x) = f(x") =0, so ist

a
a+b’

p(1) = t € [x,x']. (4.3.9)

Beweis: Wir zeigen, daB (4.3.9) genau genommen fast iiberall gilt®. Angenommen, [y,y’] C
[x,x’] mit y < y” sei ein maximales Intervall, auf dem p = 0 oder p =1 ist, also /yy, p(t) €
{0,1}. Dann ist wegen der Maximalitit f(y — &) = f(y + &) fiir alle hinreichend kleinen
g > 0 und es ist

"—y+2 1 y+e
y /y £_a _ p / p(1) dt,
Y-y a+b Yy -yJ,_ ¢
und da rechte Seite fiir ¢ — 0 gegen 0 oder 1 konvergiert, die linke aber gegen (y’' —y) %,
erhalten wir einen Widerspruch. m]

Seien

xo:=min{x € [0,1] : p(x) ¢ {0,1}}, x1:=max{x € [0,1] : p(x) ¢ {0,1}},

“Im Klartext: Mit dem héchsten Blatt zu passen, ist Schwachsinn.
8Mengen vom MaB Null kénnten dem Integral entgehen.
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4.3 Die kontinuierliche Erweiterung

dann is p(?) = %5, t € [x0,x1] und wegen f(1) > Oist x; <1 und p(z) =1, ¢ € (x1,1].
Ausserdem ist xp = 0. Nehmen wir ndmlich an, daBl xo > 0 wire, dann gébe es ein
Intervall [0, x¢], auf dem p nur die Werte 0 und 1 annimmt. Da’

/() =(a+b) (p(x) +p(x)) —2a=2((a+b)p(x) - a)

positiv fiir p(x) = 1 und negativ fiir p(x) = 0 ist, ist f auf [0,x9] entweder monoton
steigend oder fallend und im Falle p =1 wiére f < 0, fiir p = 0 hingegen f > 0 auf [0, xo],
was genau das falsche Vorzeichen ist und einen Widerspruch liefert. Wir wissen also:

a

, 0<1t<x,
p(r)y=4a+b (4.3.10)
1 x1 <t<1,

und es bleibt nur noch die Bestimmung von x;. Dazu gehen wir zuriick zu!’

()
Il

X1 1
f@ﬂ=(a+w([: ;%Zdt—/mldd+2aﬂ—xﬂ

ax1 —(a+b)(1—x1) +2a(1 —x1) =ax1+(a—b)(1 —x1) = bx1 +a— b,

also b
414

b b
Damit haben wir das Spiel komplett analysiert, wenn man einmal von den Finessen der
eigentlich diskreten Situation absieht, die in [26] im Detail erldutert wird.

X1 =

Satz 4.3.6. Die Optimialstrategie im einfachen Poker besteht darin, mit Wahrscheinlichkeit
a b-a
<

—, t =<
p(n=qa+b b (4.3.11)

b—a
1, t >
b

»hoch“ zu bieten und mit Wahrscheinlichkeit 1 — p(t) ,,niedrig” zu bieten und gegebenenfalls zu
passen.

Bemerkung 4.3.7. Selbst das vereinfachte Modell zeigt einige wichtige Eigenschaften, die
dieses Pokerspiel interessant machen:

1. Reines Passen gibt es selbst fiir die schlechtesten Blitter, also ¢ ~ 0, nicht. Man sollte
immer mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit hoch bieten — genau das ist ,,Bluffen®.

2. Die Wahrscheinlichkeit —%- < % mit der man bei eher schlechten Blittern blufft,
hingt vom Verhiltnis der beiden Einsdtze zueinander ab. Je groBer das Risiko b/a

ist, desto vorsichtiger wird man mit dem Bluffen.

3. Auch der Punkt, ab dem man hoch bietet, also ein Blatt als gut einstuft, hingt von
a/b ab, und auch hier gilt: Je hoher das Risko, desto vorsichtiger.

4. Man sieht auch sehr schon, daB selbst dieses stark vereinfachte Pokerspiel in der
mathematischen Analyse durchaus nichttrivial ist; und dabei kann man noch Sym-
metrie sehr schén ausnutzen.

9Hauptsa.tz der Differential- und Integralrechnung, gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen,
dann fiir den ,integralseitigen“ Grenzwert.
10Bisher haben wir immer nur f(x) — f(x’) = 0 — 0 = 0 betrachtet.
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4 Poker und Bluffen

4.4 Eine asymmetrische Variante

Beim vereinfachten Poker der letzten Kapitel haben beide Spieler ihre Strategien simultan
gewihlt, was uns die nicht unwesentliche Vereinfachung eines symmetrischen Spiels gebracht
hat, die wir auch durchaus genutzt haben. Das entspricht aber nicht wirklich der Natur
von Poker, bei dem reihum geboten wird. Daher findet sich in [26, 19.14] auch eine sehr
einfache asymmetrische Variante von Poker, die wir uns jetzt ansehen werden, nachdem
wir den generellen Prozess der Analyse verstanden haben. Das Spiel ist folgendermaBen:

1. Beide Spieler erhalten ihre jeweiligen Blitter.

2. Spieler 1 bietet entweder niedrig (a) oder hoch (b).

3. Bei einem niedrigen Gebot endet das Spiel und die Blitter werden verglichen!?.

4. Bietet Spieler 1 hoch, so kann Spieler 2 entweder passen (a) oder halten (b), wobei

die Bldtter verglichen werden.

Beide Spieler haben also zwei Strategien, ndmlich ,hoch“ und ,niedrig®“. Die Auszahlungs-

matrizen wie in (4.1.3) sind nun

b a 0 a
] Ao._l

A=, 0 0

-a -a
Damit kénnen wir wieder die erwarte Auszahlung bilden,

N N

1 o P 1
a(p.@) = 5 . (vip] +vip)) = 5 O (what + whaf)
j=1 k=1
mit
j-1 N
Nv{ = Z (bqf+aqg) +aqé - Z (bqf—aqﬁ),
=0 {=j+1
j-1 N
Nvé = (aq{+aq2) Z (aq{+aqg)
£=0 C=j+1
und
k-1 N
Nwk = (—bp{—ap§)+2(bpf+apg),
=0 {=j+1
j-1 N
Nw’2C = (apf—ap§)+apll‘+z(ap§+apg).
=0 {=j+1

: A_:=[_b “}.

(4.4.1)

(4.4.2)

(4.4.3)

(4.4.4)

(4.4.5)

(4.4.6)

Wir gehen sofort wieder zur kontinuierlichen Version iiber und setzen g3 = 1 — g1 ein, so

daB wir mit

x 1
" = /O (bg(t) +a(l - q(1))) di - / (bq(t) —a(l-q(0))) di

HDje Strategie von Spieler 2 ist hier also irrelevant!
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4.4 Eine asymmetrische Variante

die Funktionen

vi(x) = (b—a)/oxq(t) a’t—(b+a)/x1q(t)dt+a (4.4.7)
vo(x) = a/()xdt—a/xldma@x—n (4.4.8)
erhalten. Analog ergibt sich
wi(x) = (a-b) (/Oxp(t) dt — /xlp(r) dt) +a(l-2x), (4.4.9)
wo(x) = 2a /O " () di +a(1-2). (4.4.10)

Fiir die Bestimmung der Optimalstrategien!?, betrachten wir nun wieder

X 1
fp(x) v1(x) —vo(x) = (b -a) '/0 q(t)dt — (b +a) / q(t)dt +2a(1—x) (4.4.11)

1 x
fq(x) w1(x) = wo(x) = (b —a) / p(t)dt—(b+a) /0 p(t) dt (4.4.12)

Nun will Spieler 1 maximieren und Spieler 2 minimieren, das heif3t,

=1, fp(x) >0, 1, fq(x) <0,
p(x) =1=0, fp(x) <0, q(x) =40, fa(x) >0,
€ [0,1], fp(x)=0, € [0,1], f4(x)=0.

fq (x/) - fq (x)

1 1 X X
(b—a)(‘/, p(t)dt—/, p(t)dt)—(b+a)(/0 p(t)dt—/0 p(l)a’t)

(a—b)/x p(t)dt—(b+a)/x p(t)dt=—2b/x p(t)dt <0

ist f;, monoton fallend, d.h., es gibt 0 < xy < x1 <1 so daB

=0, 0 < x < xop,
q(x) 1€ [0,1], xp <x <y,
=1, X1 <x <1,

und es gilt

0= () = £, (x) — fy (x0) = ~2b / p()di,  x € [xoxal.

X0

also p = 0 auf [xg,x1]. Nun ist

X 1 1
fp(x):b(/o q(t)dt—/ q(t)dt)—a‘/o q(t)dt +2a(1 - x),

2Das Spiel ist nicht mehr symmetrisch, jetzt wird es also interessant
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4 Poker und Bluffen

also, fiir x < x’,

’

() = fpx) = 2b/ q(t) dt — 2a(x" — x) (4.4.13)

und insbesondere

fp(x) = fp(0) =2b /X q(t) dt —2ax = —2ax < 0, x € [0, x0],
0

N—
=0

zeigt, daB f,, auf diesem Intervall strikt monoton fallend ist. Ist nun f,,(0) < 0, dann wire
fq(x) <0 fiir x € (0,x1] und damit

1
fq(x1) = (b - a)/ p(t)dt >0, (4.4.14)

wobei Gleichheit nur moglich wire, wenn p = 0 wire, was aber wegen f,(1) = (b —
a) / q(t)dt > 0 ein Widerspruch ist. Und ,,>“ in (4.4.14) widerspricht der Definition von
xg. Also ist

1
O<fp(0)=2a—(b+a)/ q(t)dt,
0

und ausserdem ist p = 1 auf einem Intervall [0, yo] mit yo € [0,x¢]. Zusammengefasst gibt
es also ein yg € [0, x¢], so daB

1, 0<x< Yo,
px) =
0, yo<x <xp.

Ebenso liefert

fp(x) = fp(x1) = Qb/ g(t)dt—-2a(x —x1) =2(b—a)(x —x1) >0, x € [x1,1],

daB f, auf [x1,1] strikt monoton steigend ist, und da f,(1) = (b —a) f q(t)dt > 0 gibt es
daher auch ein y; € [x1,1], so daB f,(x) < 0 fiir x < y; und f,(x) > O fiir x > y1.
Damit haben wir die Strategie p verstanden, nimlich

1’ O S x < y()’
p(x) =410, yo <x <y, (4.4.15)
1, yi<x<1

Bemerkung 4.4.1. Erstaunlicherweise haben wir auch hier wieder einen Bluff: wihrend
Spieler 1 auf mittlere Blitter niedrig und auf hohe Blitter hoch bietet, blufft er bei ganz
besonders schlechten Blittern und bietet dort ebenfalls hoch.

Bleibt noch die Bestimmung von Yy, y;. Dazu berechnen wir zuerst einmal
1
fy = (b=a) [ prdr=b-a0+r1-y)
und erhalten aus

X0 Yo
guw=@wwﬂy/ mnngmwﬂqf dt = (b—a)(yo+1=y1) — 2 v
0 0
(b-a)A—-y1) - (b+a)yo,

0
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daB

20 = . (4.4.16)

Fiir x € [yo, y1] ist f; konstant:

fq(x)

1 X
(b—a)/ p(t)dt—(b+a)'/0 p(t) dt

1 0
(b—a) p(t)dl—(bﬂl)/oy p()dt=(b-a)1-y1)-(b+a)y1=0,

y1

und da dieser konstante Bereich genau [x¢,x1] ist, muB also yop = xo und y; = x; sein. Da,
aus Stetigkeitsgriinden, f),(xo) = f,(x1) = 0 ist, erhalten wir aus (4.4.13), daB}

x1
0= fpx0) = fpx0) =26 [ (6)dr = 2a(xs -0,

X0

also wieder der Mittelwert!3

1 N a
dt = — 4417
yl_yO/yo gy di =5 (4.4.17)
und somit auch?
1 y1 1 a
‘/0 q(t)dt = ‘/yo q(1) dt+-/y1 dt = Z(yl —vyo)+ (1 -y1). (4.4.18)
Das ergibt
Y1 1
0 = fo(y)= (b—a)/ q(r)dr—<b+a>/ g(t) di +2a(1 - y1)
0 Y1
= (b-a)701-y0) ~ (b+a)(AL-y)+2a(1-y) = (b-a) (F (=30 = A=)
also
y-yo _b (4.4.19)
1—y1 a

Aus (4.4.16) und (4.4.19) erhalten wir schliesslich!®

a
1- 5
b+a( y1)

b
5(1—y1)=y1—yo=y1—

also

b b-a b2 + 2ab — a*
i 1oy)=—"" % (1-

13Es gilt auch, wie in [26] angegben, daB

1
yi—y

Y1 a
/ q(t)dt > 3 y € [yo, y1l,
y

die durchschnittliche Wahrscheinlichkeit, hoch zu bieten, wéchst also mit der Qualitit des Blat-
tes.

1Zur Erinnerung: ¢ = 0 auf [0, o] und g = 1 auf [y, x].

Wir miissen er halt noch ausrechnen ...
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und damit
b2+2ab—a’ b?+2ab-a*
_ Tatra_ atbray - b*+2ab-a? _ab-a® (4.4.20)
= mab-a ©  tasab . b2+ 3ab Y0 2 3ab o
a(b+a) a(b+a)

Damit haben wir die Optimalstrategien wirklich komplett bestimmt. Bleibt nur noch der
Wert des Spieles, der sich mit Hilfe der Optimalstrategien berechnen ldsst, nimlich nach
(4.4.15) als

o= L @p) 121~ p(a)) d = [ e [Tuwans [ 1) .

Yo y1

Fiir das erste Integral verwenden wir (4.4.18), die Tatsache, dal ¢ = 0 auf [0, yo], und
(4.4.16),

)
/ v1(x) dx
0

Yo X Yo p1
(b—a)‘/o /0 q(t)dtdx—(b+a)‘/0 /x q(t) dt dx + ayg
————— ———
=0

= =f01q(t)dt

= —(b+a)yo (%()’1 -yo)+(1 - y1)) +ayo

= —a(bb+ a)YO(h =y0) = (b+a)yo(1-y1) +ayo
= —a(bb_ < (y1=y0) (A =y1) = (D +a)yo(1 - y1) +ayo

das zweite Integral ist einfach

y1 y1
/ vo(x)dx = a/ (2x—1)dx=a(yf—y1—y§+yo)=a(y1+yo—1)(y1—yo)
Yo Yo

und das dritte Integral ist, wieder unter Berticksichtigung von (4.4.18),

1 1 px 1 p1
-/y1 vl(x)dxz(b—a)/yl'/o q(t)dtdx—(b+a)‘/yl‘/x qg(t)dtdx +a(l-yq)

———
=1-x
1 byl x 1
= (b—a)‘/yl (‘/yo q(t)dt+‘/yl q(t)dt)dx—(b+a) 5 1-x)dx+a(1l-yp)

2

ST O (%—y1+%)+a(1—y1)

1

- (b—a)((l—yl)g(yl—yon
1
2

_ 2
- 2 “)<y1—yo><1—y1>+(b—a>(§—%—yla—yl))—(ma)(%—yﬁ%)
“powelf
+a(1-y1)
= a(bb_a)(yl—yo)(l—yl)—0(1—2y1+)’%)+a(1—y1)
b_
-« 5 a)()’1—yo)(l—Y1)+ay1(1—y1)-
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Wenden wir (4.4.19), genauer a(y; — yo) = b(1 — y1), auf das zweite Integral an, dann
summieren sich die drei Integrale zu

v=ayo—(1-y1) ((b+a)yo—b(y1+yo—1) —ay)
= ayo— (1 -y1) (a(yo—y1) +b(y1-1)) =ayo - (1 = y1)a (yo — y1+y1 = yo) = ayo.
Damit kénnen wir das asymmetrische Poker vollstindig beschreiben.
Satz 4.4.2. Im asymmetrischen Poker hat Spieler 7 genau eine Optimalstrategie, ndamlich
1, 0<x<yg

p(x) =40, yo <x <y,
1, y1<x<1,

fiir Spieler 2 ist jede Strategie optimal, fiir die gilt
0, 0<x<yop, 1 N a
40 ={ [Cawa=3.

1, y1<x<1, Y1=Yo0 Jy,

wobei yo, y1 die Werte aus (4.4.20) sind. Das Spiel hat den positiven Wert ay,.
Bemerkung 4.4.3 (Asymmetrisches Pokern).

1. Wieder besteht die Strategie von Spieler 1 aus hoch bieten bei guten Blittern, ent-
hilt aber eben auch einen Bluff-Anteil, erstaunlicherweise bei den ganz schlechten
Blattern.

2. Die Strategie von Spieler 2 ist konservativer: Bei schlechten Blittern wird gepasst,
bei guten hoch geboten und bei mittelmadBigen zufillig, wobei die Wahrscheinlichkeit
fiir hohe Gebote bei besseren Blittern eher héher wird.

3. Die Bereiche, in denen sich das Verhalten unterscheidet, hingen wieder von a und b
ab, wobei (4.4.20) eher nicht aussagekriftig ist. Mehr sieht man in (4.4.16), das sagt,
daB die Langenverhiltnisse zwischen den beiden Bluffbereichen wie l;%g“ verhalten.
Ist a also klein im Vergleich zu b, also das Spiel riskant, so wird man etwa so oft
bluffen wie hoch bieten, sind a und b eher gleich gro83, dann lohnt sich das Bluffen
nicht. Allerdings bestimmt das Verhéltnis % auch, ob man tiberhaupt hoch bietet, und
mit zunehmendem Risiko wird der Bereich niedriger Gebote von Spieler 1 dominant

werden.

4. Insbesondere ist
a/b-(a/b)* a ab+a*> a a*
= — 1- = — -+ —
S TR R T2 3ab S b B2
das Risiko beeinflusst also auch die absolute Grée der Bereiche, in denen Spieler
1 blufft und sie sind beide von der GréBenordnung 7.

5. Die kontinuierliche Strategie ist eine Vereinfachung, fiir diskrete Blitter gibt es sub-
tile Effekte [26].

6. Das Spiel ist nicht fair, sondern hat positiven Wert und bevorzugt Spieler 1. [26]
fithrt das darauf zuriick, daB Spieler 1 hier die Iniative hat!®, aber generell ist das
bei Bietespielen wie auch Skat wohl der Grund, warum die Anfangsposition rotiert.

6Wrire zufillig v < 0, dann kénnte man das damit begriinden, daB Spieler 2 iiber mehr Information
verfiigt.
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7. Die Bestimmung von Optimalstrategien ist fiir nichtsymmetrische Spiele deutlich
aufwendiger, weil die Strategien p und q und ihre Interaktion im Spiel betrachtet
werden miissen.

Machen wir zum Schluss noch ein Beispiel ,,mit Zahlen®.

A

-
-

Abbildung 4.4.1: Die Optimalstrategien fiir Spieler 1 (rot) und Spieler 2 (blau), wobei sich
die Strategie von Spieler 2 im hellblau hinterlegten Bereich relativ frei
entfalten darf.

Beispiel 4.4.4. Fiira =1 und b = 2 ist

1 7 1

yOZE, y1=E, v:E.

Die einfachste, da konstante, Strategie fiir Spieler 2 ergibt sich durch

S (72 _1L)y,_e_1 _ _5
5771107 10)97 5 7 2 1= %

was eine recht groBe Wahrscheinlichkeit ist, hoch zu bieten. Die Graphen der Strategien
sind in Abb. 4.4.1 dargestellt.

Ubung 4.4.1 Verifizieren Sie, daB die erwartete Auszahlung der beiden Strategien aus
Beispiel 4.4.4 dem Wert des Spieles entspricht und die beiden Strategien daher wirklich
optimal sind. o
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Contrariwise, [... ] if it was so, it might be; and if it were so, it would be; but
as it isn’t, it ain’t. That’s logic.

(L. Carroll, Through the looking glass)

Jetzt wird es aber langsam Zeit, sich in das Reich der Mehrpersonenspiele aufzu-
machen. Da man ja jedes n—Personen—Nichtnullsummenspiel auch als n + 1-Personen—
Nullsummenspiel schreiben kann, indem man einen weiteren Spieler einfiihrt, der nichts
anderes zu tun hat als die Auszahlungen auszugleichen, ist es sicherlich ein sehr verniinf-
tiger erster Schritt, Nichtnullsummenspiele fiir zwei Spieler zu betrachten und sich einmal
anzusehen, was hier an neuen Konzepten nétig wird. Und das wird eine ganze Menge sein.

5.1 Verhandlungen und die Vorteile der Kooperation

Wir betrachten jetzt also Zweipersonen—Spiele, die auf zwei Auszahlungsmatrizen A1, Ay €
R™*" basieren, welche nicht mehr unbedingt die Nullsummenbedingung A; = —Aj er-
filllen!; spielen die beiden Spieler nun ihre gemischten Strategien p,q, dann ist die zu
erwartende Auszahlung der Vektor

T
a(p.q) = [ ﬁTi;Z } . (5.1.1)

Die Ziele der Spieler sind jetzt nicht mehr automatisch gegenldufig, denn Spieler 1 will
ai (p,q) moglichst grol machen, Spieler 2 hingenen ay (p, ¢). Zur Illustration eignet sich
das folgende Beispiel aus [20] sehr gut.

Beispiel 5.1.1. Wir betrachten das Spiel zu den Auszahlungsmatrizen

2 -1 1 -1
Al_|:-1 1 ]9 A2_|:_1 2 :|7

die wir auch zur Auszahlungstabelle

[ @D (-L-1)
A_[(—l,—l) (1.2) }

kombinieren kénnen.

Wir wollen das nicht a priori ausschlieBen, eine verniinftige Erweiterung der Theorie sollte die
Nullsummenspiele natiirlich enthalten und es ist immer gut, sich zu {iberlegen, was die allge-
meinere Theorie fiir diesen Spezialfall bedeutet.
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Die beiden Spieler kénnen sich nun zuerst einmal auf den Standpunkt stellen, daB sie
unabhdingig voneinander gemischte Strategien p, g spielen und diese dann wie gehabt auch
unabhingig voneinander optimieren kdnnten. Damit kann dann aber auch nur eine be-
stimmte Menge von Auszahlungen realisiert werden.

Definition 5.1.2. Der Gewinnbereich ' C R? zum Spiel (A1, A) ist die Menge

TA
={[ﬁTA;Z] : peSm,qun}.

Versuchen wir doch einmal, den Gewinnbereich I'(A) zu Beispiel 5.1.1 zu bestimmen. Fiir
p=(p,1-p)und g = (q,1 - q) erhalten wir dann die Punkte

I=T(A) =T (A1, Ag) = [ Sy A15, }

ST AgS,

2pq - [p(A-q)+q(1-p)+1-p)(1-q) }: [ 5pq —2p —2q+1
rg—[p(1-q)+q(1-p)+2(1-p)A-gq) 5pq —3p —3q +2

Mit anderen Worten: T ist das Bild des Einheitsquadrats [0, 1]? unter der bilinearen Abbil-

dung
ren=| 3 =] 5 e+ 5]
die die vier Seiten des Quadrats auf
f(x,0) = —[g X+ é], x €[0,1],
fO.y) = —[g y+ ;] y € [0,1],
F1) = [g]x— H xe[0,1],
FLy) = [;]y—[” y € [0,1],

abbildet. Das sind nur zwei Randkurven von I', ndmlich die Streckenziige, die (-1, —1) mit
(2,1) und (1,2) verbinden; die verbleibende Randkurve bekommen wir? durch

51 5, |4
5]x_[6

eine Parabel, die (1,2) mit (2,1) verbindet und deren Mittelpunkt, x = %, zur Auszahlung

115 114 N 1|

4|5 216 2|
gehort. Der zugehorige Gewinnbereich I'(A) ist in Abb. 5.1.1 zu sehen und er ist offen-
sichtlich keine konvexe Menge. Trotzdem spielt Konvexitit nattirlich auch hier wieder eine

wesentliche Rolle, und um uns dariiber klarzuwerden, werfen wir einmal einen Blick auf
den allgemeinen Fall.

1

X+ 9

S x,x) =

}, x € [0,1],

Al |

Das ist ein ,educated guess“, aber geometrisch nicht so ganz abwegig, wenn man bedenkt, daB
die beiden Kanten zu [x, 0] und [0, y] aufeinander gefaltet werden.
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05 L |

Abbildung 5.1.1: Der Gewinnbereich I'(A) zu Beispiel 5.1.1.

Schreiben wir generell A, = [aﬁk 27, k], ¢ = 1,2, dann bemerken wir zuerst einmal,

daB fiir jedes p € S,, und ¢ € S,, der Punkt a(p, q) eine Konvexkombination der Punkte

1
ik . .
lljk=[ b ],]:1,...,m,k=1,...,n,1st:
a“
Jjk
m n al m n
_ k _.
a(p,q)—ZZ[aé_ Pige =Y Y @ (5.1.2)
j=lk=1| "Jk j=1 k=1
mit @;r > 0 und
m n m n m n
Z Xjk = Z Pij=ZPjZQk=1-
j=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1
—_———
=1 =1

Definition 5.1.3. Die konvexe Hiille [ Q] einer Menge Q c R™ ist definiert als

(2] ;:O L Ixnoxal (5.1.3)

n=1x1,..., xXn€Q

Lemma 5.1.4. Fiir A1, Ay e R™" A, = [af.k 2 s k], t=1,2,ist

aly 1,

[T (A1, A9)] = N

1 P—
@k ] = 1’:“ — Q(A). (5.1.4)

Beweis: Die Inklusion C haben wir bereits in (5.1.2) gezeigt und da mit p = e;, g = e;
auch a i € I'(A) ist, folgt mit

[T(A)] 2 [a : j.k]

auch die umgekehrte Inklusion. i
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s

A
\j

Y

Abbildung 5.1.2: Der Gewinnbereich I'(A) (dunkelgrau) und seine konvexe Hiille Q(A),
hinzu kommt der hellgraue Part. Ein besonders interessanter Punkt dieser
konvexen Hiille ist offenbar der eingezeichnete Punkt (3/2,3/2).

Fassen wir zusammen: I'(A) ist immer eine Teilmenge des konvexen Polyeders Q(A) =
[T(A)], aber im allgemeinen wird I'(A) c Q(A) mit '(A) # Q(A) gelten, siehe Abb. 5.1.1.
Insbesondere enthilt Q(A) \ I'(A) Punkte, die fiir beide Spieler gleichzeitig sehr akzeptable
Auszahlungswerte darstellen, insbesondere den Punkt (3/2, 3/2) in Abb. 5.1.2. Und genau
diesen Punkt kann man mit Verhandlungen erreichen: Beide Spieler einigen sich vor dem
Spiel darauf, die Strategien p = 0, =1 oder p =1, ¢ = 0 mit jeweils Wahrscheinlichkeit %
zu spielen und entscheiden dann beispielsweise durch einen gemeinsamen Miinzwurf, wel-
che der beiden Strategien zu spielen ist. Der Erwartungswert dieser kooperativen Methode

it dann THEIHREL

und das ist wesentlich besser, als wenn beide Spieler die Strategie p = ¢ = 3 spielen

[\l [eV el [Sb)

wiirden, was ja nur die Auszahlung (% %) lieferte.

Definition 5.1.5. Ein Verhandlungsergebnis besteht aus einer endlichen Anzahl von Strate-
gien (pj, qj) €S XS, j=0,...,N und einem Wahrscheinlichkeitsvektor a € Sy, was
zu der erwarteten Auszahlung

fiihrt.

Mit Hilfe von Verhandlungsergebnissen kénnen wir also fiir unsere weitere Theorie immer
annehmen, daBl beide Spieler ihre Auszahlungen immer in Q(A) suchen kénnen, denn
jeder Punkt aus der konvexen Hiille Q(A) = [I'(A)] entspricht ja nun einem Verhand-
lungsergebnis. Nun gibt es aber auch noch ein Resultat, das uns sagt, dal wir gar nicht so
viele Strategien brauchen, um zu so einem Verhandlungsergebnis zu kommen.
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Satz 5.1.6. Zu jedem Punkt a € Q(A) C R? gibt es jeweils drei reine’ Strategien

Po» P1> P2 € Sms q0-91-99 € Sm,

sowie a € S3, so daf8

2 T
ijlqj

a=,,e T
JZ::() ijqu

ist.
Was sich hinter diesem Resultat verbirgt, ist eine kleine Beobachtung aus der konvexen

Analysis.
Proposition 5.1.7. Fiir Q c R" kann jeder Punkt x € Q] in der Form

x=Zajxj, x;€Q, a€cS;, r<n, (5.1.5)

geschrieben werden.

Bemerkung 5.1.8. Zwei Dinge sind bei dieser Proposition wichtig: Jeder Punkt aus [Q]
kann als strikte Konvexkombination von Adchstens n+1 Punkten geschrieben werden, wobei
n die Raumdimension ist.

Beweis von Proposition 5.1.7: Nach der Definition (5.1.3) der konvexen Hiille kann x € Q
als

x=[x..xJa=) a;x;, acs, (5.1.6)

fiir ein r € N geschrieben werden. Als erstes lassen wir mal alle Punkte mit a; = 0 weg und
erhalten so eine strikte Konvexkombination, @ € S;. Gibt es verschiedene Méglichkeiten,
x in der Form (5.1.6) darzustellen, dann wéhlen wir eine Darstellung, bei der die Anzahl
r der Terme minimal wird und behaupten, daB » < n sein mu8.

Wire namlich » > n, dann sind die » > n Vektoren yi=x;-x0,j=1....r1, linear
abhingig und es gibt S € R™ \ {0}, so daB

0 = [y1---yr],3=zr:/3jyj=2ﬁj (xj—xO)ZZrlﬁjxf— Zr:ﬁj o
Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
zn:ijJ-:[xo...xr]y, Zr:’)/J':O.
=0 =0

Dabei ist y; # 0O fiir mindestens ein j € {0, ...,n}. Fiir jedes A € R ist dann aber

x=[xo...x; ] (@+2y) = [xg...x,],
und mit A = —y— ist ’; = 0, also hat o’ echt weniger von 0 verschiedene Komponenten als
a, was der Mlmmahtat von r widerspricht. i

Beweis von Satz 5.1.6: Da Q(A) die konvexe Hiille der a j; sind, die man iiber die reinen
Strategien e, e, erhilt, brauchen wir nur noch Proposition 5.1.7 anzuwenden, um zu sehen,
daB wir maximal drei dieser Punkte benétigen, um @ zu kombinieren. m]

3 Rein“ bedeutet, daB jede dieser Strategien einem Einheitsvektor entspricht.
*Also als Konvexkombination, bei der alle Komponenten strikt positiv sind.
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5.2 Nash—Gleichgewicht

Wenn wir jetzt also unsere Verhandlungen durchfiihren, was wird dann wohl die Lésung
sein? Auf welchen Punkt sollen sich die beiden Spieler einigen, was ist die ,faire“ Verhandlungs-
16sung? Ein Vorschlag dafiir wurde 1950 von Nash [22] gemacht. Fiir diesen Ansatz folgen
wir [20] und beginnen mit einem Status Quo ag = (up,vo) € Q = Q(A). Das Konzept der
besten Verhandlungslésung basiert auf der naheliegenden Idee, daB beide Spieler den Sta-
tus Quo verwerfen werden, wenn es a = (u,v) > a gibt, denn in diesem Fall kénnten sich

ja beide Spieler simultan verbessern und es gibt keinen rationalen Grund®, warum sie auf

ao beharren sollten.

Definition 5.2.1. Die Nash—-Lisung a* = (u*,v*) > ao des Verhandlungsproblems ist defi-
niert durch

(u* —up) (v =vo) = (u—ug) (v—vo), ap < a=(u,v) e QA). (5.2.1)

Bemerkung 5.2.2. Die zentrale Bedeutung des Status Quo a( besteht darin, daB keiner
der beiden Spieler weniger als seinen Anteil an a( akzeptieren kann. Der Status Quo ist
Bestandteil des Spiels und nicht Bestandteil der Verhandlungslosung, er entzieht sich also
dem Einfluss der Spieler. Allerdings sorgt er dafiir, dal nur Auszahlungen aus

Qsq,=QN{a:a>ap} (5.2.2)

moglich sind. Besteht diese Menge nur aus a(, dann ist die Verhandlung trivial und der
Status Quo ist die einzige Losung.

Bemerkung 5.2.3. Es gibt noch einen zweiten Spezialfall, nimlich den, daB3 u = u( oder
v = v fiir alle (u,v) € Q54, gilt, daB es also fiir mindestens einen der beiden Spieler gar
keine Optionen gibt. In diesem Fall hat (5.2.1) die triviale Form 0 > 0 und legt die andere
Variable nicht fest. Die wihlen wir in diesem Fall einfach so grof8 wie mdglich, das heiBt,

1. wenn u = uy fiir alle (u,v) € Qs4,, dann setzen wir u* = up und v* = max{v :
(v,up) € Q,

2. wenn v = v fiir alle (u,v) € Q54,, dann ergibt sich analog v* = vo und ™ = max{u :
(vo, u) € Q.

Nach Ausschluss aller Spezialfille konnen wir im weiteren annehmen, daBl ag € Q(A)°, so
daB es mindestenst ein® @ € Q(A) mit a > ag gibt, so daB auch a* > a( sein muss.

Die Nash-Losung hat aber auch eine interessante geometrische Interpretation: Die Niveau-
linien der Funktion (u,v) — (u — up) (v — vo) lassen sich ja als

c

= f(l/i), u == uop,

V=vy+ =
U —ug

parametrisieren und sind damit Hyperbeln. Wahlt man den Parameter ¢ grofl genug, dann
wird eine solche Hyperbel keinen Punkt mehr mit €(A) gemeinsam haben, wédhlt man
ihn klein genug, dann wird ein ganzer Hyperbelbogen in ©(A) verlaufen. Und irgendwo
dazwischen liegt eine Hyperbel, die Q(A) gerade in einem Punkt beriihrt’, siehe Abb. 5.2.1,
und genau dieser Beriihrpunkt ist die Nash-Losung.

®Was andere Griinde wie Eitelkeit, Dummbheit, Streit- und Rachsucht allerdings nicht ausschliesst.
Gerade im Mirz 2017 wie im Dezember 2024 ist von so etwas natiirlich, zumindest in der
politischen Realitit, nicht auszugehen.

6Und damit wegen der Konvexitit auch unendlich viele!

"Die Fliche unter der Hyperbel ist konkav, deswegen kann es nicht mehrere Schnittpunkte geben!
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Abbildung 5.2.1: Die Menge €(A) zu Beispiel 5.1.1 und einige der Hyperbeln, inclusive
der Bertiihrhyperbel.

Bemerkung 5.2.4. Die Bestimmung der Nash-Losung besteht also darin, ein Optimierungs-
problem mit Nebenbedingungen

max f(u,v) := (u—uy) (v—vq), (u,v) € Qs4q. (5.2.3)

zu 16sen. Das Maximum wird entweder an einem Randpunkt von Qs,, angenommen oder
aber an einer Stelle, an der

O:Vf(u,v)z[v_vo} =3 (u,v) =ay

u— U

erfiillt ist. Die Optimall6sung ist also entweder der Status Quo oder eine Randpunkt von
Q(A), aber wenn wir, wie in Bemerkung 5.2.3 annehmen, daf3

Qugyi={acQ:a>ap} #0
ist, dann sind nur noch Randpunkte von Q(A) fiir die Nash-Losung zuldssig.

Jetzt aber zu mathematischen Eigenschaften, die die Nash-Losung charakterisieren.

Satz 5.2.5 (Nash-Losung). Die Nash—Liosung a* aus (5.2.1) ist eindeutig und hat die folgenden
Eigenschaften:

1. Ist Q1 = DQ+y und a1 = Dag +y fiir eine Diagonalmatrix D € R? und einen Verschie-
bungsvektor y € R?, dann ergibt sich die zu Q; gehirige Nash—Lisung als a;=Da* +}y.

2. Ista € Q(A) und a > a*, dann ist a = a*.

3. Ist Q" € Q(A) konvex und gehirt zu einem Status Quo ay € Q' die Nash—Liosung a* auch
zu Q', dann ist a* auch Nash—Lisung in Q.

4. Ist Q(A) symmetrisch® und ist uy = vo, dann ist auch u* = v*.

8Das heifit, daB a@ = (u,v) € Q auch a’ = (v,u) € Q impliziert.
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Auperdem ist die Nash—Lisung die einzige Losungsfunktion®, die alle oben aufgefiihrten Eigenschaf-
ten besitzt.

Den Beweis teilen wir in mehrere Teilresultate auf, bei denen wir dann die entsprechenden
Aspekte ein wenig genauer interpretieren wollen. Die erste Beobachtung ist uns sogar eine
formale Aussage wert.

Lemma 5.2.6. Die Nash—Lisung ist eindeutig.
Beweis: Angenommen, wir hitten zwei Nash-Losungen, a*, a’ > ag, dann ist

(™ —up) (V" =vp) = (uT - uo) (vT - vo)

= max (u—-ug)(v—-vg)=M,
(u,v)> (19, v0)

und somit auch )
u* —uy v' —vyg

T = — =w>0. (5.2.4)
u' —uy Ve =Y

AuBerdem gehért natiirlich der Mittelpunkt @ = 3 (a* +a') auch zur konvexen Menge

Q(A) und erfiillt @ > ao, sowie, unter Verwendung von (5.2.4)

*_ T * T
u u0+u up v v0+v Vo
2 2 2 2

1 T T
— (" —up) (v* = vp) (1+ “ MO) (1+ Y VO)
4 u* —ug V¥ —vg

(it — up) (V= vo)

%(1+w_1)(1+w).

Nun ist aber fiir jedes w > 0,

2 2 _ _1)2
w+1+1:4+w 2w+1:4+(w 1) 5

(1+w—1) (1+w)=1+ 4 (5.2.5)

w

und somit ist entweder w = 1, also a* = a’ oder es gilt die strikte Ungleichung in (5.2.5),
die sofort zum Widerspruch

(—-uy)) (V—vo)>M=max (u—up) (v—yvp)
(u,v) 2 (uo,vo)

fihrt. O

Jetzt machen wir uns daran, die Eigenschaften der Nash-Losung nachzuweisen.

Beweis von Satz 5.2.5: Die in Satz 5.2.5 als Eigenschaft 1) angefiihrte Invarianz unter
Umskalierung des Nutzens'” sieht man ganz einfach ein: Ist a* > a die Nash-Losung,
dann gehort natiirlich

ai:Da*+y:[(C) 2][3*]+

9 Als Funktion, die jedem Polyeder und jedem Startwert (Status Quo) eine Losung zuordnet.

Denn nichts anderes beschreibt diese Transformation: Die Werte u bzw. v, die den Nutzen be-
schreiben, den die Spieler jeweils aus einer Konfiguration ziehen, werden affin transformiert,
also auf relativ einfache Weise umskaliert.

X
y

| ocut+x
| dvi+y
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zu €, erfiillt a] > a; und auBerdem ist fiir jedes @ = (cu +x, du + y) € Q; die Ungleichung

(cu+x—up)(dv+y—-vq)

(cu+x—cug—x)(dv+y—dvog—y) =cd(u—ug) (v—vo)

IA

cd (U —up) (V' =vo)=(cu"+x—cug—x)(dv' +y—dvy—y)

(g = u1) (v = w1)

erfiillt, weswegen a] die Nash-Losung zu € und a; sein muss.

Eigenschaft 2) aus Satz 5.2.5 bezeichnet man als Pareto—Optimalitit und besagt, daBl es
yrechts oben® von der Nash-Losung a* keinen weiteren Punkt mehr geben kann. Anders
gesagt: Wiirde man eine Verhandlung mit a* als Status Quo beginnen, dann kann man
sich das Verhandeln genauso gut sparen. Bewiesen ist sie ganz einfach: da @ > a* > ay, ist

(= uo) (v —up) = (u* = up) (v = vo)
—_———— ———
>ut—-uyg =v*-uy

und Lemma 5.2.6 liefert sofort, daBB a* = a sein muss.
DaB man iiberfliissige Teile von (A) nicht zu berticksichtigen braucht, ist die Aussage
von Eigenschaft 3), die sofort aus der Tatsache folgt, daf in

(u* —up) (v =vp) = max (u—up)(v—vo)
ap<(u,v)eQ

> max  (u—up) (v —vo) = (u" —up) (v —vp)
ap<(u,v)eQ’
iiberall Gleichheit gelten muss.

Um unsere Liste der Eigenschaften der Nash-Losung zu vervollstindigen, miissen wir
nur noch Punkt 4), die Symmetrie der Losung fiir symmetrische Spiele, nachweisen. Sei a*
Nash-Losung, also insbesondere (", v*) > (u,u), u = up = vo. Setzen wir nun at = (v, u),
dann ist wegen der Symmetrie a? € Q und es gelten trivialerweise

at > (u,u) sowie (=) (V' —u) =" —u) (u" —u),

also ist a ebenfalls eine Nash-Losung, die wegen der Eindeutigkeit, Lemma 5.2.6, gleich
a” sein muB. Und somit ist eben u* = v*.

Wie man sieht war die Verifikation der Eigenschaften doch gar nicht so schlimm. Was
jetzt noch fehlt, ist die Tatsache, daB es genau eine Losungsfunktion a* = F (Q, ap) mit
den obigen Eigenschaften gibt, die dann natiirlich die Nash-Losung sein muf3. Um das zu
beweisen, beginnen wir mit einem beliebigen konvexen Q ¢ R? und einem Status Quo a,
fiir den

{a €Q : az>ap}#{ap}

ist', und sei a* die zugehorige Nash-Lsung, also das Optimum aus (5.2.1). Nun skalieren
wir das Problem so zu ; um, daf3

a;=0 und aj:=Da"+y=(1,1)
erfiillt sind, indem wir

D = [diag (u* —ug,v* — vo)]_l , y=-Day,

HDer Status Quo soll nicht schon Pareto—optimal sein, sonst ist das Problem trivial.
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also

Da*+y=D(a*—a0)=[i}

wihlen. Kein Punkt @ € Q; \ {(1,1)} kann > (1, 1) sein, denn fiir einen solchen Punkt wire
a =D"1(a@-y) ein Punkt in Q, der

(u = up) (v —vo) > (u" —up) (v —vo)
erfiillen wiirde. Als nidchstes symmetrisieren wir Q; zu Qy:
Qo= U{(v,u) : a=(u,v) € Q}

und halten fest, daB (1,1) € Qy, aber daB es keinen Punkt a aus 9 geben kann, so daf3
a > (1,1) ist, denn widre u > 1 und v > 1, dann ist sowohl (u,v) > (1,1) als auch
(v,u) > (1,1) und mindestens einer der beiden Punkte gehort zu Q. In Qy ist also (1,1)
ein Pareto—optimaler Punkt wegen Eigenschaft 2) und da der Status Quo (0, 0) war, muB3
nach Eigenschaft 4) auch die Optimallésung ein symmetrischer Punkt sein, also ist (1,1) =
F (g9, 0). Nach Eigenschaft 3) ist die Symmetrisierung irrelevant und somit ist auch (1,1) =

F (Q1,0) und die Riicktransformation liefert im Zusammenspiel mit Eigenschaft 1), da
a’ =F(Q a),
wie behauptet. Damit ist Satz 5.2.5 dann auch vollstindig bewiesen. m]

Beispiel 5.2.7. Kehren wir zu unserem Beispiel 5.1.1 zuriick und suchen dort nach dem
Nash—-Gleichgewicht, der Einfachheit halber mit dem ziemlich minimalen Status Quo (0, 0) €
I'(A). Wegen der Symmetrie des Bereichs ©(A) brauchen wir nur entlang der Linie x =y
zu maximieren und da die Funktion x*> monoton steigend ist, ist die Nash-Losung selbst-

verstdndlich gerade der in Abb. 5.1.2 eingezeichnete Punkt (% %)

Man kann nun trefflich dartiber streiten, ob die Nash-Losung wirklich fair ist, oder man
kann sich auf den mathematischen Standpunkt stellen und ein faires Verhandlungsergeb-
nis ganz einfach als Nash-Losung definieren. Letzteres hat den Vorteil, daB man eine kon-
sistente und widerspruchsfreie Definition erhilt, aber den Nachteil, daB3 diese Definition
manchmal ein klein wenig dem widerspricht, was man sich intuitiv unter Fairness vorstellt.
Andererseits ist es aber nie garantiert, daB3 derartige intuitive Begriffe in sich konsistent
und widerspruchsfrei sind.

Kritikpunkte an Nashs Konzept sind bereits in [20] aufgefiihrt, manche davon eher ob-
skurer Natur, manche durchaus interessanter und nachvollziehbar.

Beispiel 5.2.8 (Zwei Riduber). Zwei Riuber, nennen wir sie Roller und Spiegelberg, siehe
[30], sollen die Beute von 100 Dukaten untereinander aufteilen. Wenn sie es nicht schaffen,
dann bekommt keiner von beiden was. Da es sich um 100 unteilbare Miinzen handelt, hat
jeder von den beiden Spielern 101 Strategien zur Verfiigung, je nachdem, wie viele Miinzen
er fiir sich einfordert, also {0,...,100}. Der Auszahlungsbereich I'(A) besteht dann aus
diesen 101 Punkten (j,100 — j), j = 0,...,100, sowie dem Punkt (0, 0) und die konvexe
Hiille davon ist das Dreieck, das von den drei Punkten (0, 0), (0,100) und (100, 0) gebildet
wird, siehe Abb. 5.2.2.

Die Nash-Losung zu Beispiel 5.2.8 ist nicht schwer zu erraten, es ist die gerechte Teilung
(50, 50). Der erste Einwand ist, daB3 die Rollen nicht fair sein miissen, daf beispielswei-
se Roller reich und gierig ist und lieber die Sache platzen lisst, bevor er nicht deutlich
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Abbildung 5.2.2: Die Bereiche Q(A) zu Beispiel 5.2.8 (links) und dessen Variante (5.2.7).
Der Auszahlungsbereich besteht nur aus der fetten Linie und dem Null-
punkt, erst durch die konvexe Hiille und die damit verbundenen gemein-
samen Strategien gewinnt er wirklich an Dimension.

mehr als Spiegelberg bekommt, dal andererseits Spiegelberg iiber alles froh ist, was er
bekommt. Oder aber die gerechte Teilung konnte fiir Spiegelberg nutzlos sein, weil er min-
destens 60 Dukaten braucht, um seine Schulden zuriickzuzahlen; ansonsten miisste er ein
Pfund Fleisch abgeben!?. Trotzdem ist der Einwand vergleichsweise unbegriindet, denn
eigentlich ist hier schlichtweg die Nutzenfunktion falsch modelliert. Wenn ein Spieler mit
einer Auszahlung u# < 60 nichts anfangen kann, dann ist sein Nutzen halt 0 und der Wert
u = 0 wire viel angebrachter.

Bei Beispiel 5.2.8 konnen wir sogar die Abhédngigkeit vom Status Quo explizit angeben.
Sei dazu ag = (ug, vo) > 00 mit ug + vy < 100 ein beliebiger Status Quo, dann wird nach
Bemerkung 5.2.4 das Maximum auf dem Rand von Q(A), in diesem Fall’® auf der Kante
u +v =100, liegen. Damit miissen wir die Funktion

Fu) = (u—ug) (100 — u — vo) = —u? + (100 — uy — vo) u + uo (100 — vo)
minimieren, was zu
uyg — Vo

O:f'(u)=—2u+(100+u0—v0) = u =50+

und wegen v = 100 — u zur Lésung

a* = (', v*) = (50 F U V0 5y MO V“) (5.2.6)

2 2
fithrt. Verschiebt man also den Status Quo in Richtung von Spieler 1, d.h., uy > v, so
erhdlt dieser auch einen gréferen Anteil, ist hingegen up < vo, dann ist die Nash.Losung
auf der Seite von Spieler 2.

Beim zweiten Beispiel aus Abb. 5.2.2 gewichten wir den Nutzen durch Skalierung der
x-Achse unterschiedlich und verwenden

I'(A) ={(u,v) : 4u +v =100} U {0}. (5.2.7)

12Was jetzt aber mit Schiller weniger zu tun hat, bei dem Nathan schlieBlich der Weise und nicht
der Kaufmann von Mannheim war.
13Das sind die einzigen Randpunkte mit dem Potential ,rechts oberhalb” von a zu liegen.
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Hier hat die Nash-Losung den Wert (50,12.5) und nun fiihlen sich beide Spieler unfair
behandelt:

* Roller beklagt, dal er auf 50 Einheiten verzichten muf}, wéhrend Spiegelberg nur
12.5 Einheiten abgeben muB.

» Spiegelberg jammert, da3 Roller viel mehr bekommt als er, er m6chte die Auszah-
lung (20, 20), die fiir beide denselben Wert liefert.

Man sieht: Was fair ist, liegt durchaus auch im Auge des Betrachters! Allerdings ist die
Nash-Ldsung ja auch nicht unfair, vielmehr gilt: Beide erhalten genau die Hilfte der zur
erreichenden Maximalauszahlung.

5.3 Das Gesetz des Schweigens

Betrachten wir mit Blick auf die Erkenntnisse in Sachen Fairness nun noch einmal das Ge-
fangendilemma, siehe Beispiel 1.1.1, diesmal aber mit der ,offiziellen“ Auszahlungsmatrix!*

[ (-3.-3) (6.-4)
A‘[ (-4,6)  (5,5) ]

aus [20], die mittels

[ (6.6) (6,6) (<0.9,-09)  (0,-1)
A_[(6,6) (6.6) +1O[ (-1,0) (—0.1,—0.1)}

—A’

aus der Auszahlungsmatrix A’ der anteiligen Gefingnisstrafen!® hervorgeht. Sowohl in [20]
als auch in [5] wird darauf hingewiesen, daB dieses Beispiel auf A. W. Tucker zuriickgeht,
die konkreten Auszahlungsfunktionen sind aber in den beiden Biichern unterschiedlich.

Der Auszahlungsbereich I'(A) ist hier das Bild des Einheitsquadrats unter der bilinearen
Abbildung

J(x.y)

_ [:g wye| O xa-n+ _64](1—x)y+ g](l—x)(l—y)
R -9 51 [ 1 =9][x].[5

N IR S S T S AR T B VR I B

also ein gedrehtes und gestrecktes konvexes Viereck mit den Ecken

I Y A I N

Der konvexe Bereich Q(A) ist aber die konvexe Hiille dieser Punkte, siche Abb. 5.3.1, das
heiB3t, jede Verhandlung der beiden Spieler besteht bestenfalls in der Absprache {iber ge-
mischte Strategien und fiir jeden symmetrischen Status Quo muBl das Nash—Gleichgewicht

4 Strategie 1 ist hier ,gestehen“. Und ja, das Ergebnis der Nash-Losung hingt natiirlich von den
konkreten Zahlen ab.
*Das ldsst Raum fiir eine individuelle Bewertung der Schwere des Vergehens.
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\
Abbildung 5.3.1: Der Auszahlungsbereich I'(A) = Q(A) zum ,offiziellen“ Gefangenendi-
lemma.

das Maximum auf der Gerade x = y, also der Punkt (5, 5) sein, der nun wieder zum Stra-
tegieepaar ,Omerta“ gehort. Mit anderen Worten: Ohne auch nur noch ein Wort dariiber
verlieren zu miissen, besteht die Optimalstrategie der beiden Gefangenen'® darin, zusam-
mezuhalten und nicht auszusagen.

DaB3 dem so ist, das hat natiirlich ein klein wenig mit der Auswahl der Zahlen zu tun,
denn solange die Summe der Diagonalwerte mit der Summe der Nebendiagonalwerte iiber-
einstimmt, f4llt immer der bilineare Teil weg: Ist bei einem symmetrischen Spiel

| (a,a) (b,c) _
A—[ (c.b) (d.d) |’ a+d=>b+c,
dann ist
flxy) = a+d-b-c —d N —-d N d
Y= N asd=-b-c | d | b-al|” | a
_[b-4 c-d| .[d
c—d " b=a |77 a

und das entsprechende Viereck hat die Ecken

d b c b+c—-d | | a

d |’ c |’ b |’ b+c—d | |al|
In all diesen Fillen ist Verhandlung unnétig, da I'(A) = Q(A) bereits von Haus aus konvex
ist.

Das Gefangenendilemma zeigt auch, daB die Nash-Losung durchaus vom Status Quo
abhingt. Starten wir ndmlich mit

o s 0<e< 1
- 0 ’ & 29
dann ist die Nash-Losung das Maximum von
(u—=5-¢e)v, u>5hb+e,v>0, v <50 —9u,

16Sofern man nur das Nash-Gleichgewicht als faire Losung akzeptiert.
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das auf der Geraden v = 50 — 9u angenommen wird, und somit das Maximum von
p(u)=—(u—-5-¢)(9u—->50)=—-9u®+(95+9&)u — 50 (5+¢),

was natiirlich an der Stelle

_95+98 5 -9¢
“wT1g 0 YT T

angenommen wird. Diese entspricht nun einer wirklichen gemeinsamen Strategie, auch
wenn das gemeinsame Durchfiihren eines Zufallsexperiments in getrennten Zellen eine
praktische Herausforderung darstellt.

Bemerkung 5.3.1. Die Anbhingigkeit des Nash—Gleichgewichts vom Status Quo ist einer-
seits vielleicht plausibel, wenn man bedenkt, dal das Verhandlungsergebnis oftmals vom
Ausgangspunkt abhingt, andererseits aber ein echter Kritikpunkt, weil es, wie im Beispiel
des Gefangenendilemmas nicht wirklich die Losung gibt, wenn nicht klar ist, von welchem
Punkt aus die Verhandlungen starten.

5.4 Das Acquisespiel

Es gibt ein weiteres Spiel, bei dem man Kooperation sehr schén verstehen kann, ndmlich
das Acquisespiel. Hierbei betreiben zwei Parteien (z.B. Vertreter) gemeinsam Acquise, versu-
chen also ein Projekt einzuwerben, dessen Erlos unter ihnen aufgeteil wird. Diese Acquise
kostet jeweils 100 Einheiten, wenn beide diese betreiben, dann erhalten sie zusammen 300
Einheiten, wenn nur einer etwas tut und der andere den Schlaumeier spielt und einfach
mitlduft, erhalten sie 150 Einheiten. Abziiglich des Aufwands, der natiirlich nur féllig wird,
wenn man auch was tut, erhalten wir mit den beiden Strategien ,, Acquise”/,keine Acquise”
dann die Auszahlungsmatrizen

50 —25}, A2=[50 75}' (5.41)

A1=[75 0 -25 0

Da die zweite Zeile von A1 die erste Zeile der Matrix dominiert, ist die offensichtliche
individuelle Strategie von Spieler 1, keine Acquise zu betreiben und analog, wegen der
Dominanz der Spalten von Ay, legt sich Spieler 2 auf dasselbe fest und am Ende ergibt
sich eine sichere Auszahlung von 0.

Andererseits fiihrt aber die kooperative Strategie ,beide Acquise” zu der deutlich besseren
Auszahlung von jeweils 50, was auch fiir jeden symmetrischen Status Quo < (50, 50) die
optimale Verhandlungslosung ist. Das kann man nachrechnen oder auch in Abb. 5.4.1
sehen. Wenn hingegen eine Komponente von a( einen Wert > 50 hat, dann ist die Situation
eine andere, aber dann sind die Rollen natiirlich nicht mehr symmetrisch, denn es gibt kein
a € Q(A) mit a > (50, 50).

Fazit ist auf jeden Fall: Schlaumeierei und der Versuch, den anderen iiber den Tisch zu
ziehen, lohnt sich spieltheoretisch nicht immer, vor allem nicht dann, wenn man den Un-
terschied zwischen Nullsummenspielen und Nichtnullsummenspielen nicht begriffen hat!”.

Diese Fairnessdiskussion legt es nahe, vielleicht doch einmal einen kleinen Exkurs in die
Welt des axiomatischen Nutzens zu machen — was ist der denn eigentlich?

7 Aber dann sollte man auch nicht behaupten, man wiirde rational oder spieltheoretisch sinnvoll
handeln.
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Abbildung 5.4.1: Der konvexe Auszahlungsbereich I'(A) = Q(A) zum Acquisespiel (5.4.1).

5.5 Nutzen und Nutzenfunktionen

Eine Frage, die sich bei der Herleitung der Nash-Losung ganz natiirlich stellt, ist, ob
und wie man den Begriff ,Nutzen“ eigentlich mathematisch modellieren soll, und welche
Operationen da tiberhaupt verniinftig sind. Das ist sicherlich einer der Punkte, der eine
Spieltheorie angreifbar macht: Einerseits muB3 so ein Nutzenbegriff eindeutig und konsistent
definiert sein, sonst kann man mathematisch nichts damit anfangen, andererseits aber
bringt das immer Vereinfachungen mit sich, an denen man dann ,intuitiv® herummiékeln
kann, wie wir beim Nash—Gleichgewicht bereits gesehen haben.

Die folgenden Axiome zur Festlegung eines Nutzenbegriffs, im Original ,,utility*, stam-
men von von Neumann und Morgenstern aus [26]; was fast interessanter ist, ist die Diskus-
sion bzw. Verteidigung dieses Begriffs auf den Seiten 15-31.

Ein Nutzen ist ein Element aus einer Menge ./, die mit einer fotalen Ordnung18 >
versehen ist, und auf der eine Operation ,, Konvexkombination“

[

u,veN +— au+(1-a)veN, a € [0,1], (5.5.1)
definiert ist, die auch das tut, was man von Addition und Multiplikation erwartet:

au+(1l-a)v = Ql-a)v+au,

Blau+(1-—a)v)+(1-B)v = aBu+(1-af)v.
Klar, die Moglichkeit der Konvexkombination braucht man, um einen erwarteten Nutzen
n
JVapTa=ijaj, ac N, peS,,
Jj=0

einfithren und berechnen zu konnen, der ja auch die Grundlage unserer gemeinsamen
Strategien dargestellt hat. AuBerdem sollen die Operation und die Ordnung noch sinnvoll
miteinander verbunden sein:

u<v = u<au+1-a)yv<v, ac(0,1). (5.5.2)

18Im Gegensatz zu einer Halbordnung sind bei einer totalen Ordnung alle Elemente vergleichbar,
d.h,, fiir a # b gilt entweder a < b oder a > b.
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Das heiBt nichts anderes als daB der Nutzen dadurch vergréBert wird, wenn es eine ge-
wisse Wahrscheinlichkeit gibt, etwas niitzlicheres zu erwischen und verkleinert, wenn die
Wabhrscheinlichkeit besteht, etwas weniger niitzliches abzubekommen. Das letzte Axiom ist
eine gewisse Stetigkeit des zu erwartenden Nutzens: zu u < w < v gibt es @, 8 € (0,1), so
daB

u<au+l-a)v<w<pBu+(1-8)v<v. (5.5.3)

Mit anderen Worten: Liegt w vom Nutzen her strikt zwischen # und v, dann gibt es auch
(eher groBe) Werte @ und (eher kleine) Werte 8, daBB w auch zwischen diesen beiden
Nutzen liegt.

Ubung 5.5.1 Zeigen Sie, daB der R? mit den beiden folgenden totalen Ordnungen
1L x<eyfallsx;=y;, j=1,...,k—1,x, < yi firein k € {1,...,n},
2. x <g yfalls |x|; < |y|; oder |x|; = |yl und x >, y

eine Nutzenmenge ist. o

Das ist die Schnellversion des Nutzensbegriffs. Man kann nun eine Nutzenfunktionv : AN —
R definieren, die monoton sein und die Eigenschaft

vieu+(1-a)v)=av)+1-a)v(v)

haben sollte, also eine affine Funktion auf .4 ist. Sind nun v, u zwei Nutzenfunktionen und
sei ¢ so, daB pou=v, ¢:u(AN) — v(A), ist!?, dann ist ¢ ebenfalls monoton,

u<v = ) <p®) = ¢ @) =v) <v()=¢(u»)

und es ist

papu)+(1-a)u)) =(pow) (au+(d-a)v)
vieu+(Q-a)v)=av)+ (1 -a)v(v)

a (o) (u)+1—-a) (dou)(v)

a¢ (puu) + 1 —a)¢ (uv)).

Vorausgesetzt, daBl #u(.4") > 2 ist?, heiBt dies nun aber, daB ¢ : R — R eine affine
Funktion sein muB, also

¢(x) =ax+b, a,b eR,

und alle Nutzenfunktionen weichen also nur durch die Skalierung ¢ und den Grundnutzen
b voneinander ab.

Was wir bisher ganz unterschlagen haben war die Frage, ob es sich bei dem Nutzen um
den individuellen Nutzen eines einzelnen Spielers handelt, oder aber um einen universellen
Nutzen, auf dem die Entscheidungen aller Spieler basieren. DaBl der Ubergang von indivi-
duellen zu universellen Priferenzen allerdings nicht nur schwer, sondern sogar unméglich
ist, das ist die Lektion, die wir in Kapitel 5.6 lernen werden,

YWir machen hier keinerlei Annahmen an Stetigkeit oder dergleichen.
20 Aber das wollen wir nun doch schon mal annehmen, denn sonst haben wir ein Problem mit ,, <.
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5.6 Der Satz vom Diktator

Einer der faszinierendsten und am leichtesten zu missinterpretierenden Sitze in diesem
Umfeld ist der Satz von Arrow [1], der auch gerne als Arrow—Paradoxon bezeichnet wird.
Andererseits belegt er eigentlich nur die alte Weisheit ,,Man kann’s nicht allen recht machen®.
Im Beweis dieses Satzes folgen wir dem Buch von Jacobs [16], das eine Sammlung von
interessanten mathematischen Einzelproblemen darstellt, die im engeren oder weiteren
Sinne mit Kombinatorik zu tun haben.

Das Problem, das wir untersuchen wollen, besteht aus der Frage, ob und wie man aus
individuellen Priferenzen eine universelle Priferenzordnung konstruieren kann, die gewissen
ydemokratischen“ Spielregeln gentigt.

Beispiel 5.6.1. Eine Reisegruppe aus n Personen will bei einer Stadtbesichtigung k Ziele
besichtigen und soll sich {iber die Besuchsreihenfolge einigen. Dazu hat jeder Reisende an
seinem Platz ein kleines Késtchen, in dem er oder sie die Reihenfolge eintippen kann, ein
Computer?! bestimmt dann mit einem entsprechend cleveren Programm die Reihenfolge,
in der die Sehenswiirdigkeiten abgeklappert werden.

Was bedeutet das nun mathematisch? Jede der n Personen definiert auf der Menge
N,:={1,...,m} =1+2,, {0,....m-1} =2, ~Z/mZ

eine totale Ordnung <, das heilt, eine Ordnung, bei der fiir zwei Alternativen a # b € Nj
entweder a <; b oder b <; a gilt. Alle Paare von Elementen miissen dabei vergleichbar
sein, das ist die Natur der totalen Ordnung. Die Aufgabe besteht nun darin, aus diesen
n totalen Ordnungen <;, j € N, eine universelle Ordnung < auf N; zu konstruieren, die
natiirlich auf verniinftige Art und Weise die individuellen Priferenzen mit einbezieht. Wir
konnen Préferenzen aber auch noch anders interpretieren, namlich als Permutationen der
Menge Ny, also Bijektionen o; : Ny — Ny, wobei 0j(a) < 0j(b) genau dann gilt, wenn
a <; b ist. Die Menge aller Permutationen von N bezeichnen wir mit &2 (Ny). Wir werden
oj und <; mehr oder weniger synonym verwenden, je nachdem, welches von beiden uns
gerade sympathischer ist bzw. niitzlicher oder anschaulicher erscheint.

Definition 5.6.2 (Soziale Entscheidungsfunktion). Eine totale Ordnung < auf N,, heift
soziale Entscheidungsrelation zu den Ordnungen? <}, j € N,,, wenn sie die folgenden beiden
Bedingungen erfiillt:

1. (Einstimmigkeit)
a<jb, jeN, = a<b. (5.6.1)

2. (Unabhingigkeit) Sind <; und <;, J € N, zwei Sdtze von individuellen Ordnungs-
relationen mit

{j:a<jb}:{j:a<;b}, a#b, (5.6.2)
und <, <’ die zugehorigen sozialen Entscheidungsrelationen, dann gilt

a<b & a<'b. (5.6.3)

Eine Abbildung d : 2" (Ny) —» £ (Ny), 0 = d(01,...,0,), heilt soziale Entscheidungs-
funktion, wenn < fiir alle <1, ..., <, eine soziale Entscheidungsrelation zu <i, ..., <, ist.

21Wire es ein Raumschiff, so hieBe der natiirlich HAL.
2Die Bedeutung dieser Ordnung soll, in Anlehnung an Beispiel 5.6.1, ,kommt vor sein, aber nicht
eine Nutzenrelation. Alle, denen das nicht passt, sollen die Relation halt im Geiste umdrehen.
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Kommentieren wir noch schnell die beiden Axiome.

Bemerkung 5.6.3 (Soziale Entscheidungsfunktion). Einstimmigkeit ist naheliegend: Wenn
allen a lieber ist als b, dann sollte sich das natiirlich auch in der universellen Vorliebe nie-
derschlagen. Unabhdngigkeit hingegen ist ein wenig kniffliger, aber trotzdem nicht abwegig:
Die Entscheidung wird ja ,demokratisch® getroffen, und wenn eine Teilmenge J C N,, sich
mit der Entscheidung a < b durchsetzt, dann gehen wir davon aus, da3 dies nach einem
wohliiberlegten demokratischen Prozef erfolgt ist, und dieser Prozef soll immer dasselbe
Ergebnis liefern, solange diese Mehrheit nur die Alternative a der Entscheidung b vorzieht
— wie grof3 der Abstand zwischen den beiden ist und was die anderen machen, das soll
keinen Einfluf haben.

Ist man einmal von der Verniinftigkeit der beiden Axiome in Definition 5.6.2 iiberzeugt,
dann kommt schnell die Enttduschung, denn es gibt nicht viele soziale Entscheidungsfunk-
tionen und die sind obendrein nicht sonderlich sozial.

Satz 5.6.4 (Satz vom Diktator, Arrow). Ist d : 2" (N,,) —» £ (N,,) eine soziale Entschei-
dungsfunktion und m > 2, dann gibt es e¢in j € N, so daf

d(oy,...,04) =0}, (5.6.4)

das heift, <=<; fiir ein passendes j, die universelle Priferenz entsteht somit durch Auswahl einer
individuellen Priferenz.

Bemerkung 5.6.5 (Diktaturen sind demokratisch?3). Fiir j € N, definiert (5.6.4) eine
soziale Entscheidungsfunktion.

Beweis: Ist a < b, k € N, dann ist natiirlich auch a <; b und somit a < b — Einstimmig-
keit ist gewdhrleistet. Andererseits ist aber fiir beliebige a # b

a<b o jeJ={keN, : a<ib}

und
a<'b o jetJ={keN,: a<,b}

und solange J = J’ ist, gehort j zu beiden oder zu keiner der Mengen, weswegen auch die
Unabhingigkeit erfiillt ist. o

Um zu zeigen, daB fiir soziale Entscheidungsfunktionen tatsichlich nur Diktaturen {ibrig-
bleiben, miissen wir natiirlich ein biBchen mehr Arbeit investieren. Beginnen wir mit einem
weiteren Begriff, der {iberhaupt nur dank der Unabhéngigkeitsregel sinnvoll ist, ansonsten
aber ziemlich einleuchtend.

Definition 5.6.6 (Mehrheit). Eine Menge J C N,, heiBt Mehrheit fiir®* a, b € N, beziiglich
der sozialen Entscheidungsfunktion d, wenn

a <; b, jelJ, } - u<b

b < a, jeN,\J

Lemma 5.6.7 (Mehrheiten sind Mehrheiten). Ist J C N,, eine Mehrheit fiir ein Paar a,b €
N,,, von Alternativen, dann ist J eine Mehrheit fiir alle x,y € N,,,.

%3Das Motto des Jahres 2017.
24 Achtung, die Reihenfolge spielt hier eine Rolle!
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Beweis: Ist m = 2, dann gibt es {iberhaupt nur den einen Vergleich zwischen a und » und
Lemma 5.6.7 gilt trivialerweise.
Im interessanten Fall m > 3 wihlen wir drei verschiedene Elemente a, b,c¢ € N, und

wihlen o, ..., 0y so, daB® oj({a,b,c}) ={1,2,3} und
a<;jb<jec, jelJ, und b <jc<ja, jéJ.
Nach der Einstimmigkeitsregel folgt dann sofort, dafl
b<c und {a,b,c} <N,,\{a,b,c},
und da J eine Mehrheit fiir a, b ist, folgt auch a < b, also insgesamt
a<b<c<Ny\{a,b,c}. (5.6.5)

Nach der Unabhingigkeitsregel kénnen wir nun aber die absoluten Reihungen von a, b, ¢
beliebig verdndern, solange nur ihre relativen Reihenfolgen beibehalten werden, also gilt
immer noch, daB

a<ib<jc jelJ
e JE } = a<b<ec.
b <j c <j a, ] ¢J
Betrachten wir hier nur das Auftreten von a, ¢, und ignorieren wir b ganz einfach?®, dann
sehen wir, daB3 J auch eine Mehrheit (bzgl. d) fiir a, ¢ ist. Ganz analog zeigt man auch,

daB
c<ja<;b, jeld,

a<;b<c j¢J} = c¢<a<b

und erhilt, dal J auch eine Mehrheit fiir ¢, b ist. Mit anderen Worten: Ist J eine Mehrheit
fiir a, b und ist ¢ # a, b, dann ist J auch eine Mehrheit fiir a, ¢ und ¢, b, wir konnen also
jedes der beiden Elemente durch jedes andere ersetzen. Durch den Austausch

a,b—a,y—xy

kommen wir also in zwei Schritten von a, b zu jedem anderen Paar, fiir das J ebenfalls eine
Mehrheit sein muB. i

Was wir jetzt noch zeigen miissen, ist, dal aufgrund der Axiome jede Mehrheit einelemen-
tig sein mubB, also jede Mafia einen Paten hat, der allein den Gang der Dinge bestimmt.
Dazu wieder einen mathematischen, diesmal mengentheoretischen Begriff?’.

Definition 5.6.8 (Filter). Ein System .# von Teilmengen von X # 0 heiit Filter in X, wenn
1. 0¢ .7,
2. ¥3ACBCX = BeZ,
3. ABe ¥ = ANBe.Z,

und Ultrafilter in X, wenn auBerdem fiir jedes A C X entweder A oder X \ A zu .% gehort.

25Mit anderen Worten: a, b, ¢ sind auf jeden Fall die drei kleinsten, also beliebtesten Elemente fiir
alle Individuen.

%Es ist wieder die Unabhingigkeitsregel, die uns das gestattet.

2"Der laut [16] ,,/...] jedem gebildeten Mathematiker vertraut [... ] sein sollte.
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Diesen eher abstrakten Begriff konnen wir nun sofort mit Leben versehen, denn wir kennen
bereits einen Ultrafilter.

Lemma 5.6.9 (Mehrheiten sind Ultrafilter). Das System aller Mehrheiten zu einer sozialen
Entscheidungsfunktion d bildet einen Ultrafilter.

Beweis: DaB3 die leere Menge im Gegensatz zu N,, keine Mehrheit bildet, leuchtet unmit-
telbar ein und verifiziert obendrein Bedingung 1 aus Definition 5.6.8.

Ist J eine Mehrheit und K 2 J, dann betrachten wir fiir a, b, ¢ € N,;, ein Meinungsbild,
bei dem

a<;jb<jec, J€J,
b<ja<;jc, JEK\J,
b<jc<ja, jéK.

Weil J eine Mehrheit ist und a <; b, j € J, sowie b <; a, j ¢ J, gilt, erhalten wir, daB
a < b, und die Einstimmigkeitsregel liefert auBerdem b < ¢, also a < b < c. Weil aber
damit b <; ¢, j € K,und ¢ <; b, j ¢ K, gilt, ist K ebenfalls eine Mehrheit, zuerst fiir b, c,
dann aber nach Lemma 5.6.7 auch fiir alle Alternativen.

Um zu zeigen, daB3 auch der Durchschnitt zweier Mehrheiten?® J, K eine Mehrheit bildet,
setzen wir

a<;jb<jec, jeJNKk,
c<ja<;b, jeJ\K,
b <jc<ja, jeK\J,
c<jb<ja, jeJUK.

Das alte Spiel liefert, daB3 J eine Mehrheit fiir a, b und K eine Mehrheit fiir b, ¢ ist, also
a < b < ¢ sein mufB. Weil aber auch

a<jc, jeJNK, sowie c<ja, j¢JNK,

erfiillt sind, ist / N K eine Mehrheit fiir a, c und somit eine generelle Mehrheit, und damit
bilden die Mehrheiten einen Ultrafilter. O

Der Schliissel zum Satz vom Diktator, Satz 5.6.4, ist nun der folgende Satz, der laut [16]
auch schon Arrow bekannt war und von ihm verwendet wurde, und der besagt, daf§ in
endlichen Mengen jeder Ultrafilter durch genau ein Element festgelegt wird.

Satz 5.6.10. Ist X endlich und .% ein Ultrafilter in X, dann gibt es genau ein x € X, so dafs
F={ACX : xeA}.

Beweis: Da X endlich ist, ist auch .Z endlich und #.Z < 27X. Da Ultrafilter unter Durch-
schnittbildung abgeschlossen sind, ist

ﬂA:;A*eﬁ
AeF

und insbesondere A* # (). Hitte aber A* zwei oder mehr Elemente, dann wihlen wir eines
von diesen, nennen es a und stellen fest, dal entweder {a} oder X \ {a} zu .# gehoren
muB. Im ersten Fall ist dann aber A* = A" N {a} = {a} einelementig, im zweiten Fall

2Und das ist eigentlich der Knackpunkt der ganzen Geschichte: Durchschnitte von Mehrheiten
sollten irgendwann nur noch Minderheiten sein!
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hingegen A* = A*N (X \ {a}) = A*\ {a}, was in beiden Fillen ein Widerspruch wire. Also
ist A* = {x} und das ist genau das, was behauptet wurde. o

Beweis von Satz 5.6.4: Da die Menge .# der Mehrheiten einen Ultrafilter bildet, insbe-
sondere also nicht leer ist, mu3 es nach Satz 5.6.10, ein j € N,, geben, so daB J genau
dann eine Mehrheit ist, wenn j € J ist. Und dieses j ist unser Diktator. O

Bemerkung 5.6.11. Was ist nun das besondere Problem, das zum Diktatortheorem fiihrt?
Ganz einfach: Die Unabhéngigkeitsregel fithrt dazu, daB plétzlich der Durchschnitt zweier
Mehrheiten wieder zur Mehrheit, und zwar zu universellen Mehrheit fiir alle Alternativen
wird, und daB3 entweder eine Menge oder deren Komplement Mehrheit sein muf3. Den
Ultrafilter als solchen brauchen wir eigentlich nicht, aber wenn man was fiir seine mathe-
matische Allgemeinbildung tun kann, dann sollte man das tun.

Bemerkung 5.6.12. Ein Ausweg aus der Diktatur besteht darin, nur Alternativen zuzu-
lassen, also nur iiber Ja—Nein—Fragen abzustimmen, den das ,Paradoxon® in Satz 5.6.4
tritt nur dann ein, wenn m > 2 its und damit mehr als zwei Moglichkeiten zur Auswahl
stehen. Erstaunlicherweise werden mindestens seit den Zeiten des Ostrakismos demokra-
tische Entscheidungen auf der Basis von Ja—Nein—Entscheidungen gefillt, wo die einfache
Mehrheit ebenfalls eine soziale Entscheidungsfunktion darstellt.
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Nichtkooperative
Mehrpersonenspiele 6
Daf8 doch die Menschen immer meinen, eine Tatsache erklirt zu haben, wenn
sie nur ein recht fremdartiges Wort dafiir gefunden haben.

(F. Glausner, Der Tee der drei alten Damen)

Bevor wir uns an die Theorie der Mehrpersonenspiele nach Morgenstern-Neumann [26]
machen, sehen wir uns zuerst die Theorie der nichtkooperativen Mehrpersonenspiele nach
Nash [24] an, die eine Verallgemeinerung des Minimax-Prinzips aus Satz 2.3.1 auf mehrere
Spieler darstellt. Nash verweist in seiner Arbeit explizit auf das Buch [26] und erweitert
die Theorie eben auf Mehrpersonenspiele ohne Kooperationsaspekte, beispielsweise wenn
keine Kommunikation zwischen Spielern méglich oder gewiinscht ist. Derartige Gleichge-
wichtssétze spielen auch in der mathematischen Okonomie eine wichtige Rolle.

Amiisant ist auBerdem der Beweis, der auf einen Fixpunktsatz beruht und damit einen
Beitrag zur mathematischen Allgemeinbildung leistet.

6.1 Das Nash-Gleichgewicht

Wir betrachten jetzt ein n-Personen-Spiel mit Strategiemengen S, . . ., S, und Auszahlungs-
funktion a : S1 X --- X §,, — R". Ob es sich um ein Nullsummenspiel handelt oder nicht,
ist egal.

Definition 6.1.1. Die reinen Strategien der Spieler definieren die zugehorigen Auszahlungs-
funktionen

aj:81x---xS, =R, j=1...,n. (6.1.1)
Das Spiel heisst endlich, wenn m; :=#S; < oo, j=1,...,n
Erwartete Auszahlungen indem wir §; = {s{ e, sf;lj} schreiben dann die multilineare
Funktion
aj(p) = a; (pl, : ..,p") = p1a; (s},pQ, : .-,p") + g (s,lnl,pQ, : ..,p")

m mp my n
Zp},laj (sal,pQ,...,p") == Z Z (l—[p’f,k)aj (Sags---sSay)
-

ar=1 a1=1 an=1 \k=1
=a;(sq)

als Auszahlung bestimmern. Diese Funktion ist offensichtlich stetig und verwendet den
Auszahlungstensor® aj(sq), @ < p = (my,...,m,). Wir konnten aber in Definition 6.1.1
grundsitzlich auch komplexere erwartete Auszahlungen betrachten und werden sehen, daf3
es eben eigentlich nur um Stetigkeit geht.

1Vereinfacht gesagt ist ein Tensor eine hochdimensionale Matrix.
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6 Nichtkooperative Mehrpersonenspiele

Damit kénnen wir aber auch schon fast den Gleichgewichtssatz von Nash fiir Mehrper-
sonenspiele formulieren, zumindest, wenn wir festlegen, was wir unter einem Gleichgwicht
verstehen.

Definition 6.1.2. Ein Gleichgewicht bzw. Equilibrium® p € S, X - -+ X S, ist eine Kombi-
nation von gemischten Strategien mit der Eigenschaft daB?

aj(...,pj,...):qrgsaxaj(...,q,...), j=1,...,n. (6.1.2)
mj

Bemerkung 6.1.3. Gleichgewichte sind Optimalstrategien im (pessimistischen) Sinne der
Spieltheorie: Wenn alle anderen Spieler ihre Strategien festhalten und nur Spieler j seine
Strategie dndert, dann wird Spieler j sich verschlechtern.

Satz 6.1.4 (Nash). Jedes endliche Mehrpersonenspiel hat mindestens einen Gleichgewichtspunkt.

Wir beginnen den Beweis mit einer einfachen Verallgemeinerung von Lemma 2.3.6, die
zeigt, dal die Extremalwerte wieder in den Ecken angenommen werden. Der Beweis ist
eigentlich identisch.

Lemma 6.1.5. Firj e {1,...,n} gilt

max a;(...,p',...)= max a(...,ex,... 6.1.3
IS, ileop ) ke{l,..om;} i kooer) (6.1.3)

Beweis: Die Behauptung folgt aus der Multilinearitit der Funktionen bzw. aus der Linea-
ritdt von a; beziiglich der jten Variablen:

m; mj
a;j(...,p’,...) = Zp{(aj(...,ek,...)sk max aj(...,ek,...)Zp{(
=1 €{Lmj} =1
~——
-1
= max a;(...,ex,...),

und da p/ = e als reine Strategie eine valide gemischte Strategie ist, gilt Gleichkeit der
Maxima in (6.1.3). ]

Beweis von Satz 6.1.4: Wir betrachten das Ganze aus Sicht von Spieler j und definieren

¢ik(p) =max (0,a;(....ex,...)—a;(....,p’,...)), k=1,....mj,

also den Gewinn, den Spieler j erreichen kann, wenn er von p’ zur k-ten reinen Strategie
wechselt. Damit definieren wir

J
pk+¢jk(p) ,
LT o k=1...m,j=1,....n (6.1.4)
1+, ¢;c(p) i

2Das ist aber auch nur das Fremdwort fiir »Gleichgewicht*.
3Die Notation in (6.1.2) steht fiir

ql(p) =

a‘,-(...,pj,...)=aj(pl,...,pj_l,pj,pj+1,...,p"),

die nicht angegebenen Variablen sind also mit p* besetzt. Dies werden wir immer verwenden,
wenn sich die angegebene Variable aus dem Kontext ergibt.
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Dann ist
mj
J _
; 0 (P) =12 Z[ 155, 0,000 Z ( ¢]k(1’))
=1+ ¢k (P)
also ¢/ (p) € S,,,. Damit ist q = (q ,...,q") eine stetige Funktion von [ = S,,,, X -+ X S,

in sich selbst und hat nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz?, Satz 6.2.2 einen Fixpunkt p

mit p=¢q(p),j=1,...,n
Bleibt zu zeigen, daB dieser Fixpunkt p ein Gleichgewichtspunkt ist. In der Tat bedeutet
Fixpunkt nach der Definition (6.1.4), da3

mj
(1+Z¢J-f)p1=pi+¢J-k, k=1....m;,j=1....n,
=1

und damit, unter der Annahme, dal 0 # ¢; = (¢jk tk=1,... ,mk),

< j j ¢jk .
Z¢jk p'k:(ﬁjk = p'k= . k 1,...,I?’Ij,J=1,...,n.
~ Zedje

Ist ¢ jx > Ofiir ein k, dann ist p’ = e* und wir erhalten den Widerspruch 0 < a(...,ek,...)-

a(...,e* ...)=0.TIst ¢ jx > 0 fiir mehrere k, dann wihlen wir k so, daf3

a(....ek,...)= min a(....e",...).

{r: ¢]r¢0}

Nun bedeutet ¢, > 0, daB

0 < ¢jk=aj(...,ek,...)—zZf](;jfaj(...,er,...)
r=1
1
- Z€¢]t’ );C‘ﬁfr ;(%ra,( )]s
also
“i('--’ek’---)>;Zqﬁiraj(---,er,--.)Za,-(...,e"...)—Z’*m”,
| Sy T Sret i1

was wieder ein Widespruch ist. Also bleibt nur noch ¢ =0,k =1,...,m;, j=1,...,n,
und damit ist

aj(...,pj,...) >a;(...,er,...), k=1,....,mj, j=1,...,n,
also,nach Lemma 6.1.5,

aj(...,pj,...) > 11naxm_aj(...,ek,...)=qr2ax aj(....q,...), j=1,...,n,

weswegen p ein Gleichgewichtspunkt ist. m]

Bemerkung 6.1.6. Offensichtlich ist das Minimax-Theorem ein Spezialfall von Satz 6.1.4
fiir n = 2.

4Den wir im nichsten Abschnitt beweisen werden.

99



6 Nichtkooperative Mehrpersonenspiele

6.2 Der Brouwersche Fixpunktsatz

Fixpunktsitze spielen in der Mathematik eine groBe Rolle. Generell geht es darum, daB
man eine Funktion f : Q — Q betrachtet und zeigt, daB es unter gewissen Voraussetzungen
an f und Q einen Punkt gibt, der von f invariant gelassen wird. Der Klassiker hierbei
ist natiirlich der Banachsche Fixpunktsatz fiir Kontraktionen, den man aus Analysis und
Numerik kennen sollte, der uns aber nicht interessiert.

Definition 6.2.1. Ein Fixpunkt x* € Q einer Funktion f : Q — Q ist ein Punkt mit der
Eigenschaft
fx) =x" (6.2.1)

Der Brouwersche Fixpunktsatz [2] wird normalerweise fiir Kugeln oder Simplizes for-
muliert, Nash verwendet ihn in [24] allerdings fiir Zellen, das sind Tensorprodukte von
Simplizes.

Satz 6.2.2 (Brouwerscher Fixpunktsatz). Jede stetige Funktion f : S,, — S,,, die ein Simplex
in sich selbst abbildet, hat (mindestens) einen Fixpunkt.

DaB Fixpunkte nicht eindeutig sein miissen, sieht man ja bereits am Beispiel der Funktion
f(x) = x. Auf Produkte von Simplizes, so wie im Beweis von Satz 6.1.4 benoétigt, ldsst sich
das Resultat leicht erweitern.

Korollar 6.2.3 (Brouwerscher Fixpunktsatz fiir Produkte). Jede stetige Funktion f, die ein
Produkt S, X - - - X Sy, von Simplizes in sich selbst abbildet, hat (mindestens) einen Fixpunkt.

Beweis: Induktion iiber n, wobei n = 1 genau Satz 6.2.2 ist. Sei nun

S oS X XS, XS, =1n X S,y
~—_—
=1,

stetig. Nach Induktionshyptohese gibt es zu jedem g € S
der Einschriankung f(-,q)|;: I — I, das heif3t,

ein p(q) € I, als Fixpunkt

Mp+1

F (@) @) = (p(@): n1(P(@).9))»  Jar1: Smp = Sy

Die stetige’ Funktion ¢ — f,;1 (p(q),q) hat nach Satz 6.2.2 ebenfalls einen Fixpunkt,
sagen wir ¢* und damit ist

P =(p(g)q)
der gesuchte Fixpunkt. ]

Der Beweis von Satz 6.2.2 wird auf einem weiteren sehr interessanten Resultat basieren,
das sich mit der Kombinatorik von Simplizes befasst. Dazu ein bisschen Terminologie.

Definition 6.2.4 (Simplizes).

1. Ein k-Simplex A € R4 ist definiert als konvexe Hiille [[xo, ... ,xk]] von k + 1 Punkten,
k < d. Wir schreiben es auch als [ X], wobei X = [xo, ... ,xk] € RI%k,

SDaB sie stetig ist, ist allerdings nicht ganz offensichtlich und braucht ein bisschen Uberlegung,
man kann es aber zeigen; es steckt der Satz tiber implizite Funktionen und eine Approximation
durch ,brave Funktionen“ dahinter
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2. Das Simplex heiBit nichtdegeneriert, wenn die Vektoren x/ =0, j=1,...,k, linear
unabhidngig sind. Als Dimension des Simplex bezeichnen wir die Dimension des von
xJ —xO, J =1,...,k, aufgespannten Vektorraums.

3. Konvention: Unter einem Simplex verstehen wir fiir den Rest des Kapitels ein nicht-
degeneriertes Simplex.

4. Fir K c {0,..., k} schreiben wir
Xk = [xf:jeK]
und nennen Ak := [ Xk | die zugehorige (#K — 1)-dimensionale Seite von A.

Definition 6.2.5 (Simpliziale Zerlegung). Unter einer simplizialen Zerlegung, Triangulierung
oder Tesselierung einer Menge Q C RY versteht man eine Menge % von nichtdegenerierten
Simplizes mit der Eigenschaft

Q= U A (6.2.2)

AeD

und fiir A,A” € Z gibt es K, K’ € {0,...,d}, so daB®
ANA =Ax N A, #K = #K'. (6.2.3)

Anschaulich gesprochen ist eine Triangulierung einer Menge also eine Zerlegung der
Menge in nichtdegenerierte Simplizes, die sich nur in niederdimensionalen Simplizes, also
Ecken, Kanten und so weiter, schneiden. Schreiben wir

A=[Xal =[+%....x{], Aeg,

dann ist & durch die Menge Z = {xi :ANeD,j=0,..., d} und die Konnektivitit der

Simplizes definiert. In der Mengenschreibweise taucht jede Ecke x nur einmal auf, ganz
egal, wie viele A und j es gibt, so daBl x = xi ist. Mit diesen Vorarbeiten kénnen wir nun
das nichste Resultat formulieren; der Beweis folgt [16].

Satz 6.2.6 (Spernersches Lemma). Sei & cine Triangulierung des Einheittsimplex” A* =
[0,e1,...,eq]| und f : 2 — {0,...,d} eine Belegung der Ecken dieser Triangulierung mit

f(Z nAy) €K, K c{0,...,d}. (6.2.4)

Dann gibt es mindestens ein A € & mit

F(A) = {f(xi') =0,...,d} - {0,...,d). (6.2.5)

Bemerkung 6.2.7. Die Bedingung (6.2.4) bedeutet, daB die Belegung der Ecken .2 der
Triangulierung kompatibel mit der Seitenstruktur ist, also da3 insbesondere f(0) = 0 und
f(ej) = j ist. Entsprechend finden sich auf der mit K indizierten Seite von A* eben auch
nur die in K enthaltenen Beschriftungen.

6Ist AN A’ = 0, dann wihlen wir einfach K = K’ = 0.
"Dieses Simplex ist isomorph zu S, ¢ R9*1,
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6 Nichtkooperative Mehrpersonenspiele

Beweis: Wir verwenden Induktion iiber d und zeigen, daB3 es sogar eine ungerade Anzahl
von Simplizes A €  gibt, die (6.2.5) erfiillen.

Fiir d = 1 ist das einfach, denn hier haben wir es mit einer Zerlegung von [0,1] in
Teilintervalle zu tun, also mit 0 = x9 < --- < x, =1 und f(x;) € {0,1}; da f(0) = 0 und
f(1) = 1 muss die Anzahl der Intervalle [x;,x;,1] mit unterschiedlichem Vorzeichen am
Rand ungerade sein.

Fiir den Induktionsschritt d — 1 — d bezeichnen wir mit * Cc & die Menge aller
Simplizes der Zerlegung, die (6.2.5) erfiillen und sehen uns ausserdem die Menge ¥’ ¢ ¥
alle Simplizes A € Z an, fiir die es ein K mit #K = d gibt, so daB3

f(Ag)={0,...,d-1}. (6.2.6)
Offensichtlich ist 2* € 2. Mit {k} =K ={0,...,d} \ K ergibt sich dann, daf
AeD* & f(Apy) =d,

und falls A ¢ 2%, dann ist f(Axy) € {0,...,d -1} und es gibt es zwei Indexmengen K, K’,
fiir die (6.2.6) erfiillt ist®. Die Anzahl N der (d — 1)-dimensionalen Simplizes, die (6.2.6)
erfiillen, ist damit

N =#9" + % (' \ 9%).

Diese N Simplizes kénnen im Inneren von A* liegen, dann sind sie von der Form A N
AN, A,N" € 9, werden also doppelt gezihlt, oder sie liegen am Rand von A*, aber dann
konnen sie wegen (6.2.4) nur zu Ay 4-1) gehdren, wo es nach Induktionsvoraussetzun
eine ungerade Anzahl sein muss. Also ist N = 2N +1 fiir ein M > 0 und damit ist

#D" =N -2#D —#D") =2M +1 - 249" - 24P* =2 (M —#9' - #2") + 1
ungerade. m]

Bemerkung 6.2.8. Das Spernersche Lemma hat zwar eigentlich einen topologischen Hin-
tergrund, wird aber in der Kombinatorik gerne als ein Farbungsproblem dargestellt.

Abbildung 6.2.1: Triangularierung des Simplex in Subsimplizes, die alle dem Ausgangs-
simplex #hnlich sind, aber nur ein Viertel der GroBe haben. Ahnliche
Unterteilungen gibt es in beliebigen Dimensionen, sie sind dann nur ein
wenig komplizierter, siehe [3, 29].

8Ein Index kommt in K doppelt vor.
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Mit Hilfe des Spernerschen Lemmas kénnen wir nun den Brouwerschen Fixpunktsatz
recht einfach beweisen. Dazu brauchen wir eigentlich nur irgendeine Triangulierung % von
S, mit der Eigenschaft, da3

—x'| = 1, 6.2.7
oy mex -xl=p< (6:27)
die Simplizes der Zerlegung sind also alle kleiner als das Originalsimplex, bei dem der
Wert ja 1 betrdgt. Ein einfaches Beispiel fiir m = 2 findet sich in Abb. 6.2.1.
Beweis von Satz 6.2.2: Wir wihlen eine Triangulierung ¥ on Al =S, die (6.2.7) erfiillt
und betrachten fiir x € 2 die Menge

J=J(x) = {j:fj(x) ij}.

Diese Menge ist nichtleer, da %; fj(x) = X;x; = 1 ist, was f;(x) > x;, j = 0,...,m,
unmoglich macht. Ist ausserdem x € A(}( , so ersetzen wir J durch J N K, was immer
noch nichtleer ist, da fj(x) = x; = 0 fiir j ¢ K ist und somit die jte Koordinate nichts
zur Summe beitrdgt. Insbesondere ist also f(ex) = k, k = 0,...,m. Diese Belegung f
erfiillt die Voraussetzungen der Spernerschen Lemmas und daher gibt es Subsimplex Al =
[x°,....x™], so daB

fihysxl, o j=0,...m. (6.2.8)

Dieses Simplex Al kénnen wir wieder triangulieren und erhalten eine Folge A" von Sim-
plizes mit Durchmesser p”, deren Ecken immer (6.2.8) erfiillen. Da f stetig auf einer
kompakten Menge, also gleichmiBig stetig, ist, gibt es zu vorgegebenem & > 0 einen Index
n, so daB .

Oij.—fj(xj)sé:, j=0,....m, Alz[[xo,...,xm]], (6.2.9)

und da die Dreiecke ineinander verschachtelt sind, konvergieren alle ihre Ecken gegen
einen Punkt x* € Sy, der x; — fj(x*) = 0 erfiillt und daher der gesuchte Fixpunkt ist. O

Nachdem wir nun den Brouwerschen Fixpunktsatz bewiesen haben, ist auch der Beweis
des Gleichgewichtssatzes von Nash komplettiert.

Bemerkung 6.2.9. Nash bemerkt in [23]%, daB man den Gleichgewichtssatz auch {iber den
Fixpunktsatz von Kakutani beweisen kénne, der aber nun wieder eine Verallgemeinerung
von Brouwer ist. Durch Nutzung der stirkeren Aussage ist der Beweis des Gleichgewichts-
satzes dann etwas einfacher, wobei die wesentliche Arbeit ja immer noch darin besteht, zu
zeigen, daB der Fixpunkt auch ein Gleichgewichtspunkt ist.

9Dies ist nur eine Ankiindigung eines Resultats auf einer Seite und weit davon entfernt, ein voll-
stindiger Beweis zu sein.
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Mehrpersonenspiele 7

Hundpred years ago, the Art of War had been formulated. It was a book of rules
[-..] There were rules of position, of tactics, of the enforcement of discipline, of
the correct organization of supply lines. The Art laid down the optimum course
to take in every conceivable eventuality. It meant that warfare [... ] consisted of
short periods of activity followed by long periods of people trying to find things
in the index.

(T. Pratchett, Interesting times)

Es wird langsam Zeit fiir die allgemeine Theorie der (kooperativen) Mehrpersonenspiele,
bei denen es ganz wesentlich auf Koalitionsbildung ankommen wird. Natiirlich reicht es
eigentlich, sich auf Nullsummenspiele zu beschrinken, da sich, wie schon mehrfach erwihnt,
ja jedes Nicht—Nullsummenspiel ganz einfach dadurch in ein Nullsummenspiel verwandeln
lasst, indem man einen weiteren Spieler einfiihrt, der keine Strategien zur Verfiigung hat,
sondern nur die Gewinne der anderen Spieler kompensiert. Das betrifft aber nur die Regeln
des Spiels und die Optimalstrategien, interessant wird es nun, welche Spieler sich verniinf-
tig zu Koalitionen zusammefinden sollen und wann sich eine Koalition denn eigentlich
lohnt. Und genau diese Fragestellung miissen wir jetzt formalisieren.

7.1 Einfache Dreipersonenspiele

Fangen wir einfach an, ndmlich mit einem Dreipersonen—Nullsummenspiel; wie wir schon
wissen, besteht der groBe Unterschied zum Zweipersonenspiel nun in der Moglichkeit der
Koalition, also beginnen wir doch einfach mit einem Spiel, das sich nur mit diesem Aspekt
befasst.

Beispiel 7.1.1 (Mehrheit). Jeder Spieler wihlt die Nummer eines anderen Spielers. Wahlen
sich zwei Spieler gegenseitig, bilden also eine Koalition oder Mehrheit, dann erhalten sie
die Auszahlung %, die der alleingelassene Spieler aufbringen muf, andernfalls erhilt keiner
etwas.

Die Strategiemengen fiir das Bei—Spiel 7.1.1, wie sie in Definition 2.1.1 eingefiihrt wurden,
sind nun

Sl = {2’ 3}’ SQ = {1’ 3}9 S3 = {1’ 2},

und die Auszahlungen sind
a(2,3,1)=a(3,1,2)=0

bzw.
1/2 1/2 -1
a(2,1,)=1|1/2 |, a(3,,1)=| -1 |, a(,3,2)=11/2
-1 1/2 1/2
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Das Spiel ist offensichtlich symmetrisch und intuitiv fair. Eine Art, das Spiel zu spielen,
bestiinde nun darin, daB jeder Spieler eine Miinze wirft und je nach Ausgang die erste
oder zweite Strategie wihlt. Das fiihrt zu insgesamt acht Moglichkeiten; die zugehérigen
Auszahlungen sind dann

[ 21) (212) 231 (232 GL1) (L2 (331 (332

Spieler 1 1/2 1/2 0 -1 1/2 0 172 -1
Spieler 2 | 1/2 1/2 0 1/2 -1 0 -1 1/2
Spieler 3 -1 -1 0 1/2 1/2 0 172 1/2

was fiir alle drei Spieler den Erwartungswert 0 liefert, der sich auch durch andere Strategien
nicht verbessern 148t. Und doch gibt es eine Alternative zum unabhéngigen Spiel, ndmlich
daB sich zwei Spieler vor dem Spiel darauf einigen, sich gegenseitig zu wihlen und den

dritten Spieler auen vor zu lassen: das liefert ihnen dann einen sicheren Gewinn von jeweils
1

3-

Dieses Vorgehen ist von den Spielregeln nicht verboten, aber Verhandlungen bzw. Koali-
tionsbildung sind Aktionen, die auferhalb des eigentlichen Spiels mit seiner Auszahlungs-
funktion stattfinden. Das ist ja auch nichts neues: Genau dasselbe Konzept hatten wir auch
in Abschnitt 5.1, wo es genau darum ging, einen Vorteil zu erzielen, der sich innerhalb des
Spiels, also mit unabhdngigen Strategien nicht erzielen lie83.

Aber es gibt noch einen zweiten Aspekt der Dreipersonenspiele, ndmlich Kompensationen.
Nehmen wir an, Spieler 1 bekdme fiir eine Koalition mit Spieler 2 die Auszahlung % +¢,
0<e< %, so daB fiir Spieler 2 nur noch % — & librigbleibt, wihrend sich alle anderen
Koalitionen die Beute gerecht teilen. Das ist ein Dilemma fiir Spieler 1, denn die beiden
Strategien sind ja

* Koalition mit Spieler 2: Das ist zwar fiir Spieler 1 sehr gut, aber Spieler 2 wird diese
Koalition nie eingehen, da er damit ja immer schlechter fahren wiirde, als wenn er
mit Spieler 3 koaliert.

* Koalition mit Spieler 3: Aus der Sicht von Spieler 1 ist das immer die schlechtere
Wahl, also dominiert eigentlich die andere Strategie.

Wollen wir also die Methoden aus dem Zweipersonenspiel nicht komplett aufgeben, insbe-
sondere das Konzept der dominanten Strategien!, dann muss es Spieler 1 erlaubt sein, bei
den Verhandlungen im Vorfeld Spieler 2 einen gewissen Betrag anzubieten, beispielsweise
die Zahlung von &.

Bemerkung 7.1.2. Mehrpersonenspiele beinhalten also Verhandlungen auferhalb der ei-
gentlichen Spielregeln, die somit auch nicht in der Auszahlungsfunktion widergegeben
sind, und diese Verhandlungen umfassen zwei Aspekte:

1. Koalitionen,
2. Kompensationen.

DaB dies durchaus der Realitét entspricht sieht man immer wieder beim als , Koalitionsver-
handlungen“ bezeichneten Postengeschacher, das auBerhalb der Spielregeln des vom Ge-
setzgeber bestimmten einfachen Mehrheitsspiels ,Demokratie“ bzw. ,Regierungsbildung*
stattfindet.

Mit dem man so schon und elegant das Spiel Stein, Schere, Papier, Brunnen auflésen konnte.
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Im néchsten Schritt beschiftigen wir uns mit einer etwas komplexeren Version des einfa-
chen Mehrheitsspiels, nimlich dem Fall unterschiedlicher Auszahlungen. Dieses Spiel kann
man noch vollstindig analysieren und genau das wurde auch in [26] gemacht; nachdem das
ziemlich illustrativ ist, wollen wir’s uns mal im Detail ansehen.

Beispiel 7.1.3 (Mehrheit mit variabler Auszahlung). Kooperieren Spieler 1 und 2, so er-
halten sie von Spieler 3 den Betrag c, Spieler 1 und 3 zusammen erhalten den Betrag b
und Spieler 1 muB3, wenn er in der Minderheit ist, den Betrag a herausriicken. Natiirlich
wire a, b, ¢ > 0 eine verniinftige Annahme, aber selbst diese wollen wir im Moment (noch)
nicht machen, um flexibel zu bleiben.

Wir betrachten die Situation aus der Perspektive? von Spieler 1, der zwei Moglichkeiten
hat: Koalition mit Spieler 2 und Koalition mit Spieler 3. Nehmen wir an, Spieler 1 mochte
einen Gewinn von x erzielen®, dann kann Spieler 2 bei einer Koalition mit Spieler 1 mit
dem Betrag ¢ — x und Spieler 3 bei einer entsprechenden Koalition mit dem Betrag b — x
rechnen. Wenn die Summe der beiden Betrédge kleiner als a ist, dann wéren Spieler 2 und
Spieler 3 schlecht beraten, wenn sie mit Spieler 1 koalieren wiirden, denn dann kénnten
sie ja zusammen spielen und sich a passend aufteilen. Mit anderen Worten, es sollte auf

jeden Fall

—-a+b
b-x)+(c—x)=2a = x < % (7.1.1)

gelten. Sind also nun x, y, z die Betrdge, die die drei Spieler mindestens erreichen wollen,
dann sollten diese die Ungleichungen

—-a+b+c
X I —
- 2
a-b+c
y = 9
a+b-c
Z = 2,

erfiillen, um Koalitionen iiberhaupt erst einmal méglich zu machen. Dasselbe gilt mit
Gleichheit fiir die maximalen fairen Auszahlungen a, B, y, die andererseits auch wieder

a+B=c, a+vy=b, B+vy =a, (7.1.2)

erfiillen miissen, schlieBlich handelt es sich ja um ein Nullsummenspiel. Damit es sich fiir
die Spieler lohnt, eine Koalition einzugehen, sollte natiirlich

a— (—a) a+a
0<| B=(=b) |=| B+b |=(a+B+y) 1,
y - (=¢) y+c
also
—-a+b+c a-b+c a+b-c¢c a+b+c 0
0< = = = — 7.1.3
<a+B+vy 9 + 2 + 7 2 7 ( )
sein.

2Das reicht natiirlich vollig, denn bis auf die konkreten Zahlen, die wir ja in keinster Weise ange-
ordnet haben, ist dieses einfache Mehrheitsspiel vollkommen symmetrisch.
3Keine Voraussetzungen an das Vorzeichen von x!
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7 Mehrpersonenspiele

Lemma 7.1.4. Im Falle eines Nullsummenspiels ist 6 > 0.

Beweis: Eine Koalition aus den Spielern 1 und 2 kann von Spieler 3 den Betrag ¢ gewinnen
und nicht mehr. Andererseits ist der garantierte Mindestgewinn von Spieler 1 der Wert —a
(ndmlich wenn er mit niemandem koaliert) und, analog, kann Spieler 2 ohne Hilfe von
auBen —b bekommen; zusammen ergibt das also —a — b und dieser Wert muB < c sein?,
also ist

c>—-(a+b) = a+b+c>0,
wie behauptet. m]

Tatsédchlich spielt diese GroBe ¢ eine ganz bedeutende Rolle: Ist ndmlich 6 = 0, dann ist

—-a+b+c a+b+c 0
o= = —-a=—-—a=-a, B =-b, y = —c,

2 2 2

und jeder Spieler erhilt denselben zu erwartenden Betrag, ganz egal ob er koaliert oder
nicht. Umgekehrt ist die ,Motivation® fiir die Spieler, eine Koalition einzugehen, gerade der
Betrag 6/3, der fiir alle Spieler gleich ist. Betrachtet man die modifizierten Auszahlungen

feavloa-l y-pelop-? e+ 2o
T STy T Ty

>

[©2] i)

dann ist
8 =a +b +c’=—(a+b+c)+6=0

und wir kénnen folgendes festhalten.

Bemerkung 7.1.5. Das Spiel hat fiir die Spieler die einfachen Werte® a’, b’, ¢’ und der Ge-
winn durch Koalitionen betridgt 6 /6. Umgekehrt verliert der Spieler, der von der Koalition
ausgeschlossen wird, den Betrag §/3. Dieser Wert ist derselbe fiir alle Spieler.

Nochmals: Die Bildung von Koalitionen lohnt sich nach den obigen Uberlegungen genau
dann, wenn sich durch die Koalitionen mehr erreichen lidsst als durch Einzelspiel, also
genau dann, wenn § > 0 ist. Deswegen heiBt ein Spiel wesentlich®, wenn & > 0 ist und
unwesentlich fiir 6 = 0. Das wird eine zentrale Unterscheidung von Mehrpersonenspielen
werden.

7.2 Drei Personen und der volle Formalismus

Schoén langsam werden wir noch etwas mutiger und sehen uns jetzt einmal den vollstindi-
gen Fall eines Dreipersonenspiels an. Dabei haben wir jetzt die drei Strategiemengen
S1, S92, §3 und die Auszahlungsfunktion @ : S1 X Sg X S3 — R? mit 17a = 0. Fiir ein Strate-
giepaar s1, s9 und eine ,Gegenstrategie“ s3 erhilt dann eine Koalition aus den Spielern 1
und 2 von Spieler 3 den Betrag

ay (s1, 89, 83) + ag (s1, 52, s3) = —as (s1, 52, 53) ,

und wie die beiden den untereinander aufteilen, das ist eine Frage der Koalitionsbildung,
die wieder auBerhalb des eigentlichen Spiels geregelt werden muB. Eine gemischte Strategie

“Denn mehr riickt Spieler 3 ja nicht raus.
*Im Original [26] als basic values bezeichnet.
5Im Original ,,essential®/, inessential”.
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7.3 Mehrpersonenspiele und Koalitionen

der Koalition K = {1,2} ist nun, eine gemeinsame gemischte Strategie fiir jedes Strategie-
paar (S1,S2) € §1 XSy

pr= (PN 1) <1<k <ms) €S,

Die Auszahlung dieser gemischten Strategien ist nun fiir eine gemischte Strategie von Spie-
ler 3 aus der Sicht der Koalition der Wert

mp  ny  mg
a(PXopa) =D >0 D lar (ke kasks) + s (ki ko, k)] pE 4, i
k1=1 ko=1 k3=1

Diese Formel kénnen wir tibrigens auch als ein Zweipersonenspiel auffassen, bei dem die
Koalition K gegen Spieler 3 spielt, und erhalten so, da83

¢ = maxmina (pK,p3) = min maxa (pK,p3)
pK P3 p3; pkK

sein muss. Die anderen beiden Werte, a und b, leitet man analog aus dem Spiel ab, und
kann dann ¢ sowie den potentiellen Gewinn aus dem Spiel berechnen.

Ein Wort noch zu den gemeinsamen gemischten Strategien pX der Koalition: Sie erfiillen
ja per definitionem pfk > 0 und

und natiirlich ist jedes’
pX=pi®p, dh  pN =pip;

auch so eine gemeinsame Strategie; das ist wieder der unabhingige Fall. Da die Ecken des
Simplex S,,, m, von den Punkten e, = e¢; ® e gebildet werden, ist auch jede gemeinsame
Strategie als Konvexkombination von unabhingigen Strategien darstellbar: Das ist nun
wieder gerade das Konzept der Kooperation aus Abschnitt 5.1. Genauer sehen wir uns das
dann an, wenn wir zu den Mehrpersonenspielen kommen.

7.3 Mehrpersonenspiele und Koalitionen

Jetzt aber endlich zum allgemeinen Fall, einem n—Personenspiel mit Strategiemengen S1, ..., S,
und Auszahlungsfunktion & mit1’a = 0.

Definition 7.3.1. Eine Koalition K ist eine Teilmenge von N,,; als Gegenkoalition bezeichnen
wir ihr Komplement K :=N,, \ K. Zu einer Koalition K seien

Sk ::®Sj und mg = ﬂmj
jeK jeK
die Strategiemenge der Koalition bzw. deren Michtigkeit. Eine (gemeinsame) Strategie
der Koalition ist ein Vektor o € Sk und eine gemischte Strategie ein Vektor py =
(pX : o € Sk), fiir den
pE=0, 3 ph=1,
(TESK

gilt.

"Hier taucht wieder einmal das Kronecker—Produkt auf, obwohl fiir unsere Zwecke hier die einfa-
che Identitit p ® ¢ = p g7 ausreichend ist.
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Da #Sk = mg ist, konnten wir die gemischten Strategien auch in S,,, ansiedeln, und in
der Tat ist das wieder eine Multiindizierung pX, nur fassen wir die Eintréige von o dann
halt nicht nur als Strategien, sondern auch als Indizes von Strategien auf. Die gemisch-
ten Strategien, genauer, deren Wahrscheinlichkeitsbelegungen, die die Spieler unabhidngig
voneinander ohne Absprache erreichen kénnen, sind von der Form

pE=[1rb. 2= (phopihy), (7.3.1)
jeK

und bilden wieder einmal nur eine echte Teilmenge I, von S, .

Beispiel 7.3.2. Mit K = {1,2} und my = mg = 2, also p; = (,1—-a) und py, = (8,1 -p)
erhalten wir, daB

P11 ap

p12 | _ a(1-p) - pu _pa_ B
P21 1-a)p P12 pa 1-p
P22 1-a)1-p)

und diese Eigenschaft haben natiirlich nicht alle p € S,.

Aber natiirlich hilft uns hier wieder die Kooperation.

Ubung 7.3.1 Zeigen Sie, daB sich nicht alle gemischten Strategien px € Sy, in der
Form (7.3.1) darstellen lassen. Hinweis: Es geniigt bereits, den einfachsten Fall #K = 2 und
m1 = mg = 2 zu betrachten. o

Lemma 7.3.3. Jede gemischte Strategie der Koalition ldsst sich durch Kooperation bilden, genauer:
[Tmg I = Smg-

Beweis: Die Idee kennen wir inzwischen: Fiir jede reine Strategie o gibt es eine zugehorige
gemischte Strategie

#K ]
re=Qeb,
j=1
und dann ist
K
pK = Z po- pO’
O'ESK

eine Konvexkombination dieser Strategien, die sich durch vorherige Verhandlung und ein
gemeinsames Zufallsexperiment erreichen ldsst. O

Fiir eine Koalition K und Gegenkoalition K wird das Spiel dann zum Zweipersonenspiel
zwischen diesen Koalitionen, mit Auszahlungen®

a(o, 1), o €Sk, TESE.

Um die Auszahlungen auch noch zu einer Zahl zu machen betrachten wir den charakteris-
tischen Vektor cx zu K, der definiert ist durch

(1 jek,

8Wenn notig nach passender Umnumerierung der Spieler.
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und erhalten die Auszahlung aus Sicht von K als
clz; a(o, 1) = —c%a(a, 7). (7.3.2)
Die Auszahlungsmatrix ist also
Ag = [cia(a,r) :0€eSk, T€E Sg] , (7.3.3)
und die erwartete Auszahlung fiir (gemeinsame) gemischte Strategien
ak (Pxs P%) = Pk Ak Px- (7.3.4)

Der nichste Begriff ist nur dank der Zweipersonentheorie, genauer dank des Minimaxtheo-
rems 2.3.1, verniinftig definiert.

Definition 7.3.1 (Wert einer Koalition). Der Wert einer Koalition K C N,, ist der Wert
des von K und K gebildeten Zweipersonenspiels, also

v(K) = maxmin a (pg, px) = minmax a (pg, pz) - (7.3.5)
Pk Px Pk Pk

Die Funktion v : & (N,) — R heiBt auch charakteristische Funktion des Spiels; hierbei
bezeichnet &?(X) die Potenzmenge von X, also die Menge aller Teilmengen von X.

Die Aufteilung des Gewinns innerhalb einer Koalition ist immer noch eine ungeklirte
Frage und wird es auch noch etwas bleiben. Hier wollen wir uns zuerst einmal ein paar
Eigenschaften des Wertes eines Spiels ansehen.

Proposition 7.3.5. Der Wert von Koalitionen hat die folgenden Eigenschaften:
1 v(0)=v (N, =0.
2. v(K)=-v (E)
3 Sind K,K’' c N, mit KNK' =0, dann ist’

v(KUK') > v(K)+v (K'). (7.3.6)

4. Sind K1, ..., Ky eine Partition von N, das heift,
KlU"'UKk:Nn, KJﬂszzw’ jij,,

dann ist

k
D ov(Kj) <o. (7.3.7)

J=1

Beweis: Die leere Menge enthilt niemanden und kann daher auch nur Auszahlung 0 be-
kommen. Andererseits ist fiir K = N,, auch ¢x =1 und damit

v (K) = max Z pg 17a(o) =0,
PEomy oeSk ———
=0

9...das Ganze mehr als die Summe seiner Teile.
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womit 1) bewiesen ist. Um 2) zu verifizieren setzt man (7.3.2) via (7.3.3) in (7.3.4) ein und
erhdlt die Auszahlungsfunktion a (pK, pK) aus der Sicht von K als —a (pK, pK). Sei K =

N, \ (K UK’) die Gegenkoalition zu K U K’ und seien pK bzw. pK' die Optimalstrategien
fiir K gegen K’ U K bzw. fiir K’ gegen K U K. Dann ist

v(K) +v (K')

K _K'UK . T K KUK
min cK (p*,p )+mlch, (p* , D )

pK’uK pKUK
K _K' T K K K
< mmcK (p*,p* , P )+m1ncK,a(p*,p* , P )
K K
p p
T _ . K K _K
= (cx+ck) ana(p*,p* P )
———— K
p
T
=CkuK’
< max mmc};uK, mma (prK ,pK)
pKuK PK P
= v(KUK').

Der Beweis von 4) ist wieder einfacher und zeigt durch Iteration von (7.3.6) und Verwen-
dung von 1), daB

Dﬂ»

) <v(KiU---UKg) =v(N,) =0
j=1

wie behauptet. o

Bemerkung 7.3.6. Fiir j € N, spielen die Gr68en

viEv() =v(Uh = max min ap(ppp). K=\ ) (7.3.8)

mePKE

eine ganz besondere Rolle, denn das ist die Mindestauszahlung, die Spieler j garantiert
erhilt, selbst wenn sich alle anderen gegen ihn verbiinden und die fiir ihn schlechteste
Strategie spielen, und die er erreichen kann, indem er unabhdngig von seinen Mitspielern!”
eine Strategie p* € S,,; wihlt.

Fiir jeden der Spieler lohnt es sich also nur dann, einer Koalition beizutreten, wenn ihm
diese Koalition gegeniiber dem Alleinspiel einen Vorteil bringt. Da das fiir jeden Spieler
gilt, wird eine Koalition nur dann eingegangen werden, wenn

v(K) = > v()) (7.3.9)

jeK

ist, denn sonst bekommt mindestens ein Spieler weniger, als wenn er allein spielen wiirde.
Die Bedingung (7.3.9) ist aber automatisch erfiillt, denn sie folgt direkt aus (7.3.6): Die
einelementigen Mengen sind trivialerweise disjunkt. Eine gute Koalition ist aber mit Si-
cherheit eine, die den Spielern im Vergleich zum Einzelspiel einen Mehrwert bietet, bei
der also die obige Ungleichung strikt gilt.

Definition 7.3.7 (Gewinnkoalition). Eine Koalition K C N,, heiit Gewinnkoalition, wenn
sie
v(K) > Z v(j) (7.3.10)

JEK

10Das klingt freundlicher als ,,Gegner®.
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7.3 Mehrpersonenspiele und Koalitionen

erfiillt. Dies bezeichnet man!! auch als Konvexitit der Menge K, Mengen mit Gleichheit in
(7.3.9), also v(K) = X jck v(Jj), werden flach genannt.

Addiert man zur Auszahlungsfunktion @ (s1, ..., s,) einen von allen Strategien unabhingi-
gen Wert b, dann ist das resultierende Spiel zur Auszahlungsfunktion a’ = a + b genau
dann ein Nullsummenspiel, wenn

0=1"a’=1" (a+b) =17
ist. Fiir j € N,, ist dann

V() =v ({7 =v(j) +b;
und die Wahl

n

L1 .
bj=-v(j)+~ Zv(k), jeN,, (7.3.11)
k=1
sorgt dafiir, daB
1 n n n
V(== vk und  1Tb=-) v+ Y v(k)=0,  jeN, (7312
n
k=1 k=1 k=1

Andererseits ist das Spiel zu a’ aber dquivalent zu a und daher sind optimale Strategien
des einen auch optimale Strategien des anderen. Mit anderen Worten: Unter allen strate-
gisch dquivalenten Varianten des Spiels haben wir so diejenige gewdhlt, bei der alle Spieler
als ,Einzelkimpfer denselben Gewinn bzw. Verlust erreichen kénnen, was natiirlich auch
wieder eine Form von Symmetrie ist.

Definition 7.3.8 (Reduziertes Spiel). Das Spiel basierend auf @’ und die zugehorige Wert-
funktion v’ heiBBen reduzierte Form von a bzw. von v, wenn

V(A1) =---=v'(n) = —y. (7.3.13)
ist.

Der Wert y hingt nun wirklich nur vom Spiel ab und bildet daher eine wichtige Beschrei-
bungsgroBe des Spiels. Dal dem so ist, das folgt aus der Tatsache, daB3 wir die Forderungen

V() =v'(j+1) = bj—bja=v(j+1)-v()), j=1,...,n-1,
und 174 = 0 in dem linearen Gleichungssystem
1 -1 v(2) -v(1)

M,b = b= :
1 -1 v(n)—v(n-1)
1 ... 1 1 0

zusammenfassen kénnen, und die Determinante der zugehoérigen Matrix ist, per Entwick-
lung nach der ersten Spalte und Induktion

-1
1 1 -1
detM, =detM,,_1 +(-1)"""det ) ) =n-1+1=n.

11Genauer: [26].
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Damit gibt es genau eine reduzierte Form des Spiels und auch die Zahl vy ist eindeutig und
wohldefiniert.

Lemma 7.3.9. Die Grifey aus (7.3.13) erfillt y > 0 und es gilt
—ky <V (K) < (n-k)y, k = #K. (7.3.14)

Ist #K =1, dann ist v/ (K) = —y, ist hingegen v (K) = n — 1, dann ist v'(K) = y. In den beiden
Extremalfillen tritt also einmal Gleichheit bei der unteren und einmal Gleichheit bei der oberen
Abschitzung ein.

Die Beobachtung y > 0 hat eine interessante Konsequenz: In der von Haus aus ausgegli-
chenen reduzierten Form eines Spiels kann kein Spieler allein wirklich etwas gewinnen, in
diesem Fall sind Koalitionen zum Gewinnen nétig.

Beweis: Nach (7.3.6) und Eigenschaft 1 von Proposition 7.3.5 ist

—ny =) v(j) <v(N,) =0,

J=1

also in der Tat y > 0. Analog ist

V(K) 2 Y V() =—#Ky

JjeK
und schlieBlich auch

VI(K)=—V (E) < - Z V(j) = (n—-#K) y.

jeK

DaB v'(K) = —y gilt wenn #K = 1 ist, ist einfach die Definition von v, ist hingegen #K =
n—1, also K =N, \ {j}, dann ergibt Eigenschaft 2) aus Proposition 2, da83

Vi(K) ==V (N \K) ==V (j) =y
sein muss. O
Noch einmal, weil es so wichtig ist:

Das Spiel und seine reduzierte Form sind, was die Strategien angeht, vollkommen
dquivalent. Es geniigt also fiir die Untersuchung eines Spiels eigentlich immer, die
reduzierte Variante des Spiels zu betrachten.

Definition 7.3.10. Das Spiel heiB3t wesentlich, wenn y > 0 ist und unwesentlich, wenn y = 0
ist.

Und die Begriffe sind tatsdchlich sinnvoll gewihlt, denn die Quintessenz des Ganzen ist
die Tatsache, da8 unwesentliche Spiele keine Gewinnkoalitionen haben und damit eher
uninteressant sind.

Proposition 7.3.11. Ein Spiel mit n > 2 Spielern ist genau dann unwesentlich, wenn

v(KUK)=v(K)+v(K'), KK CN, KNnK' =0. (7.3.15)
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Beweis: Nach (7.3.12) ist

n

e 1 .
y=-v (J)=—ZV(1<), J € Ny.
n k=1

AuBerdem gilt fiir alle K C N,

V(K) = maxmin Z Z CI];a,(O',T)pf.pr

Px Px 0ESK TESE

= maxmin Z Z c}; (a(o,T)+b) pf. p?

Px Px 0ESK TESE

= v(K)+egb =v(K)+ Y bj=v(K)+ > (—v(j) +% iv(k))

jeK jeK k=1
= v(K)- Z v(j)+#K vy,
JEK

also

V(K) —#K y = v(K) — Z v(j). (7.3.16)
JEK

Ist das Spiel nun unwesentlich, also y = 0, dann ist wegen (7.3.14) auch v'(K) = 0 fiir alle
K C N,, und somit ist

0=v(K) - Z v(j) =  w(K)= Z v(j), (7.3.17)

JEK JEK

woraus (7.3.15) unmittelbar folgt. Ist umgekehrt (7.3.15) und damit auch (7.3.17) erfiillt,
dann liefert (7.3.16) fiir alle K € N,,, daB v/(K) — #K y = 0 sein muBl. Wihlen wir speziell
K als n — 1-elementige Teilmenge, dann ist nach Lemma 7.3.9 v/(K) = v, also

0=V(K)-#Ky=y=-(n-1y=Q2-n)y
und da wir es es mit einem Mehrpersonenspiel zu tun haben und somit n > 2 ist, folgt
v =0. O
Bemerkung 7.3.12 (Wesentlichkeit).

1. Ein wesentliches Spiel muss mindestens drei Spieler haben. Diese intuitiv klare Aus-
sage!? folgt aus der Tatsache, daB wir fiir n = 2 und #K = 1 vor einer Koalition mit
einem und n — 1 Teilnehmern stehen, die laut Lemma 7.3.9 die Bedingungen

-y =Vv'(K)=vy = v=0
erfiillen muss: Das Spiel ist unwesentlich.

2. Reduzierte Dreipersonenspiele sind durch y bereits vollstindig determiniert: Von
Haus aus ist v/ (0) = v/(K) = 0, per definitionem ist v'(j) = —y, und fiir jede
Koalition K aus zwei Spielern gilt

VIIK)==v'(j) =y,  K=Ng\{j}

12Wie bitte sollen bei einem Zweipersonen-Nullsummenspiel Koalitionen etwas bringen? Die
einzige Kooperation bestiinde darin, es bleiben zu lassen (also keiner gewinnt etwas und keiner
verliert etwas) und lieber einen Kaffee zu trinken.
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A

+n
,,/ ’Y

y

Abbildung 7.3.1: Die Bandbreite fiir v'(K) in Abhéngigkeit von #K gemdB (7.3.14).

weswegen
0, #K =0, 3,
V,(K) = —’)/, #K = 1,
v, #K =2,
sein muss.

3. So richtig beginnt der SpaB also erst bei Vierpersonenspielen, bei denen zwar immer

noch
0, #K = 0,4,
v’(K): —’}/, #Kzl,
v, #K = 3,

zu sein hat, aber bei den Zweipersonenkoalitionen wird es jetzt interessant, denn die
kénnen nun wirklich beliebige Werte zwischen —2y und 2y annehmen.

4. Fazit: Die n-Personen—Theorie beginnt eigentlich erst bei n = 4.

7.4 Das Aufteilen der Beute

Wihrend wir uns bisher {iber die inneren Aspekte des Spiels Gedanken gemacht haben,
also das, was durch die Spielregeln in Form der Auszahlungsfunktion festgelegt wurde,
wird es jetzt auch einmal Zeit, sich die ,dueren“ Aspekte anzusehen, bei denen es darum
geht, welche Koalitionen gebildet werden sollen. Auch hier erst einmal etwas Terminologie.

Definition 7.4.1 (Aufteilungen). Ein Vektor a € R" heiBt Aufteilung'®, wenn

v(1) n
a=>vi= : und 17e = Z a; =0 (7.4.1)
v(n) =

13Im Original [26] ,,Imputation, was laut www.quickdic.org eigentlich mit ,Beschuldigung® zu
tibersetzen wire.
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7.4 Das Aufteilen der Beute

ist. Eine Koalition K C N, ist wirksam fiir «, wenn

v(K) = cka = Z @, (7.4.2)
jeK

gilt.

Eine Aufteilung gibt also fiir jede Koalition, die fiir sie wirksam ist, eine Moglichkeit an,
den erreichten Gewinn (bzw. Verlust) so aufzuteilen, daB jeder Spieler mindestens das
bekommt, was ihm durch ein Spiel ,allein gegen alle“ garantiert ist, und er sich somit durch
die Koalition zumindest nicht verschlechtert. Wir sind sogar grof3ziigig, denn es muss noch
nicht einmal der gesamte Gewinn aufgeteilt werden, es steht ja nur ,>“ in (7.4.2).

Definition 7.4.2 (Dominanz). Eine Aufteilung o dominiert eine Aufteilung S, in Zeichen
a > B, wenn es eine Koalition K # @ gibt, die fiir @ wirksam ist und fiir die

a; > ﬂj, jEK, (7.4.3)

gilt.

kann es durchaus vorkommen, daB gleichzeitig @ > f und g > « erfiillt sind, ganz einfach,
indem (7.4.3) in beiden Fillen, aber fiir unterschiedliche Koalitionen K erfiillt ist. Wire
nun die Dominanz transitiv, dann wire

a>p>a = a > «a

und es gibe eine nichtleere Koalition K, so dal «; > «; fiir alle j € K ist, was einen
Widerspruch darstellt.

ﬁbung 7.4.1 Finden Sie ein Paar o, 8 von Aufteilungen und eine charakteristische Funk-
tion v, so daB gleichzeitig @ > S und 8 > « erfiillt sind. o

Definition 7.4.3 (Losung). Eine Menge .Z von Aufteilungen heiBit Lisung des Spiels, wenn
1. es zu keinem 8 € £ ein @ € £ mit « > S gibt,
2. eszujedem B ¢ £ ein a € .Z mit « >  gibt.

Eine Losung dominiert also alle beliebigen Aufteilungen, aber keine Aufteilung in einer
Losung wird von einer anderen Aufteilung in der Lisung'* dominiert.

Bemerkung 7.4.4. Losungen sind die Aufteilungen, nach denen man suchen sollten und
fiir die sich die Spieler entscheiden sollten. Sie stellen den Status quo dar, auf dessen Basis
sich Koalitionen bilden sollten. Denn fiir jede andere Aufteilung kann man eine Auftei-
lung in der Losung finden, die fiir eine wirksame Koalition besser ist, so daB es fiir die
Angehorigen dieser Koalition besser ist, sich fiir die Aufteilung aus der Losung zu ent-
scheiden. In diesem Sinne ist die Losung die Menge aller ,guten“ Aufteilungen, fiir die
man sich entscheiden kann und sollte.

Nach so vielen Definitionen und Begriffen wird es langsam Zeit, diese ein wenig mit Leben
zu versehen.

14Was aber nicht ausschlieBt, daB es auBerhalb der Losung eine dominierende Aufteilung gibt, die
nun aber ihrerseits wieder von einer Aufteilung aus der Losung dominiert wird — Dominanz ist
halt nun einmal nicht transitiv!
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7 Mehrpersonenspiele

Proposition 7.4.5. Fiir ein unwesentliches Spiel gibt es genau eine Aufteilung, namlich a = v,
fiir ein wesentliches Spiel einen (n — 1)—dimensionales Kontinuum von Aufteilungen, der v nicht
enthalt.

Beweis: Sei 8 =v + § eine Auszahlung, dann ist wegen (7.4.1) 6 = 8 —v > 0 und

1T6=1T(,8—v): lT,B - " v(j) =nvy.
S
=0 p
=—nvy

Ist das Spiel unwesentlich, also y = 0, dann folgt aus 6 > 0 und 176 = 0 auch 6 = 0, ist
hingegen y > 0, dann wéhlen wir 61,...,9,-1 > 0 so, daB3

n-1
OS(Sn:ny—Zéj
j=1

erhalten bleibt. v + ¢ ist dann die gewlinschte Aufteilung und muss wegen § # 0 auch von
v verschieden sein. m]

Korollar 7.4.6. Jede Lisung £ erfillt £ + 0.

Beweis: Es gibt mindestens eine Aufteilung, ndmlich v, und entweder haben wir es mit
einem unwesentlichen Spiel zu tun, dann ist die eine Losung, oder das Spiel ist wesentlich,
dann muss v durch ein @ € . dominiert werden. m|

Fiir den Rest dieses Kapitels wollen wir uns auf die Suche nach Spielen machen, bei denen
es die Losung gibt, bei denen die Lésung also nur aus einem einzigen Element besteht.
Allerdings ist die Antwort auch wieder enttduschend.

Satz 7.4.7. Ein Spiel besitzt genau dann eine einelementige Lisung, wenn es unwesentlich ist.

Auf dem Weg zum Beweis von Satz 7.4.7 wollen wir gleich noch ein paar andere Fakten
tiber wesentliche und unwesentliche Spiele und die zugehorigen Aufteilungen sammeln.

Proposition 7.4.8. Ist das Spiel wesentlich und « eine Aufteilung, dann existiert immer eine
Aufteilung 8, so daf§ B > «, aber nicht @ > S gilt.

Beweis: Da das Spiel wesentlich ist, muBB @ # v sein, es gibt also mindestens einen Index
j,und & > 0, so daf3
a;=v(j)+e

ist. Wir setzen

aj+e/(n-1), J*k,
und behaupten, da3 § eine Aufteilung ist. Tatsdchlich ist 8 > v und

By = { @j=e=v(j), J=k, (7.4.4)

lT,Bzaj—s+Z(aj+ Sl)lea:O.
n_
k#j

AuBerdem ist jede (n — 1)—elementige Koalition, insbesondere K = N, \ {j}, wirksam fiir
jede Auszahlung ¢, insbesondere fiir 8, da sich nach der Komplementarititsregel 2 aus
Proposition 7.3.5

DSk ==6; < —v(j) =v(K)

keK
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7.5 Dreipersonenspiele

ergibt. Da auB8erdem trivialerweise K # 0 und nach Konstruktion in (7.4.4) auch Sy > ay,
k € K, gilt, erhalten wir, daB8 § > «. Wére nun auch a > 8, dann bedeutet das nach (7.4.4),
daB wir die ,entscheidende® Koalition K nur als {j} wihlen kénnen, nur ist die leider nicht
wirksam!® fiir @, weil ja

v(K)=v(j)<Bj<a;= Zak

keK

gelten muB. m]

Die Beobachtungen aus diesem Beweis sammeln wir noch einmal gesondert auf.

Korollar 7.4.9. Koalitionen ausn—1 Personen sind wirksam fiir alle Aufteilungen, einelementige
Koalitionen sind in Sachen Dominanz bedeutungslos.

Und jetzt fehlen uns nur noch ein paar einfache Folgerungen aus Proposition 7.4.8 um
Satz 7.4.7 beweisen zu konnen.

Korollar 7.4.10. Eine undominierbare Aufieilung o mit
{BeR" : B>a}=0
existiert genau dann, wenn das Spiel unwesentlich ist.

Beweis: Ist das Spiel unwesentlich, dann gibt es nach Proposition 7.4.5 ohnehin nur eine
Aufteilung, ndmlich v, und es existiert keine andere Aufteilung, die diese dominieren kénn-
te. Ist hingegen das Spiel wesentlich, dann sagt uns Proposition 7.4.8, daB jede Aufteilung
dominiert werden kann. ]

Korollar 7.4.11. Ein Spiel mit #.£ = 1 ist unwesentlich.

Beweis: Sei .Z = {a}. Weil .Z eine Losung ist, wird jedes S ¢ .Z durch ein Element von
% dominiert und da #.Z =1 ist, kann dieses dominante Element nur « sein, also:

B+a = B¢ L = a > B.

Wire das Spiel nun wesentlich, dann gibt es aber, wieder nach Proposition 7.4.8, ein S,
das nicht von @ und damit auch nicht von . dominiert wird. |

Beweis von Satz 7.4.7: Ist #.£ =1, dann ist das Spiel unwesentlich, siehe Korollar 7.4.11,
ist das Spiel unwesentlich, dann gibt es genau die eine Aufteilung v und £ = {v} ist
trivialerweise die gewiinschte einelementige Losung. m]

7.5 Dreipersonenspiele

Um ein wenig ein Gefiihl fiir die Struktur von Losungen zu bekommen, wollen wir uns als
nichstes einmal die Situation im einfachsten, aber nicht mehr einfachen Fall ansehen, und
zwar bei einem reduzierten Dreipersonenspiel, bei dem wir der Einfachheit halber auch
noch die Normierung y = 1 verwenden wollen. Der Wert von Koalitionen ist dann also

0, #K = 0,3,
v(K) =4 -1, #K =1,
1, #K =2,

15Zur Erinnerung: Die Koalition muB fiir die dominierende Aufteilung wirksam sein.
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7 Mehrpersonenspiele

und es stellt sich die Frage, welche Struktur Losungen hier haben und wie iiberhaupt
Dominanz aussieht. Eine Aufteilung a = (@1, @2, @3) muBl die Bedingungen

aj>2-1, j=1,2,3, a1 +ag+a3 =0,

erfiillen, was automatisch auch die Schranke a; < 2 liefert. AuBerdem haben wir es hier ja
nur mit einer zweiparametrigen Menge zu tun, da sich aus den Nebenbedingungen automa-
tisch @3 = —@1 — ag ergibt. Dies drei Achsen kann man natiirlich in ein zweidimensionales

b )

Y Y

Abbildung 7.5.1: Die Nebenbedingung fiir (a, 3, y), insbesondere die Bereiche, auf denen y
konstant ist (links) und der zuldssige Bereich (rechts) fiir die Aufteilungen
— man sieht, es ist wieder einmal ein Dreieck.

N

Koordinatensystem eintragen und erhilt so schnell eine schéne Darstellung des zuldssigen
Bereichs der Aufteilungen, siehe Abb. 7.5.1. Fiir einen Punkt  aus diesem Dreieck kénnen
wir uns nun all diejenigen S ansehen, fiir die @ > g gilt, und das ist bei Dreipersonenspie-
len noch einfach: Nach Korollar 7.4.9 sind die einelementigen Koalitionen bedeutungslos,
aber die zweielementigen miissen berticksichtigt werden,

a1 > B1, ag > P,
a>p & a > p1, ag > P, (7.5.1)
9 > ﬁQ, ag > ﬂg.

Diese Bereiche sind in Abb. 7.5.2 dargestellt. Ist andererseits keine der Bedingungen in
(7.5.1) erfiillt und stimmen «, § in keiner Komponente iiberein'®, dann ist entweder @ oder
B in zwei der Komponenten iiberlegen und damit automatisch in der dritten unterlegen.
Also:

aj # B, j=1,2,3, = a>pf oder B> a.

Damit zerfillt also fiir jedes & das Dreieck im wesentlichen in zwei Teile: Diejenigen Auf-
teilungen, die von @ dominiert werden, und diejenigen, die @ dominieren.

Wie aber sieht nun eine Losung aus? Nachdem .Z # 0 ist, gibt es sicherlich ein @ € .Z,
das dann also irgendwie so wie in Abb. 7.5.2 aussehen wird. Da sich Elemente der Lésung
nicht gegenseitig dominieren diirfen, also

Zn{B:a>Bt=<n{B: B>a}t=0

1Wenn sie in zwei Komponenten iibereinstimmen, dann natiirlich auch in allen dreien und damit
wiren sie identisch, und wenn sie in genau einer {libereinstimmen, dann liegen sie auf den
farbigen Linien in Abb. 7.5.2.
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AN

Abbildung 7.5.2: (Links) Die von o dominierten Aufteilungen sind genau die schraffier-
ten Bereiche; alle anderen Aufteilungen dominieren ihrerseits «. Nur die
Punkte, die auf den fetten Linien liegen, sind nicht mit « vergleichbar, do-
minjeren also weder @, noch werden sie von @ dominiert. (Rechts) Jeder
Punkt 8 > a wird seinerseits wieder durch Punkte auf einer der farbi-
gen Linien dominiert. Das sind die Schnittbereiche bzw. ,Schatten® der
hellgrauen Zonen, in denen nun wieder 8 dominiert wird, mit den fetten
Linien.

gelten muB, sind die schraffierten Bereiche aus Abb. 7.5.2 bereits tabu, und dasselbe gilt
auch fiir die nicht-schraffierten Bereiche, von denen ja @ dominiert wird. Andererseits
kann die Losung aber nicht nur aus a selbst bestehen, denn es muB ja zu jeder Aufteilung
auch ein Element der Losung geben, das diese Aufteilung dominiert. Nach unseren obigen
Uberlegungen diirfen wir die anderen Elemente von .# nun aber nur noch auf den drei
Linien suchen, auf denen jeweils ein o; konstant ist, siehe Abb. 7.5.2, rechts.

Nehmen wir einmal an, daB3 wie im Bild 81 > @1 und By > a9 ist, also 83 < a3, dann
sind die dominanten Punkte auf der Linie von der Form

(a1, a0 +&,a3 - ¢€), £ € [By— g, a3 - B3],
bzw.
(a1 +&,a,a3—¢€), g€ [B1—a1,a3- B3],
und daB3 diese Intervalle nichtleer sind, sieht man daran, daf3
a3 —Ps— (Ba—ag) =ag—Ps—Potag=p1—a1>0

und entsprechend

az3—Pz3—(B1—a1)=az3—Pzs—-Pr+ar1=Pr—ay >0

ist. Und fiir jedes g mit 8; > a;, j = 1,2, muss mindestens ein Punkt aus diesem Intervall
ebenfalls zu . gehdren. Wir sehen also: So einfach ist die Sache mit den Losungen definitiv
nicht.

Gehen wir das Problem also etwas systematischer an. Das Spiel ist wesentlich, somit
besteht die Losung nach Satz 7.4.7 aus mindestens zwei Losungen, @ # a’. Da die bei-
den Losungen einander nicht dominieren diirfen, miissen sie auf einer achsenparallelen
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Geraden im Dreieck der zuldssigen Auflosungen liegen; ohne Einschrinkung kénnen wir
annehmen, daB es sich hierbei um eine senkrechte Gerade handelt, daB also a; = a7 ist
und weiterhin @y < @} gilt. Nun kénnen « und o’ zusammen keine Losung bilden, denn

Abbildung 7.5.3: (Links) Die beiden Punkte @, @’ und der Bereich, den sie dominieren bzw.
von dem sie beide dominiert werden. Wihrend man die beiden weiBlen
Bereiche noch dadurch loswerden kann, dal man a ganz nach unten
und o’ ganz nach oben schiebt, ist der hellgraue Zwischenbereich unver-
meidbar. (Rechts) Die beiden einzig méglichen Punkte 3, 8’ auBlerhalb der
gemeinsamen Geraden von « und «’.

jeder Punkt ¢ der Form

1
S = §(a/+a/)+ (g,—g,—g), 0 < £ < min {afé—ag,ag —aé} (7.5.2)
erfiillt
61> a1 =ay, @y < 8y < @) und @y < 03 < @z,

also insbesondere
01> ai, 09 > a9 sowie 01 > a/i, 03 > a’é

und dominiert sowohl @ als auch @’ ohne selbst von einem der beiden Punkte dominiert
zu werden, weswegen .Z = {a,a’} keine Losung sein kann. Diese Punkte sind gerade der
hellgraue Bereich in Abb 7.5.3, links.

Weitere Punkte der Losung kénnen nun entweder auf der Geraden duch @ und o’ liegen,
oder aber nicht. Beginnen wir mit letzterem Fall, also mit der Existenz eines weiteren
Losungselements S, das nicht f1 = a1 = o] erfiillt. Da dieser Punkt weder a noch o’
dominieren darf, noch von einem der beiden dominiert werden darf, muf} 8 auf den beiden
anderen achsenparallelen Linien durch die beiden Punkte liegen, es gibt also maximal zwei
weitere Punkte in ., nimlich

B=(a1+a)— g, a3 —ay+as), B = (o1 —ay+ag, ap,az+ay—az), (7.5.3)
siehe wiederum Abb. 7.5.3. Damit das funktioniert, muB} allerdings

’ ’
ay—ag <az+1 bzw. ay—ag <ai+1
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sein: Die beiden Punkte diirfen also, relativ zur Position von «, nicht zu weit auseinander-
liegen. Beide Punkte, 8 und g, diirfen aber nun auch wieder nicht zu %’ gehoren, denn
sie sind nicht durch eine achsenparallele Gerade verbunden, das heil3t, einer von beiden
dominiert den anderen; und in der Tat ist

B = B= () —as)(-2,1,2) = B > B.

Nun ist aber .Z = {«, a’, B} auch wieder keine Losung, weil der Punkt ¢ aus (7.5.2) auch

Abbildung 7.5.4: (Links) Der Punkt § aus (7.5.3) ist keine hilfreiche Erweiterung von @ und
a’, da der hellgraue Bereich immer noch undominiert bleibt. (Rechts) Die
Auswahl g stimmt schon optimistischer, allerdings bleiben immer noch
drei kleine Dreiecke weil}, aber das kann man ja beheben, indem man «
ganz nach unten, o’ ganz nach oben und $ ganz nach links schiebt.

von S nicht dominiert wird, da

ag+ay—€& aztay—¢ , ,
0—p = |a1+s, 3 R 5 —(a1+a/2—a/2,a2,a3—a2+(m)
, Eetag—a) e+aj—as
= 8+02_02’_T’a2_a2_T =(—,++)

ist. Das sieht man ja auch in Abb. 7.5.4. Die andere Wahl, also g’, ist da schon vielver-
sprechender!’, aber es bleiben trotzdem erst einmal noch drei kleine Dreiecke iibrig, die
Z ={a,a’, B} dominieren — es sein denn, wir schieben @ ganz nach unten, @’ ganz nach
oben und S ganz nach links, fordern also, daB3, wieder mit (7.5.3),

a=(ar,a9,a3) = (1,-1,1-a1),
o = (o, ap.0f) = (a1,1-0a1,-1),
B =0Qxn-21-a1,1-a1) = (-1,B9,B83)

7Vielleicht ist das auch schon deswegen nicht so abwegig, weil ja 8’ die dominante der beiden
Auswahlen ist.
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sein muB3, was genau fiir a1 = % und somit

1 1
= _9_19_ s
© = (53)
11
"= _’_’_1 >
‘= (3]
11
= _15_7_
o= [253)

erfiillt ist. Die von diesen drei Punkten gebildete Menge ist eine Losung und es ist die
einzige dreipunktige, denn vertauscht man die Rolle der Geraden, entlang derer @ und
a’ tibereinstimmen sollen, dann vertauscht man nur einen der beiden Punkte mit 8. Und
diese Losung kommt uns sehr bekannt vor: Die Gewinnkoalition ,zwei gegen einen® teilt
die Beute jeweils fair auf, das ist genau die natiirliche Losung, die man sich erhoffen wiirde.

N
"\

N N

Abbildung 7.5.5: Alle Lésungen liegen auf einer senkrechten Linie ¢, @; = c. (Links) Der
Wert von c ist hinreichend klein und die Linie dominiert alles. Um die
Aufteilungen links von ¢ kiimmern sich die beiden Extremalpunkte, alles
was rechts von ¢ liegt, wird von einem der Zwischenpunkte dominiert.
(Rechts) Ist der Wert von ¢ so groB3, daB die Linie rechts vom Dreieck der
natiirlichen Losungen liegt, dann kann das hellgraue Dreieck am linken
Rand nicht mehr dominiert werden, die Linie ist keine Losung.

Bleibt noch ein Fall, nimlich der, daB alle Punkte der L6sung auf der Geraden ¢ durch
@ und ¢’ liegen. Nachdem kein Punkt dieser Geraden ¢ = {8 : 1 = @1} von .Z C ¢ domi-
niert wird!®, aber jeder nicht zu .# gehorige Punkt von einem Element aus .# dominiert
sein muB, bleibt uns nur eines {ibrig:

ZL=C={a : a1=c} fiir ein ¢ € [-1,2].

Anstatt jetzt formal an die Sache heranzugehen, sehen wir uns Abb. 7.5.5 an: Wenn ¢ < 3
ist, dann dominiert die Linie tatsichlich alles (links), ist ¢ = %, dann sind wir im Fall der
drei Punkte und die Linie ist verboten, ist hingegen ¢ > %, dann zeigt die rechte Zeichnung

180K, es dominiert auch kein Punkt von ¢ die Losung .Z, es gibt immer Unvergleichbarkeit.
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in Abb. 7.5.5, dal es immer ein nichtdominiertes Areal gibt, und die Linie daher keine
Losung sein kann.

Satz 7.5.1. Das reduzierte und normalisierte Dreipersonenspiel besitzt genau die folgenden Lisun-

gen.'
11 1 1 11
.,E/ﬂ— {(5’ 5, _1)5(5,_1’ 5),(_1’ 55 5)} (75'4)

1
.,2”:{@ : aj:c}, j=1,2,3, —1§c<§. (7.5.5)

und

Bleibt noch die Interpretation der Losungen in (7.5.5). Beschrinken wir uns wieder auf
den Fall j =1, dann ist also

1
L ={(c,d,-d—c) : -1<d<1-c}, —1§c<§.

Das heifit, daB in diesem Falle Spieler 2 und 3, die die Gewinnkoalition bilden, beschlieBen
konnen, wieviel sie aus GroBziigigkeit an Spieler 1, der an sich unterlegen ist, abgeben
wollen. Die Art und Weise, wie dieses Almosen untereinander aufgeteilt wird, und genau
das ist der zweite freie Parameter d, steht den Spielern 2 und 3 v6llig frei. Oder, wie es in
[26, 33.1.1, S. 289] erklirt wird:

Since the excluded player is absolutely ,,tabu®, the threat of the partner’s desertion is
removed from each participant of the coalition. There is no way of determining any
definite division of the spoils.

Incidentially: It is quite instructive to see how our concept of a solution as a set of
imputations is able to take care of this situation also.

Dem ist nichts mehr hinzuzufiigen.
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Einfache Spiele und
Mehrheiten 8

Die Majoritit hat viele Herzen, aber ein Herz hat sie nicht.

(O. von Bismarck)

Zum AbschluB3 befassen wir uns jetzt noch mit Mehrpersonenspielen, bei denen es im
wesentlichen auf die Struktur der Koalitionen und eben nicht auf die Auszahlungsfunktion
ankommt. Eine ganz besondere Rolle spielen hierbei die sogenannten einfachen Spiele.

8.1 Gewinnkoalitionen, Verlustkoalitionen und einfache Spiele

Definition 8.1.1. Mit %" := & (N,,) bezeichnen wir die Menge aller Koalitionen von n
Spielern, also die Menge aller Teilmengen von N,,.

Erinnern wir uns zuerst einmal an das Konzept einer Gewinnkoalition K € % von Defini-
tion 7.3.7, namlich, daf3

v(K) > > v()) (8.1.1)
jek
gelten soll. Dieser Begriff ist natiirlich nur fiir wesentliche Spiele sinnvoll, bei unwesentlichen
Spielen sind ja alle Koalitionen flach und es gibt insbesondere gar keine Gewinnkoalitionen.
Nun bezeichnen wir mit 4 c %" die Menge aller Gewinnkoalitionen, mit " C %" hingegen
die Menge aller Verlustkoalitionen, also derjenigen Koalitionen, die (8.1.1) nicht erfiillen und
somit eine flache Menge sind. Das fiihrt sofort zu ersten einfachen Beobachtungen.

Proposition 8.1.2 (Gewinnkoalitionen). Fiir ein wesentliches Spiel gilt:
1.9nYV =0, =90U7.
2. ItK € ¥, dann ist K € & und umgekehrt.
3 IstKe9 und K CK',dannistK' € 9.
4 IstKeV und K 2 K',dann ist K’ € V.
5 K €V wann immer #K < 1 ist.

Beweis: 1) ist offensichtlich, denn entweger gilt in (8.1.1) ,>“ oder ,,=“, aber nicht beides
gleichzeitig. Fiir 2) nehmen wir an, dal K € 7" wire. Dann ist

n

vK) = v (K) == v(j)= G+ v == S+ Yvo)
jek j=1 jeK Jj=1 JeK
=-ny
= D vy > D v,
JjEK JjEK
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8 Einfache Spiele und Mehrheiten

und fiir die Umkehrung miissen wir nur die Rollen von K und K vertauschen. Zum Beweis
von Aussage 3) berechnet man

v(K) 2 v(K)+v(K'\K) 2v(K)+ > v())
jeK'\K

> D v+ D v =) v,

jeK JjeEK'\K JjeK’
und 4) ganz analog durch

v(K') < v(K) -v(K\K) <v(K)= D v =D v - D v()

JjEK\K’ JjeK JjEK\K’
= > v() <v(K)

JEK’

wegen Proposition 7.3.5; also muB {iberall Gleichheit gelten und K" ist eine Verlustkoalition.
Punkt 5) ist triviall. O

Was uns der Beweis von Proposition 8.1.2 allerdings nicht liefert, ist eine Aussage, dafl das
Komplement einer Gewinnkoalition automatisch eine Verlustkoalition wére. Und das hat
einen guten Grund: Das muB} gar nicht sein.

Beispiel 8.1.3. Wir betrachten ein reduziertes Vierpersonenspiel mit y =1, also

0, #K = 0,4,
v(K) =14 -1, #K =1,
1, #K =3,

und legen fiir zweielementige Mengen auSerdem

1, 1eK,
V(K)‘{ -1, 1¢K,

fest, es gewinnt also? bei den Zweierkoalitionen immer die, in der Spieler 1 sitzt. Diese
Situation entspricht einem Gremium, in dem der Vorsitzende bei Stimmengleichheit den
Ausschlag gibt®. Dann ist aber jede Zweierkoalition immer noch eine Gewinnkoalition, da
fiir J.k € Ny

v({j,k}) = -1>-2=v(j)+v(k)

gilt.

Es besteht also ein Unterschied zwischen Koalitionen, die gewinnen und Koalitionen, deren
Gegner verlieren; diesen Unterschied wollen wir auch in der Sprechweise zum Ausdruck
bringen.

Definition 8.1.4. Eine Koalition K € ¢ heiBt strikte Gewinnkoalition, wenn K eine Verlust-
koalition ist, und die Menge aller strikten Gewinnkoalitionen soll mit ¢* C J#" bezeichnet
werden.

m wirklichen Sinne des Wortes! Es folgt direkt aus der Definition.
2Nur aus Griinden der Einfachheit!
3Beispielsweise in Fachbereichsriten, wo bei Stimmengleichheit der Dekan entscheidet.
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8.2 Mehrheiten

Proposition 8.1.2, 2) sorgt nun dafiir, daB3 diese Terminologie auch wirklich sinnvoll ist,
das heifit, daBl ¢* C ¢ gilt, bzw., daB jede strikte Gewinnkoalition auch immer eine Ge-
winnkoalition ist. Die nédchste Beobachtung verkniipft strikte Gewinnkoalitionen mit der
Wesentlichkeit eines Spiels.

Proposition 8.1.5. Das Spiel ist genau dann wesentlich, wenn 9 NV = 0 ist und fiir jedes
unwesentliche Spiel ist G UV = X .

Beweis: Fast schon zu einfach: Ist das Spiel wesentlich, dann ist nach Proposition 8.1.2
¢ NY =0 und die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daBl 4" C ¢ ist. Ist hingegen
das Spiel unwesentlich, dann ist sowieso

v(K)= Y v(j), KeX, = V=X, 9 =0,
JEK
und was wollen wir mehr. O

Definition 8.1.6 (Einfaches Spiel). Ein wesentliches Spiel hei3t ¢infach, wenn &* = ¥ ist,
wenn also alle Gewinnkoalitionen strikte Gewinnkoalitionen sind.

Beispiel 8.1.7. Das Dreipersonenspiel ist einfach. Nehmen wir die reduzierte Variante,
dann sagt uns Bemerkung 7.3.12 ja, da3 das Spiel eindeutig durch y bestimmt ist, ndmlich

0, #K =0, 3,
V(K) = —’y, #K = 1,
v, #K = 2.

Gewinnkoalitionen sind also die Dreierkoalition und alle Zweierkoalitionen. Die leere Men-
ge, als Komplement der Dreierkoalition, erfiillt natiirlich

0=v(0)=) v(j)=0

jeo

trivialerweise*, die Zweierkoalitionen hingegen haben als Komplemente einelementige Men-
gen, die ebenfalls trivialerweise zu 7" gehoren. Also sind alle Gewinnkoalitionen Komple-
mente von Verlustkoalitionen, und das Spiel ist einfach.

8.2 Mehrheiten

Es gibt eine ganze Klasse von einfachen Spielen, ndmlich die Mehrheitsspiele, bei denen es
nur darauf ankommt, die gr68ere Koalition zu bilden. Und wenn man, im Gegensatz zu
Beispiel 8.1.3, die charakteristische Funktion passend definiert, dann wird das Spiel auch
tatsichlich einfach.

Fiir ungerades n = 2v + 1 ist die Sache mit den Mehrheiten ja klar: K € /" genau dann,
wenn #K < n/2 bzw. #K < v. Die Auszahlungen sind dann natiirlich

(n—#K) v, #K > n/2,

v(K) :{ _#Ky, 4K < n)2, y>0,

und dieses Nullsummenspiel ist wesentlich und einfach’®, denn das Komplement einer Ge-
winnkoalition ist immer eine flache Verlustkoalition. Fiir gerades n geht das nattirlich nicht

“Der Wert der leeren Summe ist auf 0 festgelegt!

5Und symmetrisch, die Rolle der Spieler ist vertauschbar; generell hingt bei symmetrischen Spie-
len (die man {iber Permutationsgruppen definieren kann) der Wert einer Koalition nur von der
Anzahl ihrer Mitglieder ab, siehe [26, p. 255-260].
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8 Einfache Spiele und Mehrheiten

so einfach, aber man kann ja immer noch gewichtete Mehrheiten einfiithren. Dazu verwendet
man einen n—dimensionalen Vektor w = [w i JE Nn] € R" von nichtnegativen Zahlen,
w; >0, j € N, und definiert

¢ = Keji/:ij>Zw_,~ , V= Kejif:ij<ij . (8.21)

ek jeK JjeK jeK

Das klassische Mehrheitsspiel fiir ungerades » ist dann natiirlich nichts anderes als w = 1.
Damit das Spiel nun einfach ist, muBl die charakteristische Funktion v’ des reduzierten
Spiels den Wert

—#Ky, Kev,

V(K) = { (n—#K)y  Ked (8.2.2)

haben, was auch jedes v bis auf strategische Aquivalenzen bzw. einen spielunabhingigen
konstanten Geldflul b festlegt.

Bemerkung 8.2.1. Wir haben uns inzwischen ganz unauffillig angew6hnt, Mehrpersonen-
spiele nur noch durch ihre charakteristische Funktion zu beschreiben, ohne uns wirklich
Gedanken dariiber zu machen, ob so etwas {iberhaupt noch in den bisherigen Kontext ei-
nes Spiels mit Auszahlungsfunktion und gemischten Strategien und so weiter passt. Denn
eigentlich ist ja bisher die charakteristische Funktion eine Konsequenz der Auszahlungs-
funktion und nicht umgekehrt. Gliicklicherweise ist das aber kein Problem und in [26, 26,
S. 243-245] wird auch beschrieben, wie man zu jeder gegebenen charakteristischen Funkti-
on ein passendes Spiel konstruieren kann.

Damit die in (8.2.2) definierten Mengen # und ¢ wirklich .2~ erzeugen, mufl w gewisse
Eigenschaften haben, denn beispielsweise im Fall n = 2v und w = 1 gibt es ja Pattsitua-
tionen und alle K € # mit #K = n/2 gehéren weder zu ¢ noch zu 7. Da aulerdem die
einelementigen Koalitionen ja immer Verlustkoalitionen sein sollen, bedeutet dies, daf3 der
Vektor w genau die Bedingungen

1 1
0<wj<31"w, Y wj#s1"w, Kex, (8.2.3)
2 4 2
JEK
erfiillen muss, um zwischen Gewinn- und Verlustkoalitionen entscheiden zu kénnen.

Ubung 8.2.1 Bestimmen Sie den Gewichtsvektor w fiir gerades n = 2v und die Vereinba-
rung, daf} Spieler 1 bei Stimmengleichheit entscheidet. o

8.3 Losungen fiir einfache Spiele

SchlieBlich wollen wir uns noch mit der Frage auseinandersetzen, wie denn dann die Losun-
gen einfacher Spiele aussehen, nehmen also von nun an immer an, daB3 wir es stets mit
einem einfachen Spiel zu tun haben. Zuerst rekapitulieren wir aber noch einmal, was wir
bisher so herausgefunden haben:

Jedes einfache Spiel ist durch G bzw.® V' bis auf strategische Aquivalenzen festgelegt.

Die beiden Mengen sind Komplemente voneinander, # =% U ¥, ¥ N ¥ = 0. Kennt man also
die eine, so kennt man auch die andere.
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8.3 Ldsungen fiir einfache Spiele

Da bei einfachen Spielen K € & und K € ¥ i#quivalent sind, hat das reduzierte Spiel
immer die durch (8.2.2) festgelegte Form und jedes dazu verwandte Spiel ist damit ja
strategisch dquivalent. Fiir die Beschreibung von Gewinn oder Verlust braucht man aber
jetzt nicht mehr alle Koalitionen, sondern nur noch diejenigen, die keinen ,unnétigen®
Verlierer enthalten.

Definition 8.3.1. Eine Gewinnkoalition K € ¢ heifit minimal, wenn alle ihre echten Teil-
mengen Verlustkoalitionen sind:

K' cK = K eV,
Die Menge aller minimalen Gewinnkoalitionen bezeichnen wir mit ¢,

Proposition 8.3.2. Jede Gewinnkoalition K € & besitzt (mindestens) eine Teilmenge K O K, €
Ggm.

Beweis: Einelementige Teilmengen sind sichere Verlierer, also sehen wir nach, ob irgend-
eine zweielementige Teilmenge K’ C K eine Gewinnkoalition ist. Wenn ja, dann ist sie
minimal, denn all jhre Teilmengen sind Verlierer, wenn nein, dann betrachten wir eben die
dreielementigen Teilmengen, und so weiter. Da K selbst Gewinnkoalition ist, finden wir
irgendwann Teilmengen mit minimaler Kardinalitit, die ebenfalls Gewinnkoalitionen sind,
und genau diese sind die minimalen Gewinnkoalitionen zu K. m]

Es ist intuitiv klar, dafl die minimalen Gewinnkoalitionen die entscheidende Rolle bei den
einfachen Spielen spielen werden, denn warum sollte man eine Koalition gré68er machen
als zum Gewinnen nétig, und auBerdem ist der zur verteilende Gewinn einer Koalition im
reduzierten Spiel ja nach (8.2.2) der Betrag #K y, was nichts anderes als ,,Viel Feind — viel
Ehr’“ bedeutet.

Machen wir uns also wieder an die Aufteilungen, aber nur fiir das reduzierte Spiel. Ein
Mitglied der Gewinnkoalition K wird den Betrag —y + ¢, j € K, fiir sich beanspruchen
konnen, ein Spieler aus der Gruppe der Verlierer wird wohl —y einbringen miissen’, so

daB sich insgesamt
a=v+éE,  v=—yl,  £3>0, oz[gj : jeE] = £, (8.3.1)
ergibt. Dieses « ist genau dann ein Aufteilung, wenn
O=1Toz:—ny+Z§j = ij:ny
jekK jekK

ist, wobei ny genau der Mehrwert fiir die Koalition K ist: IThr Gewinn als Solisten wire
—#Ky, aber die Auszahlung an die Koalition ist ja laut (8.2.2) gerade der Wert (n — #K) v,
also ein Zugewinn um n vy, der iiber £x an die Koalition ausgegeben wird.

Auszahlungen der Form (8.3.1) sind nun gute Kandidaten fiir L6sungen, vor allem dann,
wenn wir es uns noch ein wenig einfacher machen. Tatsichlich werden wir ein System
U C 9™ von minimalen Gewinnkoalitionen betrachten, einen Vektor ¢ mit

&>0, 1T§K=ny, Kew,

"Der Gesamtgewinn von K betrigt —#K y und da kein Spieler seinen zu erwartenden Maximal-
verlust —y unterschreiten, also mehr verlieren, will, ist dies die kanonische Aufteilung.
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8 Einfache Spiele und Mehrheiten

suchen und jedem K € % eine Aufteilung

o = v+ &k, d.h. ok = { 7 ¢k, (8.3.2)

_y+§_i’ jEK,

zuordnen. Die Losung werden wir als £ = (%) = {a/K : Kew } ansetzen. Bleibt nur
noch die Frage: Wann ist dieses £ denn auch wirklich eine Lisung und wie sieht diese aus? Um
diese Frage zu beantworten, miissen wir nochmals ein wenig Mathematik betreiben.

Definition 8.3.3. Fiir % C ¢ definieren wir

U = U U K’ und U* = {KE%/ : E¢%*}. (8.3.3)

Ke% K'2K

Mit anderen Worten: %/ * enthilt alle Obermengen von Koalitionen® in %, insbesondere
auch 7% selbst, die Menge % * hingegen besteht aus allen Koalitionen, die nicht Verlustko-
alitionen gegen eine der Koalitionen aus %" sind.

Lemma 8.3.4. Die Operationen ,x“ und .+ haben die folgenden Eigenschaften:
1. UCU undU c U*.
2 IstU =9 dannist W* = Ut =9.
3. Sie sind monoton bzw. antiton, d.A.

9 C U = U C U baw. U 2 Uy .

4. Fir jedes W C 9™ ist W C G C U™
5. Mit jeder Menge K sind auch alle Obermengen K' 2 K in %" bzw. %™ enthalten.

Beweis: Die erste Hilfte von 1) ist trivial. Ist K € %, dann ist K eine Verlustkoalition und
kann daher keine Obermenge einer Koalition aus % sein, denn die sind ja alle minimale
Gewinnkoalitionen. Das heiBt aber nichts anderes als K ¢ %*, also K € %*, und da das
fiir alle K € % der Fall ist, ist € %*.

2): Fiir % = 4™ sagt uns Proposition 8.3.2, dal % * = ¢ ist, also ist besteht %" aus allen
Mengen, deren Komplemente keine Gewinnkoalitionen sind, und weil das Spiel einfach ist,
sind das die Komplemente aller Verlustkoalitionen, ergo alle Gewinnkoalitionen, und somit
ist#*=9.

3): Die Monotonie von * ist klar und die Antitonie von + folgt daraus, daB3 wir es ja mit
Komplementen von * zu tun haben.

4): Jedes K € 7" ist Obermenge einer minimalen Gewinnkoalition, also selbst wieder ei-
ne Gewinnkoalition und gehért deswegen zu ¢; das Komplement K jeder Gewinnkoalition
K € ¢ ist aber wegen der Einfachheit des Spiels eine Verlustkoalition und kann deswegen
nicht Obermenge einer minimalen Gewinnkoalition sein. Also ist K ¢ %* und folglich
Kea®.

Auch Aussage 5) ist fiir U* trivial. Ist andererseits K € K’ und K € %*, dann bedeutet
das, daB

U BK2K
sein muB und wire nun K’ ¢ %+, also K’ € % *, dann wire auch K € % *, also K ¢ % *,
was einen Widerspruch liefert. m]

8Ist also der AbschluB von % unter Bildung von Obermengen'
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8.3 Ldsungen fiir einfache Spiele

Proposition 8.3.5. Eine Aufteilung (3 ist genau dann von £ (% ) undominiert, wenn
%> {jeNy : Bj = -y +&} = Ry(B) = R(B). (8.3.4)

Beweis: Wir drehen die Frage einfach um und fragen, wann f von einem oX, K € %,
dominiert wird. Dazu brauchen wir eine fiir oX wirksame Koalition J € %, so daB af > By

ist. Als erstes bemerken wir, daB J C K sein muB, denn fiir j € K ist nach (8.3.2)

K _

da ja X und B beide Aufteilungen und somit > v = —y1 sind. Ist hingegen J C K eine
echte Teilmenge von K, dann ist J keine Gewinnkoalition mehr, denn K war eine minimale
Gewinnkoalition und weil das Spiel einfach ist, muB J eine Verlustkoalition sein” und daher

—#ly =) v(j) =v(J)
JjeJ
erfiillen. DaB J fiir X wirksam ist, bedeutet aber andererseits zusammen mit £é¥ > 0, daB

—#ly=v() 2 Y af = —y+el =—tiy+1'e, = £ =0
JjeJ jeJ

sein muB3, weswegen wieder af = 7 = —y 1 zu sein hat, also wieder keine Dominanz.

Anders gesagt: Die Dominanz oX > g ist 4quivalent dazu, daB die zugehérige wirksame
Menge genau K ist und es muB aX =v + &g > Bk gelten, was insbesondere éx > 0 liefert.
Oder nochmals umformuliert:

o > pB & R(B) CK & R(B) 2 K.

Also wird 8 genau dann durch irgendein X mit K € % dominiert, wenn R(8) € %* liegt
und ist undominiert durch . (%) wenn R(B) ¢ % *, also R(B) € %™ ist. m|

Wenn wir schon mal beim Umformulieren sind, dann kénnen wir Proposition 8.3.5 noch-
mals anders schreiben und so die einfachen Losungen fiir einfache Spiele charakterisieren.

Korollar 8.3.6. .2 (%) ist genau dann eine Lisung, wenn
ae L(U) e R(a)e ™. (8.3.5)

Beweis: Direkte Konsequenz aus Proposition 8.3.5: Jedes 8 ¢ £ (%) mull von £ (%)
dominiert werden, also muB3 R(B8) ¢ %™ sein, jedes @ € £ (%) darf hingegen nicht von
£ (%) dominiert werden, muB} also R(«) € %™ erfiillen. ]

Satz 8.3.7. L (%) ist genau dann eine Lisung, wenn
17¢x =ny, Ke, und  1Tég >ny, KeUr\%. (8.3.6)

Beweis: Wir wihlen K € %" und sehen uns alle Aufteilungen « an, die R(a) € %*
erfiillen, denn die Gesamtheit dieser Aufteilungen muB ja nach Korollar 8.3.6 die Losung
ausmachen. Fiir jedes solche K betrachten wir nun die Zahl

v =175 = 3" (—y)+ D (y+¢&)) = —ny +17¢

jeK jeK

und unterscheiden die drei Fille, dal yx positiv, negativ oder gleich 0 ist.

9Hier haben wir wirklich alle Voraussetzungen in einem Satz verbraten: Einfachheit des Spiels
und Minimalitit der Gewinnkoalition K. Die Voraussetzungen braucht man also schon, um zu
einfachen Losungen zu kommen.
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vk > 0: Da fiir jedes @ mit R(«) = K die Ungleichung

0=1"a= Y a;+ > a;2 > (-y+£&)+ > (-y) =y (8.3.7)

JEK JjEK JeK JEK

gilt, kann es in diesem Fall kein & mit R(«) = K geben. Damit sind also alle K € Z*
mit yx > 0 fiir die Losung irrelevant und brauchen nicht weiter berticksichtigt zu
werden.

vk < 0: In diesem Fall gibt es unendlich viele Moglichkeiten, @ so zu wéhlen, daf3 170 =0
ist und ax > —y1l+ &k sowie axp = —y1 erfiillt ist, ndmlich ag = a/llg +0g, 0 >0,
176 < —yk; fiir alle solchen a ist R(@) € % *, also a € £ (%), weswegen die Losung
ebenfalls unendlich viele Elemente haben miisste, was aber ihrer Definition in (8.3.2)
widerspricht, nach der .Z (%) nur aus #% < co Elementen bestehen kann.

Also kann nur yg = 0, das heiBt, 17¢x = ny gelten, wenn wir iiberhaupt ein Element der
Losung mit R(«) = K haben wollen.
Ist nun @ € £ (%), das heiBt, es gibt ein K € %, so daB a = oK ist, dann ist

R(a):Ku{jeE : gj:o}aK,

undda K € % C %* C %%, siche Lemma 8.3.4, 1) und 4), und da % * unter Obermen-
genbildung abgeschlossen ist, ist auch K € 7*. Aulerdem ist

> &= & =1ec=ny,
JjER(a) jeK

was die erste Hilfte von (8.3.6) liefert und alle & € £ (%) erledigt. Sei umgekehrt K € %+
eine Koalition mit 17¢x = ny; wenn wir K durch

K'=Ku{jck : &=0|

ersetzen, dann ist ebenfalls K’ € %* und 17¢g, = ny. Jede Aufteilung g mit R(8) = K’
erfilllt Bx» > —y1 + £k und B > —y1 und daher ist wieder

0=1"=1"Bx +1" B > —y#K' + 1T ¢ —y (n—#K') = -ny +17¢x, =0,  (8.3.8)

was nur mit

=Y, .] ¢ K,’ K’
Bj= { y+E), iek = B=a (8.3.9)
zu erreichen ist, denn jedes ,>“ wiirde auch in (8.3.8) zu ,>“ fithren und damit den Wi-
derspruch 0 > 0 ergeben. Hat umgekehrt eine Aufteilung 8 die Form wie in (8.3.9), dann
ist R(8) € % * und nach Korollar 8.3.6 muB 8 € Z(%), also 8 = aX, K € %. Also:

Eine Koalition K € %* erfillt genau dann 17 ¢, = ny, wenn o € L(%) ist.
Damit ist der Beweis vollstindig. O
Bemerkung 8.3.8.

1. Wir haben bei der Formulierung von Satz 8.3.7 ein wenig gemogelt und die j mit
£; = 0 unter den Tisch fallen lassen, die die Sache ein wenig unhandlicher machen,
da sie die Aufteilungen unverdndert lassen. Diese Indizes entsprechen Spielern, fiir
die es vollig bedeutungslos ist, ob sie einer Koalition angehdren oder nicht, und die
man daher als irrelevant bezeichnen kann. Dieser Effekt wird auch in [26] angefiihrt,
allerdings findet sich in einer FuBnote die folgende Aussage iiber diese j:
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84 Einfache Lisungen fiir gewichtete Mehrheiten

These j constitute a slight complication which is further agrravated by the fact
that we have no example of a game in which they actually occur. It may be that
they never exist ...

2. Besonders einfach wird die Struktur, wenn wir % = 4™, also die Menge aller mini-
malen Gewinnkoalition wihlen, denn dann miissen wir & nur so wihlen, daf3

ij:ny, K e@m,

JEK
ist.
Beispiel 8.3.9 (Einfache Mehrheiten).

1. Im einfachen Dreipersonen—Mehrheitsspiel sind die Gewinnkoalitionen (1, 2), (1, 3)
und (2, 3) und ¢ muss damit eine positive Losung des Gleichungssystems

1 10 fl 3’)/
1 01 & | =| 3y
011 &3 3y
sein, also &; = %y, alles vollkommen symmetrisch und wieder mal unsere Standard-

16sung ,halb-halb®.

2. Bei fiinf Spielern gibt es nun schon (g) = 10 minimale Gewinnkoalitionen und das
zugehorige Gleichungssystem

1110 0]
11010
11001
10110/[]% by
10101]|% by
1001187
0111 0]||% by
0110 1]|L% by
01011
0011 1]

ist zwar {iberbestimmt, hat aber trotzdem die positive Losung &; = %y.

3. Wann immer man n = 2m+1 Spieler hat und einfache Mehrheiten aus m +1 Spielern
bestehen, ist £; = 2::'11)/ ein Vektor, aus dem man einfache Losungen konstruieren
kann.

8.4 Einfache Losungen fiir gewichtete Mehrheiten

Beispiel 8.3.9 legt schon nahe, daB es einen engen Bezug zwischen ¢ und dem Gewich-
tungsvektor des Mehrheitsspiels geben sollte. Sei also 0 < w € R" ein Gewichtungsvektor,
der ohne Einschrinkung so normiert sein soll, daB 17w =1 ist.

Definition 8.4.1. Die cinfache Hauptlisung eines (Mehrheits-) Spiels ist . (¢4™), also die
Losung, die gerade durch die minimalen Gewinnkoalitionen definiert wird.
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8 Einfache Spiele und Mehrheiten

Die Bedingung an ¢ ergibt sich in diesem Fall als

D gi=ny, KewU=9" (8.4.1)
JjeK

Eine minimale Gewinnkoalition zeichnet sich hingegen dadurch aus, daB} ihr Gewicht >
% 17w = % ist, wenn aber auch nur ein Teilnehmer abspringt, dann geht diese Eigenschaft

verloren. Also,

1
<;<wj < g +minw. (8.4.2)

Ke9g™ e
Zu einem K € 4™ kénnen wir also die Stirke von K als sg := 17w definieren und den
Anteil von Spieler j zu dieser Koalition als w;/sk, j € K. Im Falle eines homogenen Spiels,
nimlich dann, wenn sx = s, K € ¢, fiir ein festes s > 0, stimmen ¢ und w bis auf
Normierung iiberein:

Beispiel 8.4.2 (Homogene Spiele).

1. Alle einfachen Mehrheitsspiele mit n = 2m + 1 Spielern und w = 1 haben s =m +1
und sind damit homogen.

2. Das ,Fachbereichsratsspiel“ mit n = 2m und w = [1+¢a,1,...,1], 0 < @ < 1, ist
genau dann homogen, wenn « = 1 ist, da die minimalen Gewinnkoalitionen entweder
aus m Spielern inclusive Spieler 1 oder m + 1 Spielern ohne Spieler 1 bestehen und

die zugehorigen Stirken m + @ bzw. m + 1 sind. Ist also @ = 1, dann ergibt sich £ als

4m 2m
79 é‘:Q::é‘:n: 77

der Dekan ist also doppelt so viel wert wie alle anderen.

3. Ein anderes Extremspiel basiert auf w = [n—2,1,...,1] und ist homogen, da die
minimalen Gewinnkoalitionen entweder von der Form (1, j), j € N,, \ {1}, oder von
der Form N,, \ {1} sind'’, und damit Stirke n — 1 haben. Die einfachen Losungen
basieren dann also auf dem Vektor & mit

:n(n—2) n

n-1 fQ:H'an:n—ly'

&

Das ist aber nur e¢ine Losung — dieses Spiel wird in [26, 55, S. 473-503] genauer
untersucht.

Aber ein Beispiel haben wir noch, und zwar eines, bei dem ein Spieler mehr oder weniger
ausgeschlossen wird und zwar so, dal man fiir ihn jedes beliebige &; wihlen kann.

Beispiel 8.4.3 (Alle gegen einen). Wir wihlen n = 4 und erkldren eine Zweierkoalition zur
Gewinnkoalition, wenn ihr Spieler 1 nicht angehort und zur Verlustkoalition, wenn Spieler
1 dabei ist, eine Art Inverse des Fachbereichsrats. Dann enthilt jede Dreierkoalition eine
zweielementige Gewinnkoalition, und zwar:

(1,2,3), (1,2,4), und jede zweielementige Teilmenge von (2,3,4),

10Also entweder schleimt sich einer beim starken Spieler ein, oder aber es geht alle gegen einen.
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84 Einfache Lisungen fiir gewichtete Mehrheiten

die minimalen Gewinnkoalitionen sind also (2, 3), (2,4) und (3, 4) und die Bedingung an
& mit % =9 sind
So+éy =&+ & =E+E =4y,

was sich mit & = &3 = &, = 2y erfiillen ldsst. Der Wert von &7 hingegen kann absolut frei
gewihlt werden, insbesondere auch als £&1 = 0. Ob das eine Antwort auf Bemerkung 8.3.8
ist?

Eine allgemeine Theorie der Mehrpersonenspiele ist offensichtlich eine duBerst komple-
xe Angelegenheit, und auch wenn wir jetzt die wesentlichen Grundbegriffe kennengelernt
haben, sind wir weit davon entfernt, diese Theorie wirklich durchschaut zu haben. Aber
dafiir muss man sich intensiver mit dem Thema beschiftigen, wofiir immer noch [26] eine
erstklassige Referenz ist.

Manches sagt ich,

mehr noch wollt ich,

liefe zur Rede

Raum das Geschick.

Die Stimme weicht,

Wunden schwellen:

Wahres sprach ich;

will nun enden.

(Die Edda, Das jiingere Sigurdlied)
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